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Pr(')logo

Este libro de problemas esta concebido como complemento de los textos de geometria ana-
litica que se estudian en los institutos y escuelas técnicas de grado medio. En él se exponen las
materias aproximadamente en el mismo orden que figura en la mayor parte de dichos textos.
Consta de 345 problemas tipo, cuidadosamente resueltos, y 910 problemas propuestos como
ejercicio para el alumno a distinto grado de dificultad. Los problemas, por otra parte, se han
dispuesto de forma que se pueda seguir con facilidad el desarrollo natural de cada materia. Como
un curso de geometria analitica se base, fundamentalmente, en la resolucion de problemas, y dado
que una de las principales causas del bajo rendimiento que en ocasiones se alcanza en los cursos
de matemadticas es no disponer de métodos ordenados de resolucion de aquéllos, estamos conven-
cidos de que este libro, bien empleado, constituird una gran ayuda para el alumno. También
se ha pensado en aquellos otros que quieran repasar la teoria y los problemas fundamentales
de la geometria analitica.

Para la mejor utilizacion del libro se debe tener presente lo que realmente es, considerando que
no se trata de un texto propiamente dicho y que, por tanto, no debe emplearse como medio para
evitar el estudio de las cuestiones tedricas de la asignatura. Cada uno de los capitulos contiene
un breve resumen, a modo de formulario, de las definiciones necesarias, principios y teoremas,
seguido de una serie de problemas, resueltos unos y otros propuestos, a distintos niveles de di-
ficultad.

No se puede decir de forma rotunda que estudiar matemdticas sea, esencialmente, hacer pro-
blemas, pero hay que tener en cuenta que con una lectura mas o menos rutinaria del libro de
texto, la retencion en la memoria de un pequeiio numero de expresiones y con un estudio super-
ficial de los problemas resueltos de este libro, no se adquirird mds que una vaga nocion de la
materia. Por tanto, para que la utilizacion de este libro sea verdaderamente eficaz es necesario
que el alumno intente resolver por si mismo todos los problemas en un papel y se fije bien en el
porqué de cada uno de los pasos de que consta su solucion, y en la forma en que éstos se expresan,
En todos y cada uno de los problemas resueltos hay algo que aprender; con estas normas, el
alumno encontrard muy pocas dificultades para resolver los problemas aqui propuestos, asi
como los que figuren en su propio libro de texto.

J. H. K.
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CAPITULO |

Coordenadas reclangulares

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES. El
sistema de coordenadas rectangulares divide al plano en
cuatro cuadrantes por medio de dos rectas perpendiculares YA
que se cortan en un punto Q. La horizontal X'OX se de- 1|
nomina eje x, la vertical Y'OY, eje y, y ambas constituyen
los dos ejes de coordenadas. El punto O se llama origen del

Cuadrante 11 |Cuadrante 1

sistema. Lokl b byl
La distancia de un punto al eje y se llama abscisa del ! X
mismo. La distancia de un punto al eje x es la ordenada, X e )
y ambas constituyen las coordenadas del punto en cuestion Ciadsnte I |Coadrane 1V
y se representan por el simbolo (x.y). Las abscisas son po- (=) | [£.02)
sitivas cuando el punto estd situado a la derecha del eje y, :
y negativas en caso contrario. Las ordenadas son positivas '5
Yl

cuando el punto estd por encima del eje x. y negativas en

caso contrario.
Para representar puntos de coordenadas conocidas hay que adoptar una escala adecuada

sobre cada uno de los ejes coordenados. Ambas escalas pueden ser iguales o distintas.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia d entre YA
dos puntos Py(x,,1,) Y Poxaye) es '
d =\, — 5 F (et

Por ejemplo, la distancia entre los puntos (4. —1)
y(7.3)es
d= V(0 — 47+ + 1

= 5 unidades.

PUNTO DE DIVISION es el que divide a un segmento en una relacion dada. Consideremos
los puntos Py(x;,v,) y Pux,.),) y la recta que determinan. Vi

Sea P(x,y) un tercer punto que divida al segmento en la re- | .
¢ ! Xy

PP
lacion pp. = Como PPy PP, son del mismo sentido.
i

dicha relacion es positiva. Si el punto de division P(x,y)
estuviera situado en la prolongacion del segmento, a uno

P ) :
u otro lado del mismo, la relacion - = r seria negativa,

PP,
ya que PP y PP, tendrian sentidos opuestos. ! - X
Teniendo en cuenta los tridngulos semejantes de la | =X
X ol ;
PM X —Xx PP
figura, — = =—— =r. Ny

PN x;—x PP,




r

2 COORDENADAS RECTANGULARES
- Xy + rx, : Y1+ 1y
- T2 A L e R R
Despejando x, x T E7 nalogamente, ) T £
; " X7 + X
Si P(x,y) es el punto medio del segmento PPy, r = 1y x = —

2 7

Y1t Ve
I

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA. La inclinacion de una recta L (que no sea
paralela al eje x) es el menor de los dngulos que dicha recta forma con el semieje x positivo

y se mide, desde el eje x a la recta L, en el sentido
contrario al de las agujas del reloj. Mientras no se
advierta otra cosa, consideraremos que el sentido
positivo de L es hacia arriba. Si L fuera paralela
al eje x, su inclinacién seria cero.

La pendiente de una recta es la tangente del
dngulo de inclinacion. En estas condiciones,
m = tg 0, siendo 6 el dngulo de inclinacion y m la
pendiente.

La pendiente de la recta que pasa por dos
puntos Py(xy,y1) ¥ Paxs,:) €8

Ye—0N

m=1tgh =
B Xg— X1

"

RLL ’ Yl}

'Dz X \Y;t]

cualesquiera que sean los cuadrantes en los que estén situados los puntos P, y P,.

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES. Si dos rectas son paralelas, sus pendientes

son iguales.

Si dos rectas L, y L, son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reci-
proco de la pendiente de la otra con signo contrario. Esto es, llamando m, a la pendiente
de L, y m, a la de L, se tiene m;, = —1/m,, o bien, mym, = —I.

ANGULO DE DOS RECTAS. El angulo a, medido en el
sentido contrario al de las agujas del reloj, desde la
recta L, de pendiente m, a la L, de pendiente m, es

Demostracion: 0, = a + 0, 0 a = 0, — 0,.
tga=tg(6, —0,)

tgh,—1tgl,
1+ tgbytgh,

My — My

e mam,

AREA DE UN POLIGONO EN FUNCION DE LAS
COORDENADAS DE SUS VERTICES. | Sean
Pi(xy, 1), Pyxs, vs), Pa(xs, y3) los vértices de un tridn-
gulo. El drea 4 en funcidon de las coordenadas de los
vértices viene dada por la expresion

A = KHxy: + Xe¥s + Xs¥1 — XaVa — Xp¥1 — X1Va)-

¥
a
pd S
A8, .
/ o \ X
L“l LZ
Y L Py (X, Ys)
Botw)
1 E |
| I
:\p.(‘x,‘y.} 1 E
ol M, M, M, e
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COORDENADAS RECTANGULARES 3

Demostracion: Area del triangulo = drea del trapecio M,P,P;M, + drea del tra-
pecio M P,P,M,— area del trapecio M,P,P,M,. Por tanto,
A=y + ya)(xa—x;) + :js,{)':s + ya) (xy — x3) — 5y + yo) (g — X))
= X 1Ye + Xo¥a + Xahy = X V3 — Xa¥) — X)),

Este resultado se puede expresar de otra manera, mas facil de recordar, teniendo en
cuenta la notacion de determinante:

Xy oy |

A=14 | x2 y |

Otra forma de expresar el drea de un tridngulo, muy atil cuando se trate de hallar dreas
de poligonos de mas de tres lados, es la siguiente:

A = Hxpe + Xo¥s + Xg)i — Xy — Xaby — Xo)y).

Obsérvese que se ha repetido la primera fila en la cuarta.

PROBLEMAS RESUELTOS
DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

1. Hallar la distancia entre a) (—2, 3) y (5, 1), ) (6, —1) y (—4, —3).

a) d= Vi —xP +r— )= VE+2P + (=3 =49 +4= V5
by d=V(x,—x)? + (yo— y)? = V;(-:-“ —6)% + (-—3 -'—_l}2 = 1104 = 226

Yi ' Y

Nl_-'.‘, |} 5{-11\3)

Q
h ,.--———""""”{-': -1} ’
— | , X " 5 X
(-4,-3)
C(-8-2)
v ¥
Problema | Problema 2

2. Demostrar que los puntos A(3, 8), B(—I11, 3), C(—8, —2) son los vértices de un triangulo isosceles.
AB = +v/(3 + 112 + (8 — 32 = v/221
BC = v(—11 + 8 + (3 +2)? = V34
AC = V(3 +8) + (8 +2)* = V221

Como AB = AC, el triangulo es isoOsceles.




COORDENADAS RECTANGULARES

3. @) Demostrar que los puntos A(7, 5). B(2, 3), C(6, —7) son los vértices de un triangulo rectangulo.
b) Hallar el area del triangulo rectangulo.

a) AB=(T—2*+(5—3)*=+v29 BC=vV(2—6F +(3 + TP =+v116

AC = V(T —6)* + (5 + 72 = V145

Como (4B)* + (BC)* = (AC)%, o sea, 29 + 116 = 145, ABC es un triangulo rectangulo.
b) Area = }(AB)(BC) = }v29 v 116 = 29 unidades de superficie.

YA y YA
A(75)
A(1,7)
|
5 X g Mk P(xy)
/ X 0 _
AR3-2) N X
C(7-1)
C6-7)
Problema 3 Problema 4

Problema 5
4. Demostrar que los tres puntos siguientes son A(—3. —2). B(5, 2), C(9, 4).
AB= V(5 +37 + (2 + 22 =45 BC = V(9 —35) +(@—22 =2v5
AC= V(OO + 32 + (4 + 22 =6V5

Como AB -+ BC — AC.osea, 4\'5 + 2v'5 = 61/5, los puntos son colineales.

5. Determinar un punto que equidiste de los puntos A(1, 7). B(8. 6). C(7. —1).

Sea P(x, y) ¢l punto buscado. Ha de ser, P4 - PB — PC.

Como PA = PB. V(x — 1) + (¥ —T)F — vVi(x — 8 + (y — 6)

Elevando al cuadrado y simplificando, 7v — y — 25 = 0. (1)

Como PA = PC, VIx — 12 - (y — 7 = Vix — T + (¥ + I

Elevando al cuadrado y simplificando, 3x — 4y — 0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) resulta x = 4, y = 3. Por tanto,

¢l punto buscado tiene de coordenadas (4. 3).

PUNTO QUE DIVIDE A UN SEGMENTO EN UNA RELACION DADA.

6. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y) que divida al segmento YA RUIT)
- determinado por Py(1, 7) y Py6, —3) en la relacion r = 2/3. =
Como la relacion es positiva, P,P y PP, han de ser del mismo

sentido y, por tanto. el punto P(x, y) estara situado entre los puntos Pixy)
dados extremos del segmento.

o]
PP 2 \
Fi= PP, 3 R(6,-3)

=y
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COORDENADAS RECTANGULARES 5
1+ 2(6) T+ = (—3
Xy + rx, 3 Y1+ rys 3 )
X — <k e — — 3 . R = = — 3
1 +r |+ _2 1 +r - 2
3 3

El punto buscado es (3, 3).

7. Hallar las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento determinado por P,(—2, 1)
y Py(3, —4) en la relacion r = —8/3.

Como la relacion es negativa, P\P y PP, han de ser de sentido opuesto, con lo que el punto

PP 8
P(x, y) sera exterior al segmento P, P,. r= PP, 3
—2 +1— =10 1 +|— —4
X+ X, T( )() Y1+ r1ye ( )( ’
X = _'I__i: ; = =6 y = I } . PP et — —7
|+(—--) 1+(—-)
Y Y YA
/ Ri2,6)
P=2,1)
\\ p( 4.1) ;
2 %
R(3-4) o)
Ptx Y)
xy)
Problema 7 Problema 8 Problema 9

8. El extremo de un diametro de una circunferencia de centro Py(—4, 1) es P,(2, 6). Hallar las coorde-
nadas P(x, y) del otro extremo.

PP 1

~ PP, 2

Como P,P y PP, son de sentido opuesto, la relacion r es negativa.

1 1
o M, __ii(_ 2) (2) — 10 e TV . .(_ 2_)(?) _
o4 Jak (1) S re I +7 {4 fee 1_ N
= o=

9. Hallar dos puntos Py(xy, ;) ¥ Py(x,, y5) que dividan al segmento que une A(3, —1) con B(9,7) en
tres partes iguales.

1 1
AP, 1 3+ —2—(9) = —2-(7}
Para hallar Py(x,, y;): r = - R T p—— =5 J=-—v
P.B 2 . 1 (ot
27 2
.. . AP, 2 3429 e I (I
Para hallar Py(x,, yy): r,= FPE- T Xy = - 1 e pate 7, Y= — e




6 COORDENADAS RECTANGULARES

10. Hallar las coordenadas del extremo C(x, y) del segmento que
une este punto con A(2, —2) sabiendo que el punto B(—4, 1) Y
esta situado a una distancia de A igual a las tres quintas par- -

tes de la longitud total del segmento. ; oy
AB 3 ,_AC _ 5 w.t} 5
BC 2 CB 2 \\ X
Como AC y CB son de sentido opuesto, la relacion r es A(2-2)
negativa. B
5 5
2+ |— 59 — ik b= 1)
2 2
x=-————5~————8 y=- =T ~ =3
e T
11. Las medianas de un tridangulo se cortan en un punto P(x, y) YA

llamado baricentro, situado de los vértices a 2/3 de la distan-
cia de cada uno de ellos al punto medio del lado opuesto.
Hallar las coordenadas del baricentro de un triangulo cuyos
vértices tienen de coordenadas A(xy. y,). B(xs V), C(x3, ¥y).

Consideremos la mediana APD, siendo D el punto me- ClXyys)
dio de BC.
Las coordenadas de D son —E—"; e —y—z%“f? .
AP 2 AP 2 ©
A = I e e =l .
1 Como D 3 resulta 7 ) I 2
Xy X
)| i A
- M % ( 2 ) _ Mt Xt
T -2 B 3
Y2 1 V3
- 2(...-......_)
v:y‘ 2 _ ittty
* l +2 3

; oz 1 1
Las coordenadas del baricentro de un triangulo son, pues, j(.\', + X + Xg), 3 (o + o + ya)

Al mismo resultado se habria llegado considerando las medianas BPE o CPF, siendo en todo caso
AP _ BP CP 2 5
PO PE CPF 1 %

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA

12. Hallar la pendiente m y el angulo de inclinacion # de

las rectas que unen los pares de puntos siguientes: Y
a) (—8,—4),(59). c) (—I11,4),(—11,10).
b) (10, —3),(14, —7). d) (8,6),(14,6). {-11,40) )
1,10 (59
m=tg0=2"_"0t
X; — Xy
9 + 4 \
wag ¥k B Ses — tg~1] == 45°
a) m 5% 1 6 =tg 'l 5
s - e B a
by m = -ﬁ—_‘ﬂl—ﬁ = -1 ) = g t—1 135
10—4 6
: — T e B ey | —. 90"
()m—_“ T 0 ~ f=1g oo =90
6—6 0
— —— T =— == -1 b 3
d)y m g 6 0 l=tg10=0




COORDENADAS RECTANGULARES

5
13. Demostrar que los puntos A(—3.4). B(3, 2) y C(6, 1) son colineales.
: _2—4 1 . 1 —4 |
Pendiente de A8 =373 - 3 Pendiente de AC = b phah
Como la pendiente de AB es la misma que la de AC, los tres puntos estan situados sobre la
misma recta.
14. Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6), B(4,8) y C(2, 4) son los
vértices de un tridngulo rectangulo.
: 8 —6 1 . 4 —8
tede A = —— — = — wap UL
Pendiente de yp— 5 Pendiente de BC 34 2
Como la pendiente de AB es ¢l reciproco con signo contrario de la pendiente de BC, estos dos
lados del triangulo son perpendiculares.
ANGULO DE DOS RECTAS

15. Sabiendo que el angulo formado por las rectas L, y L, es de 45°, y que la pendiente m, de L, es 2/3,
hallar la pendiente m, de L,.

2
Ny — m =y
tg45° =—=———L esdecir, | = De esta ecuacidn, n, = 5.
| + mym, 2
I+ — m,
3 -
kL A B(2,5)
45°
/ C42)
R o "
of ~ / X d X
Ly
La
AC3.-2)

Prohlema 15 Problema 16

16. Hallar los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son A(—3, —2), B(2, 5) y C(4, 2).
542 7

B . 2D 3 _2+2 4
Map = 53 =% Moc =" =—7% MeA="3.X8 73
7 4
Mg — Mca & 7 29 % ;
g = |+ mpmica l 7/4\ 63 A =R
t ?(T
3 7
Mpc — Mag 2 5 2 7o .
g = e — ) B = 69°13.6".
51\ 5
£ _(_ 3)
G oot ? 2 2 63,3 Comprobacién: 4 + B + C = 180°.
I + mcamac

ke 2
7(_2




8 COORDENADAS RECTANGULARES

AREA DE UN POLIGONO DE VERTICES CONOCIDOS.

17. Hallar el area A del tridngulo cuyos vértices son los puntos de Y
coordenadas (2, 3), (5, 7). (——3. 4).
15,7
2 2 A=
A=1 __‘; 1 -.—3,4‘;-4 / _
‘ 5 3 =223
=427 4 54 +(=H3)— 24— (=H{N— 53] SRt s
= 3(14 +20—9 — 8 + 21 — 15) = I1,5 unidades de su-
perficie.

18. Hallar el drea A del pentagono cuyos vértices son los puntos de coordenadas (—5, —2), (—2, 5),
(2,7, (5, 1),(2, —4).

| —§ =2

-F _2 5 YA
A=1] 2 7
5 |
- .
| —5 =2

S (5) A (—2)(T) + 221+ 5(—4) + 2—2)
—(—5)(—4)—2: | — 57 —2-5—(—2)(—2)]

b = 1(—132) = —66.

Solucion: 66 unidades de superficie. Si se toman los vértices

1 recorriendo el poligono en el sentido contrario al de las agujas

¢ del reloj, el area se considera positiva, y en caso contrario ne-
gativa,

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Representar los puntos de coordenadas: (2, 3), (4,0), (3, 1), (o2~ (=2 00 =2 435,10, 1),
(—2, v/8), (V7. 0), (0, 0), (4,5, —2), (10, — v/2), (0, v/3), (2.3, —6).

2. Representar los triangulos de vértices: a) (0, 0), (—1, 5), 4, 2),
b) (\'/21 0)0_{43 5}5'(__3\ 2’1
¢} (24 V2, =3),(v3,3),(—2,1 4+ /8).
3. Representar los poligonos de vértices: a) (—3, 2), (1. 5), (5, 3), (1, -—2);
b) (—35,0), (—3, —4), (3, —3), (7. 2), (1, 6).
4. Hallar la distancia entre los pares de puntos cuyas coordenadas son:
a) (4,1),(3,—-2); ¢) (0,3),(—4.1); e) (2,—6),(2, —2);
b} (‘_”T‘ 4)\ Q'_‘l)y a_‘)_ {"‘"l|_5)1 (2. ‘—3]| f} (%35 1)1(31 _"'l)-
Sol. a) V107b) 17, ¢)2V5,d) V13, ) 4, ) 2v/10.

5. Hallar el perimetro de los tridngulos cuyos vértices son:
a) (—2,5),(4,3),(7, —2); e) (2, —3), (3, 4), (0, =3);
by (0,4), (—4, 1), (3,—3); d) (—1,—2),(4,2),(—3,5).
Sol. a) 23,56, b) 20,67, c¢) 20,74, d) 21,30,

6. Demostrar que los triangulos dados por las coordenadas de sus vértices son isosceles:
a) (2,—-2), (-3, —1), (1, 6); c) (2,4),(5 1), (6,5);
b) (—2,2),(6,6),(2,—2); d); 06, Di=8,=1); (=2 =7).
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10.

11.

12.

13.

14.

16.

17.

COORDENADAS RECTANGULARES 9

Demostrar que los triangulos dados por las coordenadas de sus vértices son rectangulos. Hallar sus
areas.

a) (0,9), (—4, —1).(3,2): c) (3, —2),(—2,3), (0, 9);

by (10, 5), (3, 2), (6, —35); d) (—2,8),(—6, 1),(0, 4).

Sol. Areas: a) 29. b) 29, ¢) 1.5. d) 15 unidades de superficie.

Demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo:

D ITREREIRTTY 0 casnoes

Hallar las coordenadas del punto que equidista de los puntos fijos:

ﬂ) (3- 3]* (6~ 2}| (81 "_2)- h] (4. 3}v {2- ?}t (_3! _S)v C) (21 3)» (41 '_“I )! (5' 2)'
Sol. a) (3.—=2), b) (—5.1) ¢) (3 1)

Demostrar, mediante la formula de la distancia, que los puntos siguientes son colineales:

a) (0.4), (3. —2).(—2, 8); c) (1,2),(—3.10), (4, —4);
b) (—2,3),(—6,1). (—10, —1);: d)y (1, 3),(—2, —=3),(3, 7).

Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias de un punto cualquiera P(x, y) a dos vér-
tices opuestos de un rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de las distancias a los otros dos
vértices. Supdngase que las coordenadas de los vértices son (0. 0), (0, b), (a, b) y (a, 0).

Hallar el punto de abscisa 3 que diste 10 unidades del punto (—3, 6).
Sol. (3.—=2), (3. 14).

Hallar las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento que determinan Py(x,. y,)

s P,P
y Py(x,. y,) en la relacion r - P_;’z
2 2
a) P4, —3). Pyl 4). r = T dy P03, Py(7.4), r = — 7
1 S
hy P(5, 3), Py(—3, —3),r = 3 e) Pi(—5.2), Py(l,4), r=— R
2 3
C':l Plt— 2, 3]. Pg[“. -'2).!’ --5—. ,!] P|{2. _S}‘ Pg{(), 3]. r= z-—

. 5 3 4 11 14 13 26 II)
Sol. a) (2. ;{) h) (3. T) ¢) ( s —_;,—). d) (— g ?) e) (10, 7). ) ( 7 7 )

Hallar las coordenadas del baricentro de los triangulos cuyos vértices son:

a) (5, 7y (1, =3). (5. 1): ) (36) (5. 2).(7, —6): e) (—3,1).(2,4),(6,—2).
by (2, —1).(6,7), (—4, —3); d) (7.4) (3. —6), (—5.2);

| d 5
s (55) m (4 o (22 o (20} o (3)

Sabiendo que ¢l punto (9, 2) divide al segmento que determinan los puntos Py(6, 8) y Py(x,, yy) en
la relacion r = 3/7, hallar las coordenadas de P,.
Sol. (16, —12).

Hallar las coordenadas de los vértices de un triangulo sabiendo que las coordenadas de los puntos
medios de sus lados son (—2, 1), (5, 2) y (2, —3).
Sol. (1,6), (9, —2), (—5, —4).

Hallar las coordenadas de los vértices de un triangulo cuyas coordenadas de los puntos medios
de sus lados son (3, 2), (—1. —2) y (5, —4).
Sol. (—3,4),(9,0). (1, —8).



18.

19.

21.

27.

29.

COORDENADAS RECTANGULARES

Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos medios de los lados adyacentes del
cuadrilatero A(—3, 2), B(5, 4), C(7, —6) y D(—S5, —4) forman otro cuadrilitero cuyo perimetro es
igual a la suma de las diagonales del primero.

Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de dos lados de los triangulos del Problema 14
son paralelas al tercer lado e iguales a su mitad.

. Dado el cuadrilatero 4(—2, 6), B(4, 4), C(6, —6) y D(2, —8), demostrar que:

a) La recta que une los puntos medios de 4D y BC pasa por el punto medio del segmento que une
los puntos medios de ABy CD.

b) Los segmentos que unen los puntos medios de los lados adyacentes del cuadrilatero forman
un paralelogramo.

El segmento que une A(—2, —I) con B(3, 3) se prolonga hasta C. Sabiendo que BC = 34B, hallar
las coordenadas de C. Sol. (18, 15).

. Demostrar que el punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equidista de los vértices.

Ind.: Supéngase que las coordenadas del vértice del angulo recto son (0, 0) y las de los otros vér-
tices (a, 0) y (0, b).

. Demostrar que en los triangulos isosceles del Problema 6 dos de las medianas son de la misma lon-

gitud.

. Hallar las pendientes de las rectas que pasan por los puntos:

a) (3,4),(1,—2); ) (6,0, (6, V3); e) (2,4), (—2 4);
b) (—5,3), (2, —3); d) (1,3),(7, 1); £y 3235
|

Sol. a) 3, b) —-?-, c) oo, d) -3

e) 0, f) oo

Hallar las inclinaciones de las rectas que pasan por los puntos:

a) (4,6)y(l,3); ) (2,3)y(l,4) e) (V3.2)y(0, 1)
b (2,v3)y(l,0); d) 3, =2y (3.5 1) (2,4 y(=2.4).
Sol. a) 0 =1tg'1 = 45°; ¢) O=tgt— 1| =135, e) 0=tg-'1/v3 =30
b) 6 = tg-14/3 = 60°; d) 0 =tg"oo=90"; N 6=tg10=0"
. Aplicando el concepto de pendiente, averiguar cuales de los puntos siguientes son colineales.
a) (2,3),(—4,7)y(5 8); d) (0,5) (5 0)y(6, —I1};
b) (4, 1), (5 —2)y(6,—5); e) (a.0),(2a,—b) y (—a. 2b);
¢) (—1,—4), 2,5y, —2). ) (—2.1).(3,2) y (6, 3).

Sol. a) No. ») Si, ¢) No, d) Si, e) Si, f) No.

Demostrar que el punto (1, —2) esta situado en la recta que pasa por los puntos (—5, 1) y (7, —5)
y que equidista de ellos.

. Aplicando el concepto de pendiente, demostrar que los puntos siguientes son los vértices de un

triangulo rectangulo.

a) (6,5), (1,3 y(5. —7) ¢) (2.4),(4.8) y (6, 2);

by (3,2),(5.—4)y (I, —2); d) (3.4)(—2,—1)y. 1)
Hallar los anguios interiores de los triangulos cuyos vértices son:

a) (3,2),65,—4yl,—=2); Sol. 45,45 ,90 .

b) (4,2),(0, 1) y (6, —1): Sol. 1097 39.2°, 32" 28,3, 37" 52,5".

¢) (—=3.—1),(4,8) y(—2,3); Sol. 113°29.9'. 40" 25,6', 26” 4.5,
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. Demostrar, hallando los angulos interiores, que los triangulos siguientes son isosceles, y efectuar

la comprobacidn calculando {as longitudes de los lados.

a) (2.4).(5 1) y(6.5): Sel. 59722, 61" 556'. 59722,
by (8.2).(3.8) y(—2.2): Sol. S0" 11,7, 79" 36,6', 50" 11,7".
c) (325 —4) y(l.—2) Sol. 457,457, 90"

d) (1.5).(5 —1)y (9, 6); Sol. 637 26", 63"26'. 53" 8,

. La pendiente de una recta que pasa por el punto A(3, 2) es igual a 3/4. Situar dos puntos sobre esta

recta que disten 5 unidades de A.
Sol.  (7.5), (—I1.—1).

. El angulo formado por la recta que pasa por los puntos (-—4. 5) y (3, y) con la que pasa por (—2, 4)

y (9. 1) es de 135°. Hallar el valor de y. Sol. y =29,

La recta L, forma un angulo de 60" con la recta L,. Si la pendiente de L, es 1, hallar la pendiente de L,.
Sol. —(2 + V3).

Hallar la pendiente de una recta que forma un angulo de 45° con la recta que pasa por los puntos

de coordenadas (2, —1) y (5. 3). Sol. m, = —7.

. Hallar la ecuacisn de la recta que pasa por el punto (2, 5) y forma un angulo de 45" con la recta

de ecuacién v — 3y 4+ 6 = 0. Sol. 2v— )+ 1 =0.

Hallar las areas de los triangulos cuyas coordenadas de los vértices son:

a) (2. —3).4,2) y(—5.—2) So/. 18,5 unidades de superficie.
by (—3.4),(6.2)y (4. —3) Sol. 24:5.

) (—8. =20 (—4. —6)y (—I.95) Sol. 28.

d) (0.4 (—8.0)y(—I,—4) Sol.  30.

e) (V2.2),(—4,6) y (4. —2v2) Sel. 7vV2—2 = 7,899.

f) (=15, Dy(—33 Sol. 0. Razonar la respuesta.

g) (ab+e)th,c+a)yle.a+ b) Sol. 0.

Hallar las areas de los poligonos cuyas coordenadas de los vértices son:

a) (2,5.(7. )3 —Dy(—2.3) Sol.  39.5 unidades de superficie.
b) (0,4),(l.—6).(—2. —3) y(—4.2) Sol. 255.
o) (LSh(—2.4) (—3, —1), (2. =3 y(5 1) Sol 40.

Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los lados de los triangulos del Problema 36
dividen a cada uno de ellos en cuatro triangulos de areas iguales.
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CAPITULO 2

Ecuaciones y lugares geométricos

LOS DOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA SON:

I. Dada una ecuacion, hallar el lugar geométrico que representa.
2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su ecuacion
matematica.

LUGAR GEOMETRICO, o grifica, de una ecuacion de dos variables es una linea, recta o curva,
que contiene todos los puntos, y solo ellos, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién dada.
Antes de representar graficamente el lugar geométrico que corresponde a una ecuacion
dada, es muy conveniente, para determinar su forma, conocer algunas propiedades del lugar
en cuestion, como, por ejemplo: intersecciones con los ejes, simetrias, campo de variacién

de las variables, etc.

INTERSECCIONES CON LOS EJES. Son las distancias (positivas o negativas) desde el origen
hasta los puntos en los que la linea del lugar corta a los ejes coordenados.
Para hallar la interseccion con el eje x se hace y = 0 en la ecuacion dada y se despeja la
variable x. Andlogamente, para hallar la interseccion con el eje y, se hace x = 0 y se despeja y.
Por ejemplo, en la ecuacion p* + 2x = 16, para y =0, x = 8; para x =0, y = +4.
Por tanto, la abscisa del punto de interseccién con el eje x es 8 y las ordenadas de los de in-
terseccion con el eje y son +4.

SIMETRIAS. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta si ésta es la mediatriz del
segmento que los une. Dos puntos son simétricos con respecto a otro punto, si éste es el
punto medio del segmento que los une. En consecuencia:

I. Si una ecuacion no se altera al sustituir x por —x, su representacién grafica, o lugar,
es simétrica con respecto al eje y. A todo valor de y en esta ecuacion, le corresponden
dos valores iguales de x en valor absoluto pero de sngnos contrarios.

Ejemplo: x2— 6y + 12 = 0, es decir, x = +v6y — 12.

2. Si una ecuacion no varia al sustituir y por —y, su representacion gréfica, o lugar, es
simétrica con respecto al eje x. A todo valor de x en esta ecuacién le corresponden dos
valores numéricamente iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios.

Ejemplo: y2—4x — 7 = 0, es decir, y = ++v4x + 7.

3. Si una ecuacién no varia al sustituir x por —x e y por —y, su representacioén grafica,
o lugar, es simétrica con respecto al origen.

Ejemplo: x* + x + »* = 0.

CAMPOS DE VARIACION. Los valores de una de las variables para los cuales la otra se hace
imaginaria, carecen de sentido.

Sea la ecuacién 3® = 2x — 3, 0 bien, y = 41 2x — 3. Si x es menor que 1,5, 2x — 3 es
negativo e y es imaginario. Por tanto, no se deben considerar los valores de x menores
que 1,5 y, en consecuencia, la curva del lugar estard situada toda ella a la derecha de la
recta x = 1,5,

Despejando x, x = 1()* + 3). Como x es real para todos los valores de y, la curva del
lugar se extiende hasta el infinito, aumentando y a medida que lo hace x desde el valor x = 1.5,

12
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PROBLEMAS RESUELTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION

1. Representar la chipse de ecuacion 932 4 1632 = 144,/

Intersecciones con los ejes. Para y = 0, x — 4.
Para v = 0,y = -3 Portanto, corta al ¢je x en los
puntos de abscisa {4. y al eje » en los de orde-
nada . 3.

Simerrias. Como la ccuacion solo contiene po-
tencias pares de v ey, la curva es simétrica con res-
pecto a los dos ejes y. por tanto. con respecto al
origen. Asi, pues. basta con dibujar la porcion de
curva contenida en el primer cuadrante y trazar des-
pugs ¢l resto de ella por simetria.

Cumpo de variacion. Despejando ) y x,
3 _, — 4 —-
Yoo oAV 16— 8 X Loy V9 — 2
4 2 J/
Si v es, en valor absoluto, mayor que 4, 16 — x* es negativo e y es imaginario. Luego x nc pue-
de tomar valores mayores que 4 ni menores que —4, es decir, 4 = x = —4. Analogamente, y
no puede tomar valores mayores que 3 ni menores que —3, o sea, 3 =z y = —3.

v O a4l Fap +3 | 435 +4
vl 43 ',2,9;-}2,6! 12,0!-“,5; 0

2. Representar !a pariabola de ecuacion y2 — 2y —4x | 9 = 0.

Despejando v de la formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado,

b 2 __ 4ar
Vo= b \;b da .siendoa = 1L b= —2 ¢ = —4x +9: Yi
a | -
it 4 2ve—2. . (1) |
-2y 4+ 9
Despejando v, X - LT}__' (2) e
. . o) X
Intersecciones con los ejes. Para 3 0, v - 9/4. Para

x = 0, y es imaginario (1 + 2v'—2). Por tanto, la curva
corta al eje v en el punto de abscisa 9/4 y no corta al eje y.

Simetrias. La curva no es simétrica ni con respecto a los
ejes ni con respecto al origen.

Es simétrica con respecto a la recta ¢~ 1, con lo cual, a cada valor de x se obtienen dos de y,
uno mayor que | y otro menor que |.

Campos de variacion. De (1) se deduce que si x es menor que 2, x — 2 es negalivo e y imaginario.
Por tanto, ¥ no puede tomar valores menores que 2.

Analogamente, de (2) se deduce que como v ¢s real para todos los valores de y, esta variable
puede tomar todos los valores reales.

x 2“9;4?3! 4 5 6

¥l

0:23:—1]38:—1.8] 4.5; —25 | 5:—3
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3. Representar la hipérbola vy — 2y — x = 0.
Intersecciones con los ejes. Para x = 0, y = 0; para
y =0 x =0
Simetrias. La curva no es simétrica ni con respecto i
a los ejes coordenados ni con respecto al origen. I
P . ¥
Campos de variacion. Despejando y, p = g 1|
X 1
para x = 2, el denominador, x — 2, se anula e y se hace |
il I
: 2y 4 -1=0
Despejando x, x = )—)]— Para y = 1, el denomi- = -——-—-—j— ———————
A o o 7]
nador, y — |, se anula y x se hace infinito. : X
Ninguna de las dos variables se hace imaginaria para |
valores reales de la otra. |
lo
.\‘0'[‘I§ir§i2|2152§‘1‘4|5-—l|--2:: ..... 3| —4 !l';
ULSSTL L (S| WL | JSCTSEL T o U SERLLRAEY) [P S JON | [ e | i
ylol=1|-3l=7|=| 9| s |31 2|r7]03|0s|06]07
Cuando x tiende a 2 por la izquierda, y tiende a menos infinito. Cuando x tiende a 2 por la
derecha, y tiende a mas infinito. Las dos ramas de la curva se aproximan indefinidamente a la recta
x = 2 haciéndose tangentes a ella en + infinito. La recta x — 2 = 0 se¢ denomina asintota vertical
de la curva.
, . - g X |
Veamos qué ocurre cuando x tiende hacia infinito. Consideremos y = 7= 5
X —
o S
- 2 X
Cuando x tiende a mas o menos infinito, — tiende a cero e y tiende a |. La recta y — 1 = 0 es una
asintota horizontal. *
4. Representar la funcion o Y| o
o ~d o4
Xty — 4y + x = 0. I;‘ |>‘<

Intersecciones con los ejes. Para x == 0, y = 0. |
Para y = 0, x = 0.

Simetrias. Sustituyendo —x por x, y —y
por y, se obtiene la ecuacion —x2y 4 4y — x = 0,
que multiplicada por —1 es la ecuacion original.
Por tanto, la curva es simétrica con respecto al
origen. No es simétrica con respecto a los ejes.

<

X s X
4—x2  (2—x)(2+x)

y:

|
|
|
Campo de variacion. Despejando y, 1[
|
|

Las asintotas verticales son x —2 =0, x + 2 = 0.

Despejando x se obtiene, x = —_—l— j?~-'!—£—t~l6v2 . La asintota horizontal es y = 0.

Ninguna de las variables se hace imaginaria para valores reales de la otra.

x| —4|—=3]—25|—2

y |1 03] 06

55| =t |

1

0 2
0 03|09 \:

|
LI | o | —09 ‘ —0,3 \
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. Representar el lugar geométrico ¥ — x + xy 4 y — 2y% = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Yi x-y=0
poner en producto de varios factores y, en este caso,
su grafica consta de la correspondiente a cada uno
de ellos.

Como la ecuacion dada se descompone en los
factores ) .

(x—y)(x +2y—1) =0, X
su grafica se compone de las dos rectas
X+2y-1=0
x—y=0 'y x+2y—1=0
. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.

a) (x + 42 + (y — 2)? = —5. d) x*+2)—6x+ 11 =0.
b) x4 y2=0. e) (x®— 4yt +(x 4+ 3y— 102 =0.
) X2+ pP—8x 42y +17=0. f) x* 42— Dx—(6i +S)yy—1=0.

a) Como el cuadrado de todo numero real es positivo, tanto (x + 4)? como (y — 2)* son posi-
tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.

b) Es evidente que el unico punto real que satisface a la ecuacidon dada es el origen (0, 0).

¢) Escribiendo la ecuacién en la forma (x2—8x +16) +(p* + 2y + 1) =0, o bien,
(x —4) +(y + 1®» =0, cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el dnico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacién dada en la forma x2—6x +9 + 2)2 + 2 = 0, o bien, (x — 3)*
+ 2% + 2 = 0, como (x — 3)%, 2)? y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cién dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacidn se satisface para los valores de x € y que verifican, simultaneamente, las ecuaciones
x?— 42 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los tnicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) 4 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x*—x—5 —1=0y x—3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tnicos puntos reales que satisfacen a la ecuacion dada.

. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones

siguientes y comprobar el resultado por via algebraica.

)
xy = 8 n
x—y+2= 0 (2)
. 8 : (2,4)
Despejando y en (1) se obtiene, y = — . Para x = 0, yesin-
finito. A
D . , . B B o s} ;(
espejando x en (1) se obtiene, x = —. Para y = 0, xesin-
finito. y (-4:2
Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x = 0 una
asintota vertical.

xOIZl

‘u: ﬁz‘ = ]
y |oo 4 8,:"3

2|8 .-4| 83 | —2

La ecuacidén (2) representa una recta que corta a los ¢jes en los puntos (—~2 0) vy (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4. —2) vy (2, 4).
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. Representar el lugar geométrico x* — x + xp + y— 2y = 0.

Algunas veces, una ecuacion se puede descom- Y x-y=0
poner en producto de varios factores y, en este caso,
su grafica consta de la correspondiente a cada uno
de ellos.

Como la ecuacion dada se descompone en los
factores ) -

(x—p)(x +2y—1) =0, X
su grafica se compone de las dos rectas
X+2y=1=0
x—y=0 y x+2y—1=0

6. Determinar los puntos reales, si existen, que satisfacen las ecuaciones siguientes.

a) (x + 472+ (y— 22 = —5. d) X2+ 2% —6x + 11 =0.
b) x4y =0, e) (x*—4y*)? +(x +3y— 102 =0.
) x24+yP—8x + 2y + 17 =0. £y x2 42— 1)x—(6i +5y—1=0.

Q. a) Como el cuadrado de todo numero real es positivo, tanto (x + 4)® como (y — 2)* son posi-
: % tivos y, por tanto, la ecuacion no se satisface para valores reales ni de x ni de y.
& b) Es evidente que el unico punto real que satisface a la ecuacién dada es el origen (0, 0).
M ¢) Escribiendo la ecuacion en la forma (x*2—8x +16) +(p2 +2y + 1) =0, o bien,
(x —4? +(y + 1*=0,cuando x — 4 = 0e y + | = 0, es decir, para x = 4, y = —1, el Unico
punto real que la satisface es el de coordenadas (4, —1).

d) Escribiendo la ecuacion dada en la forma x* —6x + 9 + 2)® + 2 = 0, o bien, (x — 3)?
+ 2y* + 2 = 0, como (x — 3)?, 2p® y 2 son positivos para todos los valores reales de x e y, la ecua-
cion dada no se satisface para valores reales de dichas variables.

e) La ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultdneamente, las ecuaciones
x*—42 =0y x + 3y — 10 = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los pun-
tos (4, 2) y (—20, 10), que son los unicos puntos reales que satisfacen la ecuacion dada.

f) Agrupando las partes reales e imaginarias se obtiene (x* — x — 5y — 1) + 2i(x — 3y) = 0.
Esta ecuacion se satisface para los valores de x e y que verifican, simultaineamente, las ecuaciones
x*—x—5 —1=0y x— 3y = 0. Resolviendo el sistema formado por ambas se obtienen los
puntos (3, 1) y (—1/3, —1/9), que son los tinicos puntos reales que satisfacen a la ecuacién dada.

. Resolver graficamente el sistema formado por las ecuaciones
siguientes y comprobar el resultado por via algebraica. Y{
} =8 ()
x—y + 2-0 (2)
_ 8 (2,4)
Despejando y en (1) se obtiene, y = -
finito. 2

. Para x = 0, yesin-

. . 8 .
Despejando x en (1) se obtiene, v = —. Para y = 0, xvesin-
finito. Y
Por tanto, y = 0 es una asintota horizontal y x — 0 una

asintota vertical.

X

0

y

o0

1

8 ___8,,‘_3 31

m_z\l

—3

| 3 | —4 ! s 3/3 =i

| —4

La ecuacion (2) representa una recta que corta a los ejes en los puntos {-2 0) y (0, 2).
Graficamente se deducen las soluciones (—4, —2) y (2, 4).



ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS

Solucion algebraica. De (2). vy = x + 2.

Sustituyendo en (1), x{x + 2) — 8, es decir, x* + 2x — 8 = 0.
Descomponiendo en factores, (v -+ 4) (x — 2) - 0. Por tanto, x = —4 y x =2,
Comoy x {2,y —2parax — —4ey—=4parax — 2.

8. Resolver grificamente el sistema de ecuaciones siguiente y com-

probar su solucién por via algebraica. Y
4x2 | y2 = 100 (1)
(~4.6) 4,
9x?— yt - 108 (2) el
Ambas curvas son simétricas con respecto a los ejes y al .
origen. 0 X
Despejando y en (1) se obtiene, y — | V100 —4x% Luego v '
no puede tomar valores mayores que 5 ni menores que —5. (-4-6) @-6)
- Despejando v en (1) se obtiene, x — 1 v 100 —)y2 Luego y

no puede tomar valores mayores que 10 ni menores que 10,

x| o w2 43 -14\+5
S wos |0 | =0 | e | 0

Despejando y en (2) se obtiene, y = 13 V'x® — 12. Luego x
no puede tomar valores comprendidos entre V12 y —\/12.

Despejando x en (2) se obtiene, x = ;‘,V’jiq—-iﬁ. Luego y puede tomar cualquier valor.

x| +v12| +4 | +5 | 46
| . |

v 0 | 46 4108 +147

Graficamente se deducen las soluciones (4, 4-6), (—4, 1 6).

Solucion algebraica. 4x% + y* =100

{ 13x2 = 208, x2=16, vy x= +14.
; P=9x2 — 108 = 144 — 108 = 36,e y = |6.

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

. 9. Hallar la ecuacion de la recta que sea,

a) paralela al eje y y que corte al eje x cinco unidades a la izquierda del origen.
b) paralela al eje x y que corte al eje p siete unidades por encima del origen.

¢) paralela y a la derecha de la recta x + 4 = 0 y que diste de ella 10 unidades.
d) paralela y por debajo de la recta y = 2 y que diste de ella 5 unidades.

e) paralela alarecta y + 8 = 0y que diste 6 unidades del punto (2, 1).

f) perpendicular a la recta y — 2 = 0 y que diste 4 unidades del punto (—1, 7).

a) x = —5, es decir, x + 5 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje y y que esta
situada 5 unidades a su izquierda.

b) y =1, es decir, y — 7 = 0. Esta es la ecuacion de la recta que es paralela al eje x y que estd
situada 7 unidades por encima del origen.
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¢) x = —4 4 10, es decir, x = 6. Esta es la ecuacion de la recta situada 10 unidades a la derecha
de la recta x + 4 = 0. Es paralela al eje y y esta situada 6 unidades a su derecha.

d) y = 2—S5,esdecir, y = 3. Esta es la ecuacion de la recta situada 5 unidades por debajo de la
recta y — 2 = 0. Es paralela al eje x y esta a 3 unidades por debajo de él.

¢) Como la recta y + 8 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
situadas 6 unidades por debajo y por encima. respectivamente, de la recta p = 1. Luego y = | + 6,
es decir, y = Te y = —5.

/) Como la recta y — 2 = 0 es paralela al eje x, las dos rectas pedidas también lo seran y estaran
a 4 unidades dec la derecha o a la izquierda de la recta x = —I1. Luego x = —1 4 4. es decir,
y=3yx===5

Hallar la ccuacion de la recta que sea,

a) paralela al eje x y que diste 5 unidades del punto (3, —4),
h) equidistante de las rectas x + S =0y x —2 = 0,
¢) que diste tres veces mas de la recta y —9 =0 que de y + 2 = 0. ¥

Sea (v, v) un punto genérico de la recta pedida.

a) y-= —4 4+ S esdecir.y = ey =—9.
5+ x —5 4 2 3 ;
S .0 Sea. . Sk >y J2x + 3= 0.
h) S l. 0 sea. x 5 2,cul:\len 2x + 0
y + 2 [ ;
) :(-)t_-T + 3 Simplificando. 4y — 3 =0y 2y + 15 = 0.

Parala rectady — 3 - 0, situada entre las dos dadas, la relaciénes + 1. Paralarecta2y + 15 =0
situada por debajo de ellas, la relaciéon es — §.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos equidistantes de 4(—2.3) y B(3, —1).
PA = PB. es decir, Vix + 2)% A (; 32— V(x — 3ji i (v + 12

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene, 10x — 8y + 3 = 0. Esta es la ecuacidén de la
mediatriz del segmento que une los dos puntos dados.
Hallar la ccuacion de la recta que pase,

a) por el punto (—4, 5) y cuya pendiente sea 2/3.
by por los puntos {3, —1) y (0, 6).

Sea (x. ) un punto genérico de la recta pedida.

; Vo — ¥
l.a pendiente de la recta que pasa por los puntos (x,, y,) ¥ (x,. ya) es -~ -_“~—'T’ g
# T A
i 2
a) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (—4,5) y (x. y) es R
y-—35 2 ;. i
Por tanto, ~——— = —- Simplificando. 2x — 3y + 23 = 0.
rvos 4 3
b) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (3. —1) y (0, 6) es igual a la pendiente de la
recta que pasa por los puntos (0, 6; y (X, vh
6 + | y — . .
Por tanto, —— = -—— . Simplificando. 7x + 3y — 18 =

0—13 _\'—0
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13.

- 14,

—15.

¥ 16.

- 17.

ECUACIONES Y LUGARES GEOMETRICOS

Hallar la ecuacion de la recta que pase,

a) por el punto (2, —1) y sea perpendicular a la recta que une los puntos (4, 3) y (—2. 5).
b) por el punto (—4, 1) y sea paralela a la recta que une los puntos (2, 3) y (—S5, 0).

a) Si dos rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es igual al reciproco, con signo
contrario, de la pendiente de la otra. L

Pendiente de la recta que pasa por (4.3) y(—2,5) = ———— = —

|
3% ]
I
£
Tid | e

. . . . . 1
Pendiente de la recta pedida = reciproco con signo contrario de — 3 = 3

Sea (x, y) un punto genérico de la recta pedida. La pendiente de la recta que pasa por (x, y)

y +1
y(2,—|}es-x_2

= 3. Simplificando, 3x — y — 7 = 0.

b) Si las dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales,
Sea (x, ¥) un punto genérico de la recta pedida.

Pendiente de la recta que pasa por (2, 3) y (—5. 0) = pendiente de la recta que pasa por (x. y)
y (_4- l) )
i—o0 P oo s
P = . X — Ty'= = .
or tanto, 775 o Simplificando. 3x Y+ 19=0

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fijo C(2, —1) sea igual a 5.
Distancia PC = 5, es decir, V/(x — 2)* +(y + 1)2 = 5.
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene la ecuacion del lugar pedido. x2 + »?* — 4x

+ 2y = 20.
Este lugar es una circunferencia de centro el punto (2, —1) y de radio 5.

Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de cuadrados de distancias
a los puntos fijos A(0, 0) y B(2, —4) sea igual a 20.

(PA)? 4 (PB)* = 20, o bien, x% + 3% + [(x — 2)2 + (y + 4)7] = 20.

Simplificando. x2 + »® — 2x -+ 4y == 0. Esta es la ecuacién de una circunferencia de diametro 4 8.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los ejes coordenados
sea igual al cuadrado de sus distancias al origen.

Distancia de P(x, y) al eje y + distancia al eje x = cuadrado de distancia al (0, 0).

Luego x 4 y = x* + 3% o bien. ¥* + »* — x — y = 0. Esta es la ecuacién de una circunferencia
de centro (}, }) y radio 412,

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya relacion de distancias a la recta
¥y —4 = 0y ai punto (3. 2) sea igual a I.

Distancia de P(x,y)a y —4 = 0
Distancia de P(x, y) a (3. 2)

= 1, o sca, 3o -= |
Vix — 32 4 (v — 29

Elevando al cuadrado y simplificando. (4 — y)? = (x — 3)* + (¥ — 2)% o bien, x* — 6x + 4y
—3=0.

Esta es la ecuacion de una paribola.
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. Dados dos puntos Py(2, 4) y Py(5, —3), hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y)
de manera que la pendiente de PP, sea igual a la pendiente de PP, mas la unidad.

y—4 y+3

Pendiente de PP, = pendiente de PP, + 1, 0 sea, =
x—2 x—35

+ 1.

Simplificando, x? 4+ 3y — 16 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

-19. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) equidistantes del punto fijo F(3, 2)
y del eje .

PF = x, es decir, v(x — 3)* + (y —2)=x,0sea, x2—6x +9 + )y ——4y +4 = x2

Simplificando, y* — 4y — 6x + 13 = 0, que es la ecuacion de una parabola.

20. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias a los pun-
tos fijos Fi(l, 4) y Fu(l, —4) sea igual a 6.

PF, — PF, = 6, es decir, V(x — 12 + (y — 42— Vi(x — | 4 (y + 4)2 = 6.

Pasando un radical al segundo miembro.

VIX— 1P +(y — a4 = 6 + Vix— 1) +(y + 4%

Elevando al cuadrado. x2—2x ++ | + 2 — 8y + 16 = 36 + 12v(x — 1)2 + (y + 4)* 4+ x2— 2x
+ 1+ 2+ 8y + 16,

Simplificando, 4y + 9 = —3v(x — 1)? 4+ (y + 4)%
Elevando al cuadrado, 16y* + 72y + Bl = 9x* — 18x + 9 + 9y 4 72y + 144,
Simplificando, 9x* — 7y?* — 18x + 72 = 0, ecuacion de una hipérbola.

PROBLEMAS PROPUESTOS

LUGAR GEOMETRICO DE UNA ECUACION.

Trazar la grafica de las ecuaciones | — 8.
L 42—y 4+ 3=0 10. y = x(x +2)(x—3)
-2 4xT—9)? + 36 =0 11, (x® 4 2xy — 24)* + (2x* + »* — 332 =0
3+ —Bx +4y—29 =0 12. x*p + 4y —8 =0
42+ P —18=0 13, x%)? +4x* —9H? =0
~ 8§ 3 4+ 52=10 4, 2 42 +4x—6y +17=0
L6, 42— x3 =0 15. 2x2 + 2 — 2% + 2% — 54— 17i=10
¥ T (xp— 6P +(x* 4+ 3xy + 3+ 5) =0 16. y(x +2)(x—4) —8 =0
8. 8y —x% = _ 17. 2 +xy— 22 —3x +3y =0
9. 2= x(x—2)(x + 3) 18. (\2—y)—ypi=(5—2x)+3(l —x)i

foy Representar los siguientes pares de ecuaciones y resolver graficamente el sistema que forman.
\ Comprobar algebraicamente los resultados. '

. T y=xtx—y+2=0. Sol. (2,4),(—1, 1)
\ ;
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20.
21.
- 22,
23.
24.
25.
26.

ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

27. Hallar la ecuacion de la recta:

28.

29.

- 31

32.

33.

4y —x2 =0, x% + 4y —8 = 0. Sol. (2, 1),(—2, 1), las otras son imaginarias.
X2 4P —20=0, p»2P—2x—12 -0, Sol. (2, +4),(—4, 1 2).

P—2x—5=0, 3x2—-22—1-0. Sol. (27, +3.2).(—1.4, +1,5).

P dx—9 -0, 2y —6 0. Sol. (=2, 1), (=2, 1), {4, —5), (0, 3).

25 4yt —6 -0, x*— )P —4 =0, Sol.  Imaginarias.

20— Sxy 4+ 29 = 0, N} pRo- 5 =0, Sol. (2, 1), (=2, —1), (1, 2), (—1, —2).
N2y —p =0, A% 2xy—3x | 6y =0, Sol. (3, —4), (—2/3.—1/3), (3, 3), (0, 0).

a)
b)
¢}
d)

)

/)

£) Que pase por el punto (—2, -—3) y sea perpendicular a la recta x — 3 = 0. Sol. y+3=0
h) Que equidiste de los ejes coordenados. Sol. y—x=0, y+x=0.

i) Que pase por el punto (3, —1) y sea paralela a la recta y + 3 — 0. Sol. y+1=0

j) Que equidiste de las rectas y—7 = 0e y + 2 = 0. Sol. 2y—5=0

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia al punto fjo (—2, 3)
sea igual a 4. Sol. x* 4 p* +4x— 6y —3 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, ¥) que equidisten de los puntos fijos
(—3, 1) y (7, 95). Sol. 5x 4 2y — 16 = 0.

. Hallar la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyas distancias al punto fijo (3, 2) sean -
la mitad de sus distancias al (—1, 3). Sol. 3x% + 3y — 260 — 10y + 42 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) que equidisten del punto (2, 3) y de la
rectax +2=0.  Sol p*—8x—6y+9=0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (3, 5) y sea tangente a la recta y — | = 0.
Sol.

ECUACIONES ¥ LUGARES GEOMETRICOS

Situada 3 unidadcs a la derecha del eje y. Sol. x—3=0
Situada 5 unidades por debajo del eje x. Sol. y+5=0
Paralela al eje v y a 7 unidades del punto (2. 2). Sol. x—5-0, x+9 -0.
Situada 8 unidades a la izquierda de la recla x — —2, Sol. x + 10 =10
Paralela al eje x y mediatriz del segmento determinado por (2, 3) y (2, —7).

Sol. y4+2=0

Que diste 4 veces mas de la recta x = 3 que de x = —2,
Sol. 3x 411 -0, x+1 -0

x% 4y — 6x — |0y + 30 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos
(¢, 0) y (—c, 0) sea igual a 2a, (2a > 2c). Sol. (a* — c?)x* + a®y? = a' — a*ch f

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos
fijos (2, 3) y (2, —3) sea igual a 8. Sol. 16x* + 7y* — 64x — 48 = 0.
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Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los pu
fijos (3, 2) y (—5. 2) sea igual a 6. Sol. Tx®* —9y* + l4x + 36y — 92 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta y + 4 = 0 sea igual
a los dos tercios de su distancia al punto (3, 2). Sol. 4x% — 5y — 24x — 88y — 92 = 0.

Hallar la ccuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 2) sea tres
veces su distancia a la recta x — 4 = 0. Sol. Bx*—)y? —76x + 4y + 136 = 0.

Hallar la ecuacidn del lugar gcométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los
cjes coordenados sea igual a 9, Sol. x% 4t =09,

Hallar la ccuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos de coordenadas (—3, 2)
y {5, —4). Sol. 4x — 3y =1.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que disten 3 unidades del origen de coorde-
nadas. Sol. x* 4 p* =09

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (2, 3) y que pase por el punto (5, —1).

Sol. At 4 y2—dx—6y—12=0.

Dados los puntos A(0, —2), B(0, 4) y (0, 0), hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos
P(x, y) de manera que el producto de las pendientes de PA y PB sca igual a la pendiente de PC.
Sol. y*—xy—2y—8 =

Haliar la ecuacidn del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 12 unidades de longitud
cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes coordenados. Sol. X% + »* = 36.

Dados los puntos A(—2, 3) y B(3, 1), hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y)
de manera que la pendiente de PA sca el reciproco, con signo contrario, de la pendiente de PB,
Sol. x*4)yP—x—4p—3 =0




CAPITULO 3

La linea recta

UNA LINEA RECTA, analiticamente, es una ecuacion lineal o de primer grado en dos variables.
Reciprocamente, la representacion grafica del lugar geométrico cuya ecuacién sea de primer
grado en dos variables es una recta.

Una recta queda determinada completamente si se conocen dos condiciones, por ejem-

plo, dos de sus puntos, un punto y su direccion (pendiente o coeficiente angular), etc.

FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA:

a)

b)

)

d)

e)

1)

PUNTO-PENDIENTE. La ecuacién de la recta que pasa por el punto Py(x,, y,) y cuya

pendiente sea m es _
y—y1=mx —x).

PENDIENTE-ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuacién de la recta de pendiente m
y que corta al eje y en el punto (0, b) —siendo b la ordenada en el origen— es
v = mx + b.
CARTESIANA. La ecuacién de la recta que pasa por los puntos Py(x;, ;) ¥ Pa(xa, o) €5
Y= _ h—)

X — X Xy —Xa

REDUCIDA O ABSCISA Y ORDENADA EN EL ORIGEN. La ecuacién de la recta
que corta a los ejes coordenados x e y en los puntos (a, 0) —siendo a la abscisa en el
origen— y (0, b) —siendo b la ordenada en el origen—, respectivamente, es

R
a+bu]'

GENERAL. Una ecuacion lineal o de primer grado en las variables x e y es de la for-
ma Ax + By + C =0, en donde A, B y C son constantes arbitrarias. La pendiente
C

e A y
de la recta escrita en esta forma es m = — B y su ordenada en el origen b = — 3

NORMAL. Una recta también queda determinada si Yi
se conocen la longitud de la perpendicular a ella trazada A
desde el origen (0, 0) y el angulo que dicha perpendicu- o ¥
lar forma con el eje x. N
Sea AB la recta y ON la perpendicular desde el ori-
gen O a AB. C 0,y
La distancia p (parimetro) de O a AB se considera e/
siempre positiva cualquiera que sea la posicion de AB,
es decir, para todos los valores del angulo » que la per- Lo X
pendicular forma con el semieje x. positivo desde 0 o \
a 360°. ) B
Sean (x,. »,) las coordenadas del punto C. :

tg w

En estas condiciones, x, = p cos m, ), = p sen m, y pendiente de 4B = —
cos w _
senw '

= —colgw = —
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Llamando (x, y) otro punto cualquiera de AB, v — y, - — colg m (x — x,), 0 bien,
CD‘; )
y—psenm = — — (x — pcosm).
. sen (o
Simplificando, x cos m + ysenw — p = 0, que es la ecuacion de la recta en forma normal.

REDUCCION DE LA FORMA GENERAL A NORMAL. Sean Ax + By + C =0y x cosm 4y
sen w — p = 0 las ecuaciones de una misma recta escritas en sus formas g }__enerdl y normal respec-
tivamente; los coeficientes de ambas ecuaciones han de ser iguales o propotcionales. Por tanto,

COS sen o —p

= S e B = k, siendo k la constante de proporcionalidad.
En estas condiciones, cos m = kA, sen m = kB, —p = kC. Elevando al cuadrado y su-
mando las dos primeras, cos®*m -+ sen®m — k(A4  B?), o sea, | = k*A? + B?), de donde
I
Teniendo en cuenta este valor de k,
A B c
COS ) = -M—Tm sen o) = i \,”A’}“ B_'E y —pP = ‘;_{/_j;_—k Bg_
Por consiguiente, la forma normal de Ax 4 By 4 C = Oes
A C
GvaTE T yvare’ T Sy e

en la que se debe considerar el signo del radical el opuesto al de C. Si C = 0, el signo del
radical se considerard igual al de B.

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Para hallar la Yi
distancia ¢ de un punto (x,, ;) a una recta L, se traza la rec- Y
ta L, paralela a L y que pase por (x,, ). N
La ecuacion de L es x cosw + ysenw —p =0, y la N (%,.)
ecuaciéon de L, es xcosw + ysenm —(p + d) = 0, ya que '
ambas rectas son paralelas. 2N
Las coordenadas de (x,, y,) satisfacen la ecuacion de L,, Q \\
xycos w 4 y, senw —(p + d) = 0. Despejando la distancia d, . N
. _ S :
d = x,cos w + y;sen w — p. LG

- En el caso de que (x;, y,) y el origen estén a distinto lado de la recta L, la distancia d es
*positiva; si estuvieran al mismo lado de L, 4 seria negativa.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la ecuacién de la recta que pasa por el punto Pyx,, y1)
% .y cuya pendiente, o coeficiente angular, sea m. (Ver figura.)

Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta.

La pendiente m de la recta que pasa por los puntos (x, y)
Y (x5, yy) es

m= i:y o bien, y — y; = m(x — x;).
. Deducir la ecuacién de la recta de pendiente m que corte al eje y /

>y

en el punto (0, b). = 8
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Sea P(x, y) otro punto cualquiera de la recta.

La pendiente /m de la recta que pasa por(x, »)y (0, b)esm = X—_—-b—. Por tanto, y = mx + b.

3. Hallar la ecuacidn de la recta (a) que pasa por (—4, 3) y tenga de pendiente }, (b) que pasa por (0, 5)
y tenga de pendiente —2, (¢) que pasa por (2, 0) y tenga de pendiente $.

Sea P(x, y) otro punto genérico cualquiera de cada una de las rectas.
Aplicando la formula y — y;, = m(x — x,).

a) y—3 = Hx+4),esdecir,2y —6 =x +4,0bien, x — 2y - 10 = 0.
b) y—5=—2x—0), es decir, y— 5 = 2x, 0 bien, 2x + y— 5= 0.

Esta ecuacion también se puede obtener aplicando la formula y = mx + b.
En esta forma, y = —2x 4 §, es decir, 2x +y—5=0.

¢ y—0=3Hx—2),0sea, 4y =3x—6,0bien, 3x —4y —6 = 0.

4. Deducir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (x;, y;) ¥ (x5, ¥a)- \
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (xy; ) ¥ (X3 Va).
Pendiente de la recta que une (x, y) y (x5, y;) = pendiente de la recta que une (xy, y;) ¥ (xg, ¥a).

A p——

TR SRS

b it ; ) - Syl 3 2

x_xl xl‘_‘_‘Xg

Por tanto,

— 5, Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (—2, —3) y (4, 2).
Y1 Vi— )

o e e s
Aplicando }T“ = =172 resulta EEX 2

' s T2 —-_2-‘__'4,05t:a.5x——6y-—8=0.

6. Deducir la ecuacidn de la recta cuyos puntos de interseccion con los ejes son (a, 0) y (0, b). (@ = abscisa
en el origen, b = ordenada en el origen.)

—————

YN _ NV o tiene Pz, O_b,osea,bx-l—ay:ab.
X—Xx X — X3 xX—a a—>0

Sustituyendo en
- . X ¥
Dividiendo bx + ay = ab por ab se tiene Py A 73 = 1.

7. Hallar la ecuacion de la recta cuya abscisa y ordenada en el origen son 5 y —3, respectivamente.

= 1, se tiene la ecuacion % + _L3 = 1, o bien, 3Ix — S5y — 15 = 0.

; X ¥y
Aplicando — + =—
plicando 4 I+ 3
8. Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta cuya ecuacion es Ax + By - C =0,
siendo 4, B y C constantes arbitrarias.

. A
Despejando y, y == — % x— % Comparandocony =mx +b, m= — e b=— -g—

Si B = 0 se tiene Ax + C = 0, o bien, x = — —, recta puaralela al eje y.

Si A = 0se tiene By + C = 0, o bien, y = — —, recta paralela al eje x.

& a0
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. Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de la recta 2y + ix = 7.
3

. : 3 7 '
Escribiendo la ecuacion en la forma y = mx + b,y = — 3 X + 5 Luego su pendiente es

—3/2 y su ordenada en el origen 7/2.
Si se escribe en la forma Ax + By + C = 0. es decir, 3x + 2y —7 =0, la pendiente

mz—% :——;—ylaordenadacnclorigenb—:—%- :__T? = ;
. Demostrar que si las rectas Ax + By + C =0y A'x + B'y + C" = 0 son paralelas, 4/4' = BB,
y que si son perpendiculares, A4 4+ BB' = 0.

A : A B
i las, m = m’, ir, — — = — ——, en, — = ——.
Si son paralelas, m = m’, es decir B B o bien Ve B
, . 1 . A B’ , , ,
Si son perpendiculares. m = — — i e decir, — R bier. 44" + BB = 0.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —3) y es paralela a la recta que une los pun-
tos (4, 1) y (—2. 2).

Las rectas paralelas tienen la misma pendiente.
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (2, —3).
Pendiente de la recta que pasa por (x, y) y (2, —3) = pendiente de la recta que pasa por (4. 1)
yi—2, 2).
y+3 1 —2

Por tanto, P Tk e Simplificando, x + 6y + 16 = 0.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2, 3) y es perpendicular a la recta 2y — 3y
+6=0.

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es ¢l reciproco con signo contrario
de la pendiente de la otra. .

La pendiente de 2x — 3y + 6 = 0, que esta escrita en la forma general Ax + By + C = 0,

es — % = % luego la pendiente de la recta pedida es — %

: ; 3
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (—2, 3) y tiene de pendiente — 3

Entonces, y —3 = — %(x + 2). Simplificando, 3x + 2y = 0.
. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos (7,4) y (—1, —2).
El punto medio (x,, y,) del segmento tiene de coordenadas
II+X2 ?—] yl_':_.}'?. 4_2
. ——— —— R = - ’
i 2 2 3 Yo ) 2
; 4 +2 3 S . :
: Pendiente del segmento = SR luego la pendiente de la recta pedida es igual a — 3

Fl

. @4
Sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por (3.1) y tiene de pendiente — 3

Entonces, y—1 = — %{x — 3). Simplificando, 4x + 3y — 15=0.
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14. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2, —3) y tenga una inclinacion de 60°.
Sea (x, y) un punto genérico de la recta de pendiente m = tg 60° = /3.

Entonces, y + 3 = v/ 3(x —2). Simplificando, v/ 3x —y—3—2v/3=0.

15. Hallar el valor del parametro k de forma que:
a) 3kx + 5y + k — 2 = 0 pase por el punto (—I, 4).
b) 4x — ky— 7 = 0 tenga de pendiente 3;
¢) kx —y = 3k — 6 tenga de abscisa en el origen 5.

a) Sustituyendo x = —I, y =4: 3k(—I)+54) + k—2=0, 2k =18, k=29
b) Aplicando la forma Ax + By 4+ C = 0, pendiente = — ~g~ = — -—4? =3, k= ;
. . 4 7
O bien, reduciendo 4x —ky —7 =0alaformay=mx + b, y= = X—
4 4 y 4
Por tanto, pendiente = T = J, k=4, k= 3
Jk—6 .
¢) Paray=0, x= e 5. De aqui resulta 3k — 6 = 5k, k = —3.

16. Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente — 3/4 que formen con los ejes coordenados un trian-
gulo de area 24 unidades de superficie.

: 3 3 A 3
Una recta de pendiente — T y ordenada en el origen b viene dada por y = — 75 + b.

Parax =0,y =b;paray =0, x = - b,

| &

Arca.del triangulo = } (producto de los catetos) = } (b ;— b) = % Bli= 24,

De aqui se deduce que 2b* = 3(24), b* = 36, b = +6, y las ecuaciones pedidas son

y:M%xiﬁ,esdccir,&r—1—4y—24:0 y 3x +4y +24=0.

17. Hallar el lugar geométrico representado por las ecuaciones siguientes:
a) x*4 8xy—9y*=0;
b) xX*—4x*—x+4=0.

a) Como la ecuacidn se descompone en los factores (x — y) (x + 9y) = 0, el lugar que representa
son las dos rectas x — y = 0, x + 9y = 0.

b) Descomponiendo en factores, (x — 1) (x? — 3x —4) = (x — 1) (x + 1) (x —4) = 0.
Por tanto, representa las tres rectas x — | =0, x + 1 =0, x — 4 = 0.

18. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) que disten el doble de la recta x = 5 que de la
recta y = 8.

Distancia del punto (x, y) a la recta x = 5 = 4+ 2[distancia de (x, y) a la recta y = §],
es decir, x — 5 = +2(y — 8).

Por consiguiente, ¢l lugar geométrico esta constituido por el par de rectas

x—2p+11-=0y x+2y—21 =0,0sea,(x —2y +11)(x +2y—21)=0.
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ECUACION NORMAL DE LA RECTA.

19. Trazar las rectas 4B para los valores de p y o que se indican y escribir sus ecuacicnes respectivas.

a) p=35 m=na/6=130" c) p=4, w =473 = 240°.
by p=6, m=2n3 =120 d) p=35 o=1Tnf4 = 315°.
¥ Y
X
B
o y
) y
30° e e 8
o B X A of x
(a) (b) () (d)

a) xcos30° + ysen 30°— 5 = 0, es decir, $v3x + }y — 5 =0, o bien, V3x + y— 10 = 0. .
b) xcos 120° + ysen 120° — 6 = 0, es decir, — }x + §v/3y -6 = 0, o bien, x — V3y4+12=0
¢)  xcos240° + ysen 240° — 4 = 0, es decir, — Jx — }v/3y — 4 = 0, o bien, x + /3y 4 8 = 0.

1
d) xcos315° + ysen 315°— 5 = 0, es decir, ]—_2 X — ;;;2- y—5=00bien,x—y —5v2=0
v

20. Reducir a forma normal las ecuaciones siguientes y hallar p y w.

a) V3x +y—9=0. ) x+y+8=0. e) 4y —7=0.
bi 3x —4y —6 =0. d) 12x —Sy = 0. ) x+5=0.

B C
—_— x + — - =0.
i‘\/d"‘—%Bz ;tﬂ/A*+B’y :I:ﬁ/A’+B’

La forma normal de Ax + By 4+ C = 0Oes

a) A=+vV3 B=1, VA* +B*=+3 + 1 =2 Como C (= —9) es negativo, vV A* + B? se toma
con signo positivo. La ecuacién en forma normal es

V3 [ 9 V3 [ ;
T‘x—'—"z"- —“2"—0', Y COS(!]:T sen m — 5' P = = w = 30°,

Como sen ) y cos m son ambos positivos, w esta en el primer cuadrante.

by A=3.B=—4, VA* 4 B* = V9 4 16 = 5. La ecuacion en forma normal es

%x—%y—-g—zo, Yy COSsw = 5enm=—-:—. p:-g-, w = 306" 52,

| e

Como cos m es positivo y sen w es negativo, m estd en el cuarto cuadrante.

¢) A=1,B=1 VA*+ B*= v2 Como C(= + 8) es positivo, el radical se toma con signo
negativo. La ecuacidén en forma normal es

_ | _
————x———y—43/2 =0, Cosw = senw = ———, p=4vV2, = 225
V2 V2 d V2
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Como cos m y sen m son negativos, m esta en el tercer cuadrante.

d) AT FB*- v/ 144 25 - 13. Como C =0, el radical se toma con el mismo signo que

B(—= — 5), con lo cual, sen « serd positivo y m < 180", La ecuacion en forma normal es
12 ¥+ 3 y — 0 cos ¢ 12 s : 0 157723
— X 4 = o S = — o = 5 = x 1) — !
13 13" ! j3r == gse “

Como cos o es negativo y sen m es positivo, m estd en el segundo cuadrante.

) A=0,B=4 v A* + B> - 4 La ecuacién en forma normal es

B

: 7
-y — : = 0, es decir, y — v e 0, y cosm =0, senw =1, p= -'-i_ o — 90°.

f)y A=1,B=0,vVA4% + B?= I. La ecuacion en forma normal es

5 ]
l-] X + e 0,esdecir, —x—5=10, y cosw =—I,senm =0,p =35 m = 180",

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (4, —2) y distan 2 unidades del origen.

La ecuacion de las rectas que pasan por el punto (4, —2) es v + 2 = m(x —4), o bien,
mx — y—(4m + 2) = 0.

x—y—(4
La forma normal de mx — y —(dm + 2) = O es r = _(m =3 = (.
V4
4m + 2 . .
Luego, p = e = 2, o bien, (4m + 2)* = 4(m® + 1). Resolviendo, m = 0, — —4—.
+ Vm? + | 3
Las ecuaciones pedidasson y +2=0,e p +2 = — -4 (x —4), o bien, 4x + 3y — 10 = 0.

3

Hallar la distancia d desde a) la recta 8x + 15y — 24 = 0 al punto (—2, —3).
b) la recta 6x — 8y + 5 = 0 al punto (—I, 7).

a) La forma normal de la ecuacion es - +’—5),_ 24— = 0, o bien, SY—_’_—IE}—:E = 0.
+ /8% + (15)2 17
-~
—2) + 15(—3)— 24 —85 - )

d = —8{ 2) [5_’5— ) = e &= —5. Como d es negativo, el punto (—2, —3) y el ori-

gen estan al mismo lado de la recta. -
i 6x —8y + 35 : x—8 5
b) La forma normal de la ecuacion es - _} -— = (), o bien, b~ 3 =0
—1/62 + (—8)2 —10
B B _3;7-)--—'— %, _?g — 5,7. Como d es positivo, el punto (—1, 7) y el origen estan

a distinto lado de la recta.

Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las rectas

(L)3x +4v +8=0 LY )
Yy (Ly)Sx+ 12y —[15=0. o

: -~
L } 4
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Sea P'(x’, y') un punto genérico de la bisectriz L,.
Tendremos, Yi

WX—4y' +8 i S5x"+ 12y — 15
ot S

Para todo punto de L, se verifica que d, y d, son
iguales en valor absoluto.

Los puntos P’ y el origen estan al mismo lado
de L, pero a distinto lado de L,. Luego d, es nega-

dy =

tivo y d, positivo, y d, = —d,. Asi, pues, el lugar
geométrico de P’ viene definido
' —4y +8 x4 12y' —15
—5 13 a

Simplificando y suprimiendo las primas, la ecua-
cionde Lyes 14x — 112y + 179 = 0.

Andlogamente, sea P"(x",y") un punto ge-
nérico de la bisectriz L,. Como P" y el origen estan
a distinto lado de L, y L,, las distancias dy y d, son
positivas y dy = d.

¥ — a4y £ 8 Sk 4+ 1y —
Por tanto, el lugar de P" es §L _-;'_:t._ = Sx" + 1123} 15 _
Simplificando y suprimiendo las primas. la ecuacién de L, es 64x 4+ 8y + 29 = 0.

Obsérvese que Ly y L, son rectas perpendiculares y que la pendiente de una de ellas es el reci-
proco con signo contrario de la pendiente de la otra.

24. Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 12x — Sy — i5 = 0 que disten de ella 4 unidades.
. . . 12x'— 5y' — ¥
Sea P'(x', ') un punto genérico cualquiera de la recta pedida. Entonces, _x____lg__-li = +4.
Simplificando y suprimiendo las primas, las ecuaciones pedidas son

12v — Sy —67 =0 y 12x— 5y +37=0.

25. Hallar el valor de k para que la distancia d de la recta 8x + |15y + k = 0 al punto (2, 3) sea igual
a 5 unidades.

.@ d = 8(2) |]?(73) ik = -+35. Resolviendo, k —= —146, 24.

26. Hallar el punto de interseccion de las bisectrices de los ,
angulos interiores del triangulo de lados y

(L) Tx —y + 11 =0,
(Ly) v + y—15=0,
(Ly) Tx + 17y + 65 = 0.

El punto de interseccion (A, k) es el centro de la
circunferencia inscrita al triangulo.
Por tanto. la distancia

Th — I
de(h. kyal,esd — -———-—!ifi:—l
_\,-"’50
h + k —
de (h.kya Lyes d, = —?—-—k._—ls-.
V2
Th + 1Tk + 65

de(h. kya lyesd, = —
—1/338
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Estas distancias son todas negativas ya que el punto y el origen estan al mismo lado de
recta. Luego d, = d, = d,.

Th—k + 11 h+k—l$

Comod s, Dt t Il AT ShupReanEs, T =16
1 2 —5v2 NGy p
— Th + 17
Comioid, =ty K+ T k46 o ticando, ah—Tk= 13
—5v2 —13v2

Resolviendo el sistema formado por 34 + k = 16 y 4h — Tk = 13 se obtiene, h = 5, k -

27. Dado el tridangulo de vértices A(—2, 1), B(5, 4), C(2,—3), hallar v
la longitud de la altura correspondiente al vértice 4 y el area del
mismo.

4
Cy+3 + 3

Ecuacién de B ,o0bien, 7x —3y—23 = 0.

—2 5—-2
Distanciade BCa 4 = ?M“Zi - "”‘f ) - i %
V49 +9 V58 |
|

Longitud de BC = v/ (5 — 2) + (E + 3)2 = 4/58.

|
Area del tridngulo = } (\/_8 ) = 20 unidades de super- |

V58

ficie.

HAZ DE RECTAS.

28. Hallar la ecuacion del haz de rectas

g) de pendiente —4,
b) que pasa por el punto (4, 1),
¢} de ordenada en el origen 7,
d) de abscisa en el origen 5,
cuya suma de coordenadas en el origen sea 8,
J) cuya ordenada en el origen sea el doble que la abscisa en el origen,
g) que una de las coordenadas en el origen sea el doble de la otra.

Llamemos k, en cada caso, la constante arbitraria o parametro del haz.

a) Sea k = ordenada en el origen del haz de rectas cuya pendiente es —4.

De la expresion y = mx + b se obtiene la ecuacion pedida, y = —4x + k, o bien, 4x + y — k=0.
b) Sea k = pendiente del haz de rectas que pasa por el punto (4, 1).

Sustituyendo en y — y; = m(x — x;), la ecuacién pedida es

y— 1 =k(x—4),0bien, kx —y + 1 —4k =0,

¢) Sea k = pendiente del haz de rectas cuya ordenada en el origen es 7.

De y = mx + b se obtiene la ecuacion, y = kx + 7, o bien, kx —y + 7 = 0.
d) Sea k = pendiente del haz de rectas cuya abscisa en el origen es 5.

De y — y, = m(x — x,) se obtiene la ecuacion, y — 0 = k(x — 5), o bien, kx — y — 5k = 0.
€) Sea k = abscisa en el origen del haz de rectas. Entonces, (8 — k) = ordenada en el origen de

dicho haz.
X ¥y 2 . X ¥ : ; 7_
De g = 1 se obtiene la ecuacion, Rl T g 1,0bien, (8 —k)x + ky — 8k + k*=10

f) Sea k = ordenada en el origen. Entonces, %k = abscisa en el origen.

Bx % T { = | se obtiene la ecuacién, — + y = 1,0 bien, 2x + y —k = 0.

yf
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; ordenada en el origen : : ;
Pendiente de una recta = — — .g —. Cuando la abscisa en el origen sea igual
abscisa en el origen

g)

a (4) el doble de la ordenada en el origen, la pendiente es +1; cuando la ordenada en el origen sea
numéricamente igual al doble de abscisa en el origen, la pendiente de la recta es 2. Sea k = orde-
nada en el origen. De y = mx + b, las ecuaciones del haz de rectas pedido son y = +-1x + k

ey=+2x + k.
29. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—2, —4) y cuyas coordenadas en el origen

suman 3.

La ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto (—2, —4) es y + 4 = m(x + 2).

Para x = 0, y = 2m —4; para y = 0, x = j—fiﬁ.

n
. . 4 —2m
La suma de las coordenadas en el origen es 3. Luego, 2m —4 + ———— = 3,

m

Simplificando, 2m* — 9m + 4 = 0. Resolviendo, (2m — 1) (m — 4) = 0, m = }, 4.

Sustituyendo estos valores de m en y 4 = m(x + 2), las ecuaciones pedidas son, y + 4
=dx 42 ey td=4dx+2),0sea x—2y—6=0y4dx—y +4=0.

30. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas 3x — 2y + 10 =10
y 4x 4+ 3y—7 = 0y por el punto (2, 1).

3x— 2y + 10 + k(4 x + 3y — 7) = 0 es la ecuacion del haz de rectas que pasan por el punto
de interseccion de las dos dadas.

Como la recta pedida ha de pasar también por el punto (2,1}, 3-2—2-1 4+ 10 + k(4-2
+3-1—="7r=0.
= Despejando k de esta ecuacion resulta & = —7/2. La recta pedida es

pi
3x —2p + 10— 7(4){ -+ 3p—T7) = 0, o hien, 22x 4 25y — 69 = 0.

31. Hallar la ecuacién de la perpendicular-a la recta 4x + y— 1 = 0 que pase por el punto de inter-
seccionde 2y — S5y +3 =0y x—3y—7=0.

La pendiente de la recta 4x + y— 1 = 0 es —4. Luego la pendiente de la recta pedida es }.
La ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto de interseccion de 2x — S5y +3 =0
yx—3y—T7=0es

2x —Sr + 3+ hklx—3y—T) =0,0bien (2 + k)x — (5 +3k)y +3—T7k) =0. (1)

La pendiente de cada una de las rectas del haz es 52 4 %k y la pendiente de la recta pedida es }.
24k | ‘
l L =T . Tk
Por tanto ST 3k i de donde, k 3
Sustituyendo este valor de k = —3 en (1) resulta la ecuacién pedida, x — 4y — 24 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones siguientes:

a) Pasa por (0, 2), m = 3, Sol. y—3x—2=0.
b) Pasa por (0, —3), m = —2. Sol. y+2x +3=0.
¢) Pasa por (0, 4), m = 1/3. Sol. x—3y +12=0.
d) Pasa por (0, —1), m = 0. Sol. y+1=0

e) Pasa por (0, 3), m = —4/3. Sol. 4x +3y—9 =0
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Hallar la ecuacion de las rectas que pasan por los puntos:

a) (2.—3)y(4,2). Sol. Sx—2y—16 = 0.

by (—4, 1)y (3, —5). Sol. 6x + 7y +17=0.

¢) (7,0)y(0,4). Sol. 4x +Ty—28=0. .
d) (0,0)y (5 —3). Sol. 3x + 5p = 0.

e) (5, —3)y(5 2). Sol. x—5=0.

f) (—5.2)y(3,2). Sol. y—2=0.

En el triangulo de vértices A(—35, 6), B(—I1, —4) y C(3, 2), hallar,
a) las ecuaciones de sus medianas,

Sol. Tx4+6y—1=0, . x+1=0, x—6y+9=0
b) el punto de interseccion de las mismas. Sol. (—1, 4/3).

a) Hallar las ecuaciones de las alturas del triangulo del Problema 3.
Sol. 2x +3y—8=0, 2x—y—2-=0, 2x—5y-+4=0.

b) Hallar el punto de interseccion de dichas alturas. Sol. (; 3—)

a) Hallar las ecuaciones de las mediatrices del triangulo del Problema 3.
Sol. 2x—5y+11=0, 2x—y 4+ 6=0, 2x 43y 4+ 1| =0.
b) Hallar el punto de interseccion de dichas mediatrices.
Sol. (—19/8, 5/4). Este es el centro de la circunferencia circunserita al triangulo.

. Demostrar que los puntos de interseccion de las medianas, de las alturas y de las mediatrices de los

lados del triangulo del Problema 3, estan en linca recta. Sol. 2x — 33y + 46 = 0.

. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, 3) y cuya abscisa en el origen es ¢l doble

que la ordenada en el origen. Sol. x +2y—8=0.

Hallar el valor del parametro K en la ecuacion 2x -+ 3y { K = 0 de forma que dicha recta forme
con los ejes coordenados un triangulo de area 27 unidades de superficie. Sol. K= -L18

Hallar el valor del parametro K para que la recta de ecuacion 2x + 3Ky — 13 — 0 pase por ¢l punto
(—2, 4). Sol. K= 17/12.

Hallar el valor de K para que la recta de ecuacion 3y — Ky —8 = 0 forme un angulo de 45" con
la recta 2x + S5y — 17 = 0. Sol. K=7—09/T.

Hallar un punto de la recta 3x + » + 4 — 0 que cquidista de los puntos (—5, 6) y (3, 2).
Sol. (—2,2).

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (I, —6) y cuyo producto de coordenadas
en el origen es 1. Sol. 9x +y—3=0, d4x +p +2=0.

Hallar la ecuacion de la recta de abscisa en el origen —3/7 y que es perpendicular a la recta 3x —+ 4y
— 10 =0. Sol. 28x — 21y + 12 = 0.

Hallar la ecuacién de la perpendicular a la recta 2x + 7y — 3 = 0 en su punto de interseccion con
Ix—2y +8=0. Sol. Tx—2y + 16 = 0.

Trazar las rectas siguientes para los valores de p y « que se indican, escribiendo sus ecuaciones.

a p==6 =730 Sol. V3ix+y—12=0.
by p=+2 =4, Sol. x4+y—2=0

) p=3, =23 Sol. x—V3y+6=0.
d) p=4, w=Tz/4. Sol.. %y —A4y2 =0.
ey p=3 w=70" Sol. x—3=0.

f)y p=4, w= 312 Sol. y+4=0.
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6. Escribir las ecuaciones de las rectas siguientes en forma normal. Hallar p y .

x 3 6 3V 10 :
a x—3y+6=0. Sol. ~—~ 4 —_ p— —— =0, = e = 0826,
V10 V10 J V10 e 5 ’
2 3 | /13 p
b) 2x +3y—10=0. Sol. —— x+ ——y—— --.-9-_— =0, P = IO\---!-B. m' = 56°19".
V13 V13 V13 13
3 4 o
c) Ix+4y—5=0. Sol. gx-lr-?y—lz{). p=1, o =538\
5 12 .
d)y Sx+ 12y = 0. Sol. i3 X + 3= 0, p=0, =67 23"
6 x+y—v2-=0. Sol. 2.4+ Y. _1=0 p=1, w=nd
22 V2

. Hallar las ecuaciones y el punto de interseccion de las bisectrices de los dngulos interiores del trian-

gulo formade por las rectas dx — 3y — 65 =0, 7x — 24y +55=0y 3x + 4y —5=0.
Sol. 9x—13y—90 =0, 2x + I1ly—20 =0, 7x + y— 70 = 0. Punto (10, 0).

. Hallar las ecuaciones y el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores del trian-

gulo cuyos lados son las rectas 7x + 6y — 11 =0, 9x —2y +7 =0y 6x — Ty — 16 = 0.
Sol. x +13p +5=0.5x—3y—3=0,4x + y— 1 = 0. Punto (6/17, —7/17).

Hallar las ecuaciones y el punto de interseccidn de las bisectrices de los angulos interiores del trian-
gulo cuyos lados son las rectas y = 0, 3x — 4y = 0y 4x + 3y — 50 = 0.
Sol. x—3y =0,2x 44y —25=0, 7x — y — 50 = 0. Punto (15/2, 5/2).

Hallar ¢l punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores del triangulo de vértices
(—1,3),(3,6) y(31/5,0). Sol. (177, 24/7).

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia inscrita en el tridngulo cuyos lados
son las rectas 15x — 8y +25==0,3x—4y — 10 =0y 5x 4+ 12y —30 = 0.
Sol. (4/7, 1/4). Radio = 13/7.

Hallar el valor de K de forma que la distancia de la recta y + 5 = K(x — 3) al origen sea 3. .
Sol. K = —8/15, ~.

Hallar el lugar geométrico de los puntos que distan de la recta S5x + 12y — 20 = 0 tres veces mas
que de la recta 4x — 3y + 12 = 0. Sol. 181x — 57y + 368 =0, 131x — 177y + 568 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de su distancia al (3, —2) sea igual a su dis-
tancia a la recta 5x — 12y — 13 = 0.
Sol. 13x% 4+ 13y — 73x + 40y + 156 = 0, 138 + [13)2 — 83x + 64y + 182 =0,

Hallar dos puntos de la recta 5x — 12y + 15 = 0 cuya distancia a 3x + 4y — 12 = 0 sea 3.
33 45 12 15
bl (7 74) (_ 70 2% )

Hallar las ecuaciones de las paralelas a la recta 8x — 15y + 34 = 0 que distan 3 unidades del punto
(—2, 3). Sol. 8x— 15y + 112 -0, 8x — |15y + 10 = 0,

27. Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de la recta 3x — 4y — 2 = 0 y del punto

(—1,2).  Sol. 16x* + 24xy + 9)* + 62x — 116y + 121 = 0.
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Hallar el area y la longitud de la altura trazada desde A al lado BC de los triangulos cuyos vértices son:
11v10 . :
a) A(=3,3), B(5, 5). C(2, —4). Sol. Ahura = —‘; , area = 33 unidades de superficie,
66v41 . 2 3
b) A(S, 6), B(1, —4), C(—4, 0). Sol. Altura = 3 ara= 33 unidades de superficie.
12v5 . .
¢y A(—1l, 4), B(1, —4), C(5, 4). Sol. Altura = ey area = 24 unidades de superficie,
d) A0, 4), B(5, 1), C(1, —3). Sol.  Altura = 44/2, area = 16 unidades de superficie.
Hallar el valor de K en las ecuaciones de las rectas siguientes de forma que se verifique la condicién

que se indica.

a) (2+ K)x—(3— K)y + 4K + 14 = 0, pase por el punto (2, 3). Sol. K= —I1.

b) Kx + (3 —K)y + 7 =0, la pendiente de la recta sea 7. ~ Sol. K=17]2.

¢) 5x— 12y +3 4+ K =0, la distancia de esta recta al punto (—3, 2) sea, en valor absoluto,
igual a 4. Sol. K= —16. K = 88.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas 3x — Sy +9 =0
y 4x + 7y — 28 = 0 y cumple la condicidn siguiente:

a) Pasa por el punto (—3, —5). Sol. 13x—8y—1=0.

b) Pasa por el punto (4, 2). Sol. 38x + 87y — 326 = 0.

¢) Es paralela a la recta 2x + 3y — 5 = 0. Sol. 82x + 123y — 514 = 0.

d) Esperpendicularalarectadx + 5y —20=0. Sol. 205x — 164y + 95 = 0.

e) lguales coordenadas en el origen. Sol. 4ix + 41y — 197 =0, 120x — 77y =0
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas x — I3y +1=0

y 2x + 5y — 9 = 0 y cuya distancia al origen es (a) 2, (b) V/5.
Sol. (@) x—2=0, 3x+4—10=0; (b)) 2x +y—5=0.



CAPITULO 4

La circunferencia

'UNA CIRCUNFERENCIA, analiticamente, es una ecuacion de segundo grado con dos varia-
bles. Ahora bien, no toda ecuacidn de este tipo representa siempre una circunferencia; solo
en determinadas condiciones es cierto.

Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio.

LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k) y radio r es
(x—Rp A (y— kP =r3.

Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuacion toma la forma x? + y* = r?,
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuacion del tipo

x4+ ¥+ Dx+Ey+F=0,
~Si escribimos esta ecuacion en la forma
X4+ Dx+ 2+ Ey+F=0

y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene,

D E? D? E?
¥ 4By 4= +y’+Ey+ = +71--—F
. ’ E\* D’—}-E2 4F
o bien (x + ?) +(y 4 ?) Sl

D E e e
?,—?)yel radio r = } v D* + E* —4F.

Si D® + E? — 4F > 0, la circunferencia es real.
Si D* + E*—4F < 0, la circunferencia es imaginaria.

El centro es el punto (—-

D E
Si D? + E? — 4F = 0, el radio es cero y la ecuacidn representa al punto (— 7 7).

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro (-—2, 3) y radio 4.
,(-._x + 2 +(y — 32 = 16, o bien, x* + y* 4 4x — 6y =3.

Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x* + y*—3x + 5y — 14 =10
) sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b) aplicando la férmula
sgneml . =

9 25 9 ' 0
.G)‘x’-—_3x+3—+y’-+5y+—4—=l4+ +-—-—ose ( e ) (y+—2-)— 3

3 5 33/10

Luego el centro es el punto 3 y el radio r = IR
g _ 310
h=-—-—~§=~:~, k:——ii.:u—%,yr:i\/D’+E2—4F=§\/9+25+56=—3‘/:.

35
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3. Hallar el valor de k para que la ecuacion x* + y*— 8x - 10y + k = O represente una circunferencia
de radio 7.

§ Como r = 2\/D* L E2—4F, resulta 7 — 1464 + 100 — 4k. Elevando al cuadrado y resol-
1 viendo, kK = —8&. %
4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (5, —2) y que pase por el punto (—1. 5).

El radio de la circunferencia es r — (5 + 12 + (—2 —5)2 = /36 + 49 — /85,
Luego (x — 5)* + (¥ + 2)* == 85, o bien, x* 4 32— 10x + 4y = 56.

5. Hallar la ecuacion de la circunferencia de manera que uno de sus diametros sea ¢l segmento que une
los puntos (5, —1) y (—3. 7).
5—3 ] 47

Las coordenadas del centro son h == = gt £ I, k=~ 3 = 3.

El radioes r = V(5 — 1) 4 (—1—3)* = \/16 L 16 - 4v2.
Luego (x — 1)* + (y — 3 32, o bien, x% 4 p* — 2v — 6y — 22.
6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el punto
(0, 0), tenga de radio r — 13 y la abscisa de su centro sea —12.
Como la circunferencia pasa por el origen.
R+ k2= o 144  k* = 169
Resolviendo; k2 = 169 — 144 — 25, k =

n

Luego, (x + 12)2 +(y — 50* = 169
y (x + 120 +(y + 52 = 169.

Desarrollando, x% + »* 4+ 24x — 10y - 0
y x4y 24x o+ 10y = 0.

7s Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(5,3),(6,2) y 3, —1).

Cada una de las expresiones
(x—hP +(y— kP =1r?

o bien, X2+ 32 A Dx - Epy - F=10

contiene tres constantes indeterminadas con lo que seran nece-
sarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferen-
cia debe pasar por los tres puntos dados, se pueden hallar los
coeficientes sustituyendo las coordenadas de los puntos en lugar
de x e y resolviendo, a continuacion, las tres ecuaciones lineales
en D, £ y F. Estas ecuaciones son

25 +9 5D | 3L
36 +4 + 6D + 2F
94+ 1 4+3D— E |

=
2ee

Resolviendo el sistema se obtiene, D — —8, £ = —2y F = 12.
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuacion de la circunferencia x* + y*— 8x — 2y
12 = 0.
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8. Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos

(2,3) y (—1, 1) y cuyo centro esta situado en la recta x — 3y

— 1 = ),
Sean (h, k) las coordenadas del centro de la circunferen-
cia. Como (h, k) debe equidistar de los puntos (2, 3) y (—1, 1),
VI —22 1k —3PF = A(h + B2 L (k— )2
Elevando al cuadrado y simplificando, 64 -+ 4k — |1.

Como el centro debe estar sobre la recta x — 3y — 11 = 0
se tiene, A — 3k = 11.

Despejando los valores de # y k de estas ecuaciones se

ded h 7 k = o
educe, h = -, = Sy
Por tanto, r = l;’(; -+-'l)2 f (~ ; — _1)2:: v I.?O.
: ; 2 2 3 ;
La ecuacion pedida es (_\'— ; ) -+ (1 + ; ) = 140‘_ o bien, x* + 2 — Tx + S5y — 14 = 0.
Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo M|

cuyos lados son las rectas L,: 2x,— 3y + 21 = 0, |
L,y 3x—2y— 6=0, .
Lyi 2x 3y 4+ 9=0.

Como el centro de la circunferencia es el punto de inter-
seccion de las bisectrices de los angulos interiores del triangulo
sera necesario hallar, previamente, las ecuaciones de dichas bi-
sectrices. Sean (4, k) las coordenadas del centro. Para determinar
la bisectriz (1) (ver Figura):

2}’_-3&1_ & 3}’—:2k:6— obien,h —k 3 =0.
—A1] V13

Para la biscctriz (2):

2h %49 2;’_MI_ o bien, 6k — 12 = 0.

2A—1) + 32) +9 13 —
LB e = e == A 1B
V13 V13 £

Sustituyendo en(x — h)* + (y—k)F = r®(x 4 1)* +(y—2)* = 13, o sea, x? + p* + 2x — 4y=8.

Luego, k =2, h = —l. yr —

Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo
cuyos lados son las rectas  x + y — 8,

2x +yp = 14,

Ix +y =22,

Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie-
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1) y (8, —2).
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion general de la
circunferencia, x2 + y* + Dx + Ey -+ F = 0, resulta ¢l sistema
siguiente: 6D + 2E 4 F = —40,
D+ E + F— 50,
8D —2F 4 F — —68.

cuya solucion proporciona los valores D = —6,E = 4y F = —12.
Por sustitucion se deduce la ecuacién pedida, x? 4 y* — 6x
+ 4y — 12 = 0.
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11. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro el punto (—4, 2) y que sea tangente a la recta

- 12,

13.

14.

Ix 44y —16 = 0.

El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (—4, 2) a la recta.

- | = |~

3(—4) +4(2) — 16 | ‘ 20
SR . = | — = osea 4.

5 | 5

La ecuacion pedidaes (x +4) +-(y — 2P = 16,0 x* +)* +8x —dy + 4 =0,

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el
punto (—2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y — 6 = O en
el punto (4, 3).

Yl

Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos
(—2, 1) y (4, 3), su centro estara situado sobre la mediatriz
del segmento que determinan. Por otra parte, también debe
pertenecer a la perpendicular a la recta 3x —2y — 6 =10
en el punto (4, 3).

La ecuacion de la mediatriz del segmento es 3x + y
—5=0.

La ecuacion de la perpendicular a la recta 3x — 2y ~3x-2y-6=0
—6=0enel punto (4,3) es 2x + 3y — 17 = 0.

=Y

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x + 3y — 17 =0y 3x +y—5=0

. 2 41 [ 2\ [, 41\ 10 —
se obtiene, x = — Ty = Por tanto, r = ]/(4 - —,},—) + (3 - 7) =— AV 13.
La ecuacion pedida es (x — %)2 -+ (y— %)s = %, obien, 7x2 + 7y? +4x —82y +55=0.

Hallar el lugar geométrico de los vértices del angulo recto de los triangulos cuyas hipotenusas son
el segmento que determinan los puntos (0, b) vy (a, b).

Sea (x, y) el vértice del angulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la
pendiente de uno de ellos debe ser el reciproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir,

y—»b 1 x—a
x—0 — y—b  y—b’
X—a
Simpliﬁcando, (y— bR = — x(x — a), o sea, x? 4 ys —ax — Zby + b? = 0(una circunferencia).
Hallar la longitud de la tangente desde el punto Py(x,, yy) 2 la YA Byl
circunferencia (x — A)% + (y — k)2 = r% [ ;

1= (P,CY—r,
o bien 1= (x; — h)? +(y, — k)P —r?,

dedonde / = Vv (x;—h) + (y, — k)? — r%

En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde
un punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual a la
raiz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena-
das del punto en la ecuacion de la misma. © X
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15. Definicion. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud.
Deducir la ecuacion del eje radical de las circunferencias,

xz +}’2 'Il_dlx J’_ely +f1 :0
Y x% 4 4 dyx + ey +fg = 0.

Sea P'(x’, ') un punto genérico cualquiera del eje radical pedido.

Tendrernos: |, =V TP FIR Eol 5F v b=V T Tar Ter &R

Como =1, Vx*+y?+dx +ey +fi=vVx?"+y"+dx +ey + /o

Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo las primas, (d, — dy)x + (e; — e,)y + f1 — /3
= 0, que es la ecuacion de una recta.

16. Hallar la ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de interseccion de dos
dadas.

Sean x* +y: +dx +ey+fi=0 y x*+ )y +d,x + ey + f, =0, dos circunferencias se-
cantes.

La ecuacion x? + 32 + dyx + ey + fi + K(x* + 3* + dox + e,y + f;) = 0 representa a dicha
familia, ya que las coordenadas de los puntos de interseccion satisfacen a las ecuaciones de dichas
circunferencias.

Para todos los valores de K, excepto para K = —I, se obtiene una circunferencia. Para K = —1,
la ecuacién se reduce a una recta, que es la cuerda comun de dichas circunferencias.

. 17. Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por
e los puntos A(l,2), B(3,4) y sean tangentes a la recta A
Ix+y—3=0

Para hallar las coordenadas del centro, C(h, k), se
tienen en cuenta las igualdades CA = CBy CA = CN, es
decir,

(h— 17+ (k— 2 = (h—3) + (k — 4P

k—3\2~
(h— 1P+ (k—2) = (3”+—_—) -
V10 X
Desarrollando y simplificando se obtiene,

h+k=5
h* + 9k* — 6hk — 2h — 34k + 41 = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan h = 4, k = 1 y h = 3/2, k = 7/2.

h+k—3 12 4+1—3 oo 9/2 +7/2—3 V10
Der= — " sededucer= ————=+V10 y r=———7—"-=—753—
: V10 : V10 V10 2

Teniendo en cuenta (x — #)? + (y — k)* = r?, tendremos
4 2 + I Y- — lo 3 ’ _l’_ Pz 1 - = E
=P £p=If=10 j |t—% y 2)~ 4

: Desarrollando estas ecuaciones, resulta x* 4 )2 —8x —2y +7=0y x*+)y*—3x—Tp

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 3x + 4y — 16 =0en
¢l punto (4, 1). ;
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Sean (A, k) las coordenadas del centro.

Entonces M—+i:—~——l-§— — 5, o bien, 3h + 4k — 16 = +25.

Por otra parte, (h—4)* + (k — 1)* = 25, es decir, h* + k* — 8h — 2k = 8.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7, 5) y (1, —3).

Las ecuaciones de las dos circunferencias resoectivas son (x —7)2 +(y — 5P =25, y (x— 1)?
+(y + 3)* = 25.

~ 19. Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las
rectas Jx —4y +1 =0y 4x + 3y— 7 = 0 y que pasan por
el punto (2, 3).

#

Sea (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,

3h— 4k + 1 :4.‘1 4___3;'(—?_ 6 Th—eR— =0 i@ «C(2,8)
—3 5
3h— 4k + 1
Por otra parte, como r = ——5
— 2

o bien, 16A* + 9k* — 106h — 142k + 24hk + 324 = 0. (h)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtienen,

para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2, 8)
y (6/5, 12/5).

=y

s - 1
Para la circunferencia de centro (2, 8), r = 3 :§ =B -6 jZS 52

= 5 y la ecuacién de

la misma es (x — 2)? -+ (y — 8)? = 25.

6 12 iz . ; 6 \2 12\2
Para la de centro 35 ,r=1, ylaecuacion de lacircunferenciaes X— = +y— 5 =
20. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas

x+y+4=0y ITx—y+4=0y que tenga su centro en
larecta 4x + 3y — 2 = 0.

Sean (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,
h+k+4 N Th—k + 4
V2 - 5v2
o bien, h—3%k —8=0y 3h+k+6=0,

que son las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la

. recta 4x + 3y — 2 = 0 se verificard, 4h + 3k — 2 = 0. De esta
ecuacion, y de h— 3k — 8 — 0, se obtienen 4 = 2y k = —2.
2—2+44

Portanto,r = = ="~ — 24/2, con lo que la ecuaciéon de la circunferencia es (x — 2)
+(y +22=8. V2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones 4h + 3k —2 =0y 3h +k + 6 =0 re-
sulta, h=—4, k =6yr =32

Por tanto, la ecuacién de la circunferencia es (x + 4)* + (v — 6)* = 18.

21. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x', y’) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las

rectas 5x + 12y —4 =0y 12x — 5y + 10 = O sea igual a 5.
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SV 12 —4
e
PR Yo u L T FL W
12x _—51}} P10 Liieo; (_5,\ + |I§J 4)2‘___ ( 12x 51)3 + 10\ 5

Simplificando y suprimiendo las primas, se obtiene 169x2 + 169y% + 200x — 196y = 729, una
circunferencia. '

, ¥y ala recta

12x — 5y + 10 =0es

il

. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los
puntos fijos (2, 3) y (—1, —2) sea igual a 34.

(x—2)* +(y—3)2 +(x + 1) + (¥ + 2)* = 34. Simplificando, se obtiene, x* + y2— x—y = 8§,
una circunferencia.

23. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya relacion de distancias a los puntos fijos (—1, 3)
y (3, —2) sea igual a a/b.

2 : Y
Wl DR O ) — % Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene, (b* — a?)x?
Vix—=3p+(+2¢ b

+ (b* — a®)y? + 2(h* + 3a¥)x — 3% + 2a%)y — |3a* — 10b?, una circunferencia.

24, Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, v) cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo (—S35, 2)
sea igual a su distancia a la recta 5x + 12y — 26 = 0.

i&i%._‘_%)z Desarrollando y simplificando,

13x% 4 13)% + 125x— 64y | 403 =0 y 13x% 4 13y + 135x— 40y + 351 = 0, circunferencias.

(x + 52 +(p—20 = 4 (

25. Hallar la ecuacion de la circunferencia concéntrica a la circunferencia x2 + y* —4x + 6y — 17 =0
que sea tangente a la recta 3x —4y 4+ 7 = 0.

El centro de la circunferencia dada es (2, —3). El radio de la circuinferencia pedida es la distancia

; 6+ 12 +7
del punto (2, —3) a la recta 3x — 4y + 7 = 0, es decir, r = —3 = 5

Luego la circunferencia pedida tiene de ecuacion (x — 2)2 - (y + 3)* = 25.

. Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que sean tangentes a la circunferencia
x* 4+ y* = 100 en el punto (6, —8).
El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (0, 0) y (6, —8),

o 4
cuya ecuacion es y = — -x.

4
Llamando (A, k) a las coordenadas del centro, k = — —3—h y (h— 6)% + (k + 8)* = 225.

Resolviendo el sistema forniado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de /4y k (—3, 4)
y (15, —20).

Las ecuaciones de las dos circunferencias son (x + 3)* 4+ (y —4)* =225y
(x — 150 +(y + 20)* = 225.

1_
ke
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia
a) de centro el punto (3, —1) y radio 5. Sol. x*+y*—6x +2y—15=0>
b) de centro el punto (0, 5) y radio 5. Sol. x? 4+ y*— 10y = 0.
¢) de centro el punto (—4, 2) y didmetro 8. Sol. x*+y*+ 8x—4y +4=0.

d) de centro el punto (4, —1) y que pase por (—1, 3). a
Sol. x*+)2—8x+2y—24=0.

e) de diametro el segmento que une los puntos (—3, 5) y (7, —3).
® Sol. x*+y*—4x—2y— 36 =0.

f) g de centro el punto (—4, 3) y que sea tangente al eje y.
Sol. x2+y248x—6y+9=0.

g) de centro el punto (3, —4) y que pase por el origen.
Sol. x* 4 y*—6x + 8y = 0.

h) de centro el origen y que pase por el punto (6, 0).
Sol. x* 4y — 36 =0.

i) que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en el primer é
cuadrante.  Sol. x* 4 y? — 16x — 16y + 64 = 0. ;

/) que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea —6.
Sol. x®+ p* 4 12x— 16y =0, x* + y? + 12x + 16y = 0.

2. Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de ellas es real

imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la férmula y comprobarla por suma y resta de los térmi
nos adecuados para completar cuadrados.

ay x*4yt—8x 4 10y —12=0. Sol. (4, —5), r = /53, real:
b) 3x*+3*—4x+2y+6=0. Sol. (% — -;-) r= -%—\/:l'i imaginaria.
i c) x*4+yP—8x—Ty=0. ' Sol. (4, ; ) r= TIZ V113, real.
d) x*+y2=0. Sol. (0,0), r=0, un punto.
| e) x4+ 2yP—x=0. Sol. (—i—, 0), r= J‘— real.
! 3. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
E. a) (4,3),(3,—=2), y(1,—4). Sol. x*4yr+Tx—5y—44 =0
b) (8,—2),(6,2),y(3,—7). Sol. x* 4 y*—6x + 4y —12=0.
c) (1,1),(1,3)y(9,2). Sol. 8x* 4 8y*— 79x — 32y + 95 =0.
d) (—4,—3),(—1,—7),y(0,0). Sol. x*+y*+x+7y=0.
e) (1,2),3, 1), y(=3,—I). Sol. x4+ y'—x+3y—10=0.

4. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al triangulo de lados

@) x—p+2=02x+3y—1=0,ydx +y—17=0.
Sol. 5x* 4 552 —32x —8y—34 = 0.

b) x+2y—5=0,2x+y—7=0,yx—y+1=0.
Sol. 3Ix*+3y*— 13x — 11y + 20 = 0.
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¢) Ix+2y—13=0,x+2y—3=0,yx +y—5=0.
Sol. x2+ 9y —17x— 7y + 52 =0.

dy 2x +y—8=0x—y—1=0,yx—Ty—19=0.
Sol. 3x* + 3" —8x + 8y —31 = 0.

&) x—y+T7=03Ix4+55—9=0,yx—Tp—13=0.
Sol. 169x? + 169y — 8x + 498y — 3707 = 0.

5. Hallar la ecuacidn de la circunferencia inscrita al triangulo de lados

a 4x—3y—65=0, Tx—24y +55=0, v 3x+4y—5-—=0.
Sol. x* 4+ y*—20x +75=0.

by Tx+6y—11 =0, 9x—2y+7=0, y 6x—Ty—16=0.
Sol. 85x® + 85y — 60x + 70y — 96 = 0.

¢) y=0, 3x—4y=0, y 4x+3y—50 =0.
Sol. 4x* + 4y* — 60x — 20y + 225 = 0.

d) 15x—8y +25=0, 3x—4y—10=0, y S5x + 12y —30 = 0.
Sol. 784x% + 784y* — 896x — 392y — 2399 = 0.

e) inscrita al tridngulo de vértices (—1, 3),(3,6) y (3—51. 0).
Sof. Tx* 4+ 7y*— 34x — 48y + 103 = 0.

_ 6. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (— 2, 3) que sea tangente a la recta 20x — 21y
—42 = 0. Sol. x* 4y +4x—6y — 12 =0.

7. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x — 15y — 12=0.
Sol. 289x% + 289y* = 144.

8. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (—1, —3) que sea tangente a la recta que une los
puntos (—2, 4) y (2, 1). Sol. x*+ )y +2x +6y—15=0.

>f_ 9. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (—2, 3) ).
y(4,5). Sol. 3x*+ 3y*— l4x — 67 = 0.

10. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (1, —4) y (5, 2) y que tiene su centro )
enlarectax—2y +9=0. Sol. x* + y* 4 6x —6y—47 =0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (—3, 2) y (4, 1) y sea tangente al
eje x. Sol. x* 4 y*—2x— 10y + | =0, x? + »>— 42x — 290y + 441 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a la)
recta 2x + y—2 = 0. Sol. x* 4 y?—26x —2y +45=0, x2 + p2—2x — 10y + 21 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (l1,2) y sea tangente a la recta
2x + 3y — 18 = 0 en el punto (3, 4). Sol. 5x% 4 5y — 98x — 142y 4 737 = 0.

. Haliar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x —4y — 13 =0
en el punto (7, 2).
Sol. x* 4+ p2—26x + 12y + 105 =0, x* + p»2—2x—20y + 1 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x —2y +4 =0y 2x —y —8 =10
y que pase por el punto (4, —1).
" Sol. x* 4+ y*—30x + 6y + 109 = 0, x2 + 2 — T0x + 46y + 309 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x —3y +9 =0y Ix +y—3=0
y que tenga su centro en la recta 7x + 12y — 32 = 0.
Sol. x*+)y* 4+ 8x— 10y + 31 =0, 961x2 + 961)% + 248x — 5270y + 7201 = 0.
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Hallar la ecuacion de la circunferencia definida por el lugar geométrico de los vértices del angulo
recto de los triangulos caya hipotenusa es el segmento que une los puntos (—4, 1) y (3, 2).
Sol. x* 44 v—3y—10 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas 4x 3y — 50 - 0y 3x — 4y — 25 =10
y cuyo radio sea igual a 5. Sol.  x* 4 y*—20x + 10y + 100 = 0,

X%y 36x — 2y + 300 = 0,

X2y — 24y — 18y + 200 = O,

X% 4 p2— By — 6y = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen-
diculares 2x + 3y —6 == 0y 3x — 2y + 8 = 0 sea igual a 10. Si es una circunferencia. hallar su
centro y su radio.

Sol. 13x%* + 13)? -+ 24x — 68y — 30 — 0. Centro (— <

~= ==, r = V0.

3' 13 ) |

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas
perpendiculares -a,x + by + ¢, =0y byx —a,y + ¢, = 0 es una constante K2 es una circunfe-
rencia,

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos
(—2,—5) y (3, 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio.

Sol. x4 y*—x +y—8=0. Centro(} —1), r= %v"ﬁ.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (2. —1)
y (—3, 4) sea igual a 2/3. Si es una circunferencia, determinar su centro y su radio.

Sol. x* 4+ y2—12x + 10y — 11 = 0. Centro (6, —5), r=6v2.

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (a, b)
y (¢, d) es igual a K (constante) es una circunferencia.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al punto ﬁj.o
(—2, —5) sea el triple de la correspondiente a la recta 8x + 15y — 34 = 0.
Sol. 17x* ++ 17y* +44x | 125y + 595 =0, 17x% 4+ 17p® + 92x + 215y + 391 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y + 17 = 0 que sea concéntrica
con la circunferencia x* 4+ »* —4x + 6y — 11 = 0.
Sol. x* + y*—4x 6y — 36 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la circunferencia x* + y% = 25
en el punto (3. 4).
Sol. x* + 32— 18x—24y + 125 =0, x% -+ y*+ 6x + 8y— 75 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 30 centimetros de lon-
gitud cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes de coordenadas.
Sol. Una circunferencia, x® 4 y? = 225,

Hallar la maxima y minima distancias del punto (10,7) a la circunferencia x% 4+ p* — d4x — 2y
—20=0. Sol. 15yS5.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (7, 8) a la circunferencia x2 + »* = 9.
Sol.  22/26.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia 1% + y? 4+ 4x + 6y
— 19 = 0. Sol. 9.

Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (5, 4) a la circun-
ferencia x? + y? -+ 2Ky = O sea igual a a), 1, b), 0. Sol. a) K= —5, b)) K= 5125
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. Hallar las ecuaciones de los tres ¢jes radicales de las circunferencias siguientes, y demostrar que se

cortan en un punto. -

X4y 4+ 3y —2p—4 =0, ¥+ )2—2x—p—6=0 yx*+)?—1=0
Sol. 5x—y+2=0, 3x—2y—3=0, 2x +y+ 5 =0. Punto de interseccion (—1,—3).
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias.

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra-
dical (punto de interseccion de los ejes).

X4yt 4 x=0, 2412 +4y+7=0, ¥y 2 +22+5x+3y+9=0.
Sof. x—d4y—7=0, x+p+4+3=0, x—yp—1 -0 Centro(—I,—2).

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes.
At 2 + 1 =0, x4 p2—dy—21 0, y x*+py—4x + 16y +43 = 0.
Sol. v+2=0, v—y—2=0, y +4=0. Centro(—2. —4).

Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por el punto (—2, 2) y por los de interseccion de las
circunferencias

X3 —2y—4 -0 y xR —2v—y—6 0.
Sol. 5x* + Syt —Ty —26 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por ¢l punto (3, 1) y por los de interseccién de las
circunferencias

o pad =0 y x ¥ b+ dx—gp—8=0,
Sol. 3x* 4 3y — 13y 4 3y + 6 = 0.

Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias
x4 yt—bx + 2y +4=0yx?+)*+2v—4y— 6= 0y cuyo centro esté en la recta y = x.
Sol. Tx2 + Ty — 10x — 10y — 12 = 0.



CAPITULO 5§

Secciones conicas.-La paraihola

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a un punto y una
recta fijos es constante recibe el nombre de seccidn conica o simplemente cdnica.
El punto fijo se llama foco de la conica, la recta fija directriz y la relacion constante
excentricidad que, normalmente, se representa por la letra e.
Las secciones conicas se clasifican en tres categorias, segun su forma y propiedades.
Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e.

Sie < 1, la conica se llama elipse.
Si e = 1, la cénica se llama pardbola.
Sie > I, la conica se llama hipérbola.

PARABOLA. Sean L'L y Fla recta y punto fijos. Tracemos por F la perpendicular al eje x y sea 2a
la distancia de F a L'L. Por definicion de parabola la
curva debe cortar al eje x en el punto O, equidistante
de Fy L'L. El eje y se traza perpendicular al x por el
punto O.

Las coordenadas de F son (a, 0) y la ecuacion de
la directriz es x = —a, 0 bien, x + a = 0.
Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de ma-
PF

nera que 5ar = € = 1.

Entonces, Vix = a +{(y — 0¥ = v + a.

Elevando al cuadrado,

=Y

x?—2ax + a* + v = x* + 2ax + a,

0 bien, = dax,

De la forma de la ecuacion se deduce que la para-
bola es simétrica con respecto al eje x. El punto en que la curva corta al eje de simetria se
denomina vértice. La cuerda C'C que pasa por el foco y es perpendicular al eje se llama /atus’
rectum. La longitud del /arus recrum es 4a, es decir, el coeficiente del término de primer grado
en la ecuacion.

Si el foco esté4 a la izquierda de la directriz, la ecuacion toma la forma

V= 4ax.
Si el foco pertenece al eje y. la forma de la ecuacion es
x* = - day
en la que el signo depende de que el foco esté por encima o por debajo de la directriz.
Consideremos ahora una pardbola de vértice el punto (A, k). de eje paralelo al de coor-

denadas x y cuyo foco esté a una distancia a del vértice y a la derecha de él. La directriz,

46 -
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paralela al eje ) y a una distancia 2a a la izquierda del foco, tendrd la ecuacion x = h — a.
o bien, x — A +a = 0.

Llamemos P(x,y) un punto genérico cualquiera v) L
de la parabola. Como PF = PM,
Vix—h—al+(y—kP=x—~h+ a
es decir, ¥ — 2ky + k* = dax — 4ah,
o bien, (y — k) = da(x — h). _—
Otras expresiones tipicas son:
(y— k)P = —4a(x — h); 5
(x — h) = da(y — k),
(.\' s hF = —‘40(}' — k)‘ L’
Que desarrolladas adquieren la forma X =ay + by + ¢,

y=axcd + by + ¢

PROBLEMAS RESUELTOS

{. Hallar el foco, [a ecuacion de la directriz y la longitud del /atus rectum de la parabola 3% = 8x,

; 8
o bien, y? = 3 X

8
De la ecuacidn de la parabola se deduce que 4a = T de donde, a = % Ei foco es. pues el pun-
2 . : B 2
to de coordenadas (—3—. 0], y la ecuacion de la directriz, x = — 3

(3]

; 2
Para hallar la longitud del /atus rectum se calcula el valor de p para x = 3 Para x = b= —‘;—

con lo cual, la longitud del latus rectum es -2(1;—) = %

; 5 4 ; : 4
2. Hallar la ecuacidn de la parabola cuyo foco es el punto (0. - 3—) y por directriz la recta y — 7= 0.
Hallar la longitud del latus rectum.

Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera de la parabola. En estas condiciones,

412 4
I/(x—~0)a +(y +—) = Jirimgre

16
Elevando al cuadrado y simplificando, x* + - I; v = 0. Latus rectum = da = 5

Yi Y- %,0 Yi |L
: o |
. 0 ! X + /1 3
' : - N ke y-2:0
_____ Pxy) R
.
Problema 3

Problema 2

3. Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el punto (3, 2) y foco (5, 2).
Como el vértice es el punto (3, 2) y el foco (5, 2) se tiene, @ = 2 y la ecuacion adquiere la forma

(y—k) = 4a{x-—h), o sea, (y —2)* = B(x —3). ~
Simplificando, y* — 4y — 8x 4 28 = 0.
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4. Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el origen. de eje el de coordenadas y, y que pase por el
punto (6, —3).
La ccuacion que hemos de aplicar es x* — —day.
Como el punto (6, —3) pertenece a la curva el valor de « debe ser tal que las coordenadas del
punto satisfagan a la ecuacion,
Sustituyendo. 36 = —4a(—3). de donde. @ = 3. La ecuacion pedida es x* — —12y.

5. Hallar la ccuacion de la parabola de foco el punto (6, —2) y dircctriz la recta x— 2 = 0.
De la definicion. Vi(x — 6)* + (p + 20 v —2.
Elevando al cuadrado, v*— 12y = 36 + y* + 4y + 4 — * — 4y 4 4, Simplificando, v* + 4y
gv 1 36 0.

6. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice ¢f punto (2, 3), de ¢je paralelo al de coordenadas y, y que
pase por el punto (4, 5).
La ccuacion que hemos de aplicar es (v — h)* — 4a(y — k), es decir, (v — 2)* = da(y — 3).

= i |
Como ¢l punto (4, 5) pertencee a la curva, (4 — 2y~ 4a(5 — 3), de donde, ¢ 3
La ccuacion pedida es (v — 2)* — 2(p — 3). o bien, ¥* —4x — 2y + 10 = 0.
7. Hallar la ecuacién de la pardbola de eje paralelo al de coordenadas x, y que pase por los puntos

(—2. 1. (1. 2) y(—1.3).
Aplicamos la ecuacion v* + Dy + Ey + F = (.

Sustituyendo v ¢ v por las coordenadas de los puntos, | — 2D E+F=0
4 + D +2E+F=0
9— D4 3EL+F=0.
. 2 21
Resolviendo este sistema de ecuaciones, D 5 E=— 5 F-— 4
s . ; 2 21 , ; ;
Por tanto. la ecuacion pedida es y® X s b 4 — 0,0 bien, 5p% + 2x — 21y + 20 = 0.

8. Hallar la altura de un punto de un arco parabolico de 18 metros
de altura y 24 metros de base, situado a una distancia de 8 metros

R

del centro del arco. A
Tomemos el eje x en la base del arco y el origen en ¢l punto

medio. La ecuacion de la parabola sera de la forma (0,18)

(v — h)? = daly — k)
o bien (v — 0)? daly — 18).

La curva pasa por el punto (12, 0). Sustituyendo estas coorde-
nadas en la ecuacion se obtiene. a — —2. Por consiguiente,

(x — O) — —8(y — 18).

Para hallar la altura del arco a 8 metros del centro se sustituye x = 8 en la ecuacion y se despeja
el valor de y. Por tanto, 82 = —8() — 18), de donde, y = 10 metros. El arco simple mas resistente
es el de forma parabdlica.

9. Dada la parabola de ecuacidon y* + 8y — 6x + 4 — 0. hallar las coordenadas del vértice y del foco,
y la ecuacion de su directriz.
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Sumando vy restando términos adecuados. para completar un cuadrado. 3% = 8y -~ 16 - 6y
—4 - 16— 6y + 12, o bien, (y + 4)* = 6(x + 2).
El vértice es el punto (— 2. —4). Como 4a — 6, a —= 3'2. Luego ¢l foco es el punto de coorde-

nadas (—}. —4). y la ecuacion de la directriz es v — —7/2.

Hallar la ccuacion de la parabola cuyo ferus rectum es el segmento entre los puntos (3, 5) y (3, —3).
Aplicamos la ecuacion cn la forma (v — k)? [ dalx — h).
Como la longitud del Jarys rectum es 8, 4a ~ 8 e (y — k¥ = + 8(x — h).
Para determinar las coordenadas (4, k) tenemos (5 — k)P = - 83— M) y(—3 —k)* = 83— h),

ya que los puntos (3, 5) y (3. —3) pertenecen a la curva. Resolviendo este sistema de ecuaciones se
obtienen como valores de i y k los puntos (1. 1) y (5. 1).

Las ecuaciones pedidas son (1) (v — 1 =8x —1) o 1*—2r—8x +9 =10
y (2) (v 1= —&x-—5) o ¥ =2y +8Bxr—390 0,

Ls Tl
X
_ e
o S yed
X
=51
Ppia B a7
___.4‘_ I _}"%
f 8 A
' '
o T
Problema 1) Problema 11

Hallar la ecuacion de la parabola de vértice en la recta 7v + 3y —4 — 0. de ¢je horizontal y que _
pase por los puntos (3. - 5) vy (3 2. 1). .

Aplicamos la ¢cuacion en la forma () K daly — ). Sustituyendo las coordenadas de los IH
puntos dados se obtiene,

(=5 k¥ da(3- -y (I —ky¥ dal32—h).

Como (4. A) pertenece a la recta 7y - 3 4 0, se tiene, 7h =+ 3k — 4 = 0.

Resolviendo el sistema de estas tres ccuaciones resulta i - 1.k —1. da = 8: v i — 359/119, -
A — —9717. 4a  --504.17.
T _ - i i 97 \ 504 359
g as ecuac SR 1 & onL(y = A - % A = — Y = | I
~uego las ccuaciones pedidas son, () ) (A be v - 17 17 119 I

La trayectoria descrita per un proyectil lanzado horizontalmente, desde un punto situado y metros (m)
sobre el suelo, con una velocidad v metros por segundo (m’s), es una parabola de ecuacion
2y
AF 138
g

siendo v la distancia horizontal desde ¢l lugar de lanzamiento y ¢ — 9,81 metros por segundo en
cada segundo (m s?), aproximadamente. El origen se toma en ¢l punto de salida del proyectil del arma.

En estas condiciones se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 3 metros (m)
de altura sobre el suclo. Sabiendo que la velocidad inicial es de 50 metros segundo (m/s), calcular
la distancia horizontal al punto de caida.

4 P 25012 .
¥ GadE= == g

g’ ok
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SECCIONES CONICAS.—L.A PARABOLA

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar las coordenadas del foco, la longitud del latus rectum y la ecuacion de la directriz de las para-
bolas siguientes. Representarlas graficamente.

a) )y = 6x. Sol. (3/2,0),6, x 4 3/2=0.
by X2 = 8y. Sol. (0,2),8, y+2=0.
() 3t = —dx. Sol. (—1/3,0),4/3, v—1/3=0.

Hallar la ecuacion de las parabolas siguientes:

a) Foco (3, 0), directriz x + 3 = 0. Sol. y*—12x =0.
b) Foco (0, 6), directriz el eje x. Sol. x®*— 12y 4+ 36 = 0.
¢) Vértice el origen, eje el de coordenadas v, y que pase por (-—3, 6). Sol. y* = —]2x.

. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (—2, 3) sea igual

a su distancia a la recta x + 6 = 0. Sol. y*—6y—8y—23 =0.

Hallar la ecuacion de la parabola de foco el punto (—2, —1) y cuyo latus rectunt es el segmento entre
los puntos (—2, 2) y (—2, 4).
Sol. y*+ 2y—6x—20==0,3%-+ 2y + 6x +4 = 0.

. Hallar la ecuacion de la parabola de vértice (—2, 3) y foco (I, 3).

Sof. yr— 06y —12x— 15 = 0.

. Dadas las parabolas siguientes, calcular a) las coordenadas del vértice, b) las coordenadas del foco,

¢) la longitud del /atus rectum y d) la ecuacion de la directriz.

(1) p*—4y + 6x —8 =0, Sol. a) (2,2), b)(1/2.2), ¢) 6, d)x—7/2=0.
(2) 3x%—9x— 5y —2=0. Sol. a) (3/2,—7/4), b) (3/2,—4/3), ¢) 5/3.
(3) »»—4y—06x + 13 =0. Sol. a) (3j2.2), b) (3.2), ¢) 6, d) x=0.

Hallar la ecuacion de una parabola cuyo eje sea paralelo al eje v y que pase por los puntos (3, 3),
(6,5) y(6,—3). Sol. yv*—2y—dx +9=0.

Hallar la ecuacion de una parabola de eje vertical y que pase por los puntos (4, 5), (—2, 11) y (—4, 21).
Sol. xT—4x—2y + 10 = 0.

Hallar la ecuacion de una parabola cuyo vértice esté sobre la recta 2y — 3x = 0, que su eje sea para-
lelo al de coordenadas x, y que pase por los puntos (3, 5) y (6, —1).
Sol. y*—6y —4dx + 17 =0, 11y*— 98y — 108x + 539 = 0.

El cable de suspension de un puente colgante adquiere la forma de un arco de parabola. Los pilares
que lo soportan ticnen una altura de 60 metros (m) y estan separados una distancia de 500 metros (m),
quedando el punto mas bajo del cable a una altura de 10 metros (m) sobre la calzada del puente.
Tomando como eje « la horizontal que define el puente, y como eje y el de simetria de la parabola,
hallar la ecuacion de ésta. Calcular la altura de un punto situado a 80 metros (m) del centro del
puente. Sol. x*— 1.250y + 12.500 = 0; 15,12 m.

Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 185 metros (m) de altura con una
velocidad de 15 metros por segundo (m/s). Hallar la distancia del punto de caida al pie de la torre
suponiendo que el suelo es horizontal. Sol. 92,5 m.

Un avidn que vuela hacia el Sur a una altura de 1.500 metros (m) y a una velocidad de 200 kilémetros
por hora (km/h) deja caer una bomba. Calcular la distancia horizontal del punto de caida a la vertical
del punto de lanzamiento. Sol. 972 m.

Un arco parabélico tiene una altura de 25 metros (m) y una luz de 40 metros (m). Hallar la altura
de los puntos del arco situados 8 metros a ambos lados de su centro. Sol. 2] m.
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CAPITULO 6
La elipse
DEFINICION. Elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
fijos es constante. Los puntos fijos se llaman focos.
0 9)
3.0 o
X
D’ D
Sean los dos puntos fijos F(¢,0) y F'(—e¢, 0) y 2a la suma constante, (¢ > ¢). Considere-
mos un punto genérico P(x, v) que pertenezca al lugar. Por definicion,
F'P + PF = 2aq,
es decir, VX4 2+ (r—02 + Vix—c)P+ (y—0) = 2a.
o bien, Vi b oep F(y—0P = 2a — vV (x— ) | (y — 0)
Elevando al cuadrado y reduciendo términos semejantes,
ex —at = —aV(x —cp + (y— 0.
Elevando al cuadrado v simplificando, (a* — ¢?) x* | a®y* = a%a® — ¢?). 4
: ; T : '
Dividiendo por a*a* -~ ¢*) se obtiene la ecuacion - + - i_y o 5=
d ar—

u

Como a > ¢. a* — *
elipse en la forma

es positivo. Haciendo a* — ¢ = b%, resulta la ecuacion de la

&7 )2
il e el ©
a h?
0 bien. hix?t 4+ a*? = a*h?.

Como esta ecuacion solo contiene potencias pares de x e v, la curva es simétrica con
respecto a los ejes de coordenadas v e v, y con respecto al origen. El punto O es el centro
de la elipse y los ejes se denominan eje mayor y eje menor.

Si los focos fueran los puntos de coordenadas (0, ¢) y (0, —c). el eje mayor estaria sobre *

. L, x* y2
el eje v. con lo que la ecuacion resulta de la forma = 4+ = = 1.

h? a?
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o ¢ vat — bt )
La excentricidad e —- - ~——=—_ 0 bien ¢ = ae.
a a

Como la elipse tiene dos focos, también tendra dos directrices. Las ecuaciones de las
directrices D'D" y DD son, respectivamente,

a a
X = v x— - =0,

¢ ’ ¢
Si los focos estuvieran sobre ¢l eje 1, las ecuaciones de las directrices serian

a o

e y T

Se denomina latus rectum de la clipse a la cuerda perpendicular al eje mayor por uno

de los focos. Su longitud es

Los puntos en los cuales la elipse corta al ¢je mayor se llaman vérrices.
Si el centro de la elipse es el punto (A k) y el eje mayor tiene la direccion del eje x, la
ecuacion de la elipse es de la forma
(v 2 h) (p— k)

at ht

x — h)p — k)?
o bien, h..-.ﬁ.-.m | {:]. ..J_

b?

al eje y. En cualquier caso, la forma general de la ecuacion de la elipse es

a2 I si el eje mayor fuera paralelo
Axt+ By 4 Dx+ Ey+ F=0

siempre que A y B sean del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS

Dada la elipse 9x% -+ 16)* — 576, hallar el semieje ma- i YA o
yor, el semieje menor, la excentricidad, las coordenadas |

de los focos, las ecuaciones de las directrices y la longi-
tud del latus rectum.

i i - Ve v
Dividiendo por 576 se tiene - - — = |, Luego
P R T T &
a=8yh— 6 e
> X
B T
vat—b 21 —
¢ SAY . - W —Br= 28T
a 4 i

Coordenadas de los focos: (2v/7.0) y (—2V/7. 0).
Las ecuaciones de las directrices son

a _ o327
XK=& 8 F=Fk—7 D D

v . P
La longitud del fatus recrum de la elipse es 2h%g - ?yts == 9,
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2. Hallar la ecuacion de la elipse de centro el origen. foco en el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5,
Datos: ¢ = 3y a — 5. Por consiguiente, b — \'a? — ¢ = \25—9 — 4,
] 2 \.‘2

: . X y . — 5
Aplicando la formula = + = = I. se obtienc la ecuacion g

] 6 T35 =1

3. Hallar la ecuacidn de la elipse de centro el origen, eje mayor sobre el eje x y que pase por los puntos
(4. 3) y (6, 2).

v >

La férmula a aplicar es ;1—2 4+ i I. Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos
: 6 9 36 4 ; ; > :
dados se obtiene, — + — = 1y — + — = |. Resolviendo este sistema de ecuaciones, a? = 52,
a? b? a® b* .
bh* = 13.
A= »? ;
Luego la ecuacion pedida es 5 + o 1, o bien, x* + 4y* = 52,

4, Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (4, 0) es igual a la
mitad de la correspondiente a la recta x — 16 = 0.

N Del enunciado del problema se deduce,

2 |
Vi(x — 4P +(y —0)2 = Hx — 16), 0 sea, x* — Bx + 16 + ) = - —32‘: —;—_2;6

Simplificando, se obtiene la ecuacion 3x* + 4y? — 192, de la elipse.

5. Se considera un segmento 4B de 12 unidades de longitud y un punto P(x, y) situado sobre ¢l a 8 uni
dades de 4. Hallar el lugar geométrico de P cuando el segmento se desplace de forma que los pun-
tos 4 y B se apoyen constantemente sobre los ejes de coordenadas y y x respectivamente,

M—d
, O sea, \. —_}

Por triangulos semejantes, g 1

MA  y
AP  PB

, Luego 64 — x? = 4)2, o bien, x? + 4)* = 64. El lugar es una elipse con su centro en el origen
; v de eje mayor sobre el eje x.

| - \
// \
- \
] :
| F22) F4,2)
- _‘. - :
i X 9 X
b Problema 5 Problema 6
;
; 6. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos

fijos (4, 2) y (—2, 2) sea igual a &.
F'P-+PF=8 0sea V(x + 2! +(y—2+ Vix—4) + (y— 27 =8.

Ordenando términos, V(x -+ 2)% + (y — 2)* = 8 — \/(x — 4)* +(y — 2~




54 LA ELIPSE

Elevando al cuadrado y reduciendo términos, 3x — 19 = —4v/(x — 4)* + (y — 2)%
Elevando de nuevo al cuadrado y reduciendo términos resulta la ecuacion 7x* + 16y* — 14x
— 64y — 41 = 0, que es una elipse.

7. Dada la elipse de ecuacién 4x? + 9y — 48x + 72y + 144 = 0, hallar su centro, semiejes, vértices

y focos.
X — h)? p— k)? .
Esta ecuacion se puede poner en la forma 9—-‘-12-—-}-- + (—J'—B—z—-)— = |, de la manera siguiente: %

4(x2 — 12x + 36) + 902 + 8y + 16) = 144,
4(x — 6)* + Uy + 4)* = 144,

(x—6  (y+4p

b obi S " FRGT B i 1

36 16

Por tanto, el centro de la elipse es el punto de coqrdcnadas (6, —il__); a =6, b =4, los vértices
son los puntos (0, —4), (12, —4), y los focos (6 + 2v/5, —4), (6 —2V/5, —4).

YA Y
(6,0)

% |

Lo}

{(045)

(-75,0) (-250) | (50 (750

1
. 164 (105-4)
(0-4) B

y<

Problema 7 Problema 8

8. Un arco tiene forma de semielipse con una luz de 150 metros siendo su maxima altura de 45 metros.
Hallar la longitud de dos soportes verticales situados cada uno a igual distancia del extremo del

arco,
Supongamos el eje x en la base del arco y el origen en su punto medio. La eanacion del arco sera,
x? »2 .
.l Ea——kgizl,smndoa:?i b = 45.

Para hallar la altura de los soportes, hacemos x = 25 en la ecuacion y despejamos el valor de y.

,2 e
I 1, p? = 8(225), e yp = 30\2 metros.

Es decir, 5095 —

5635

9. La Tierra describe una trayectoria eliptica alrededor del Sol que se encuentra en uno de los focos.
Sabiendo que el semieje mayor de la elipse vale 1,485 x 10® kilémetros y que la excentricidad es,
aproximadamente, 1/62, hallar la maxima y la minima distancias de la Tierra al Sol.

¢

o 1
EXCentrICldad e = 62_ — '1'485'()0—‘006 , 08ea, ¢ = 2‘400.000.

¢
& Luego

La maxima distancia es @ + ¢ = 1,509 x 108 km.
La minima distancia es @ + ¢ = 1,461 x 10% km.
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10. Hallar la ecuacién de la elipse de centro (1, 2), uno de los focos (6, 2) y que pase por el punto (4, 6).

s 2 LT 2
Aplicamos la ecuacién =0 + o—2 =

1.
aﬁ b2

@—0  6—2

16
pe b 7w

Como (4, 6) perten :ce a la curva, bE

= l,obien,% + 1.
a

9 16 _
a* at—25

Comoc=S5resultab?=a*—c2=4a"—25 y 1.

o 2 oo 2
Resolviendo, a? = 45 y b* = 20. Sustituyendo, (igl-l— + _(y 202) =.l.

11. Hallar la ecuacion de la elipse de centro (—I, —1), uno de los vértices el punto (5, —1) y excentri-

cidad e = -%

3
Como el centro es el punto (—1, —1) y el vértice (5, —1) se tiene, a = 6, ¢ = —Z— = —g- = i ,
de donde ¢ = 4. Por otra parte, #* = a® — ¢? = 36 — 16 = 20.

e+ O
36 20

La ecuacion pedida es

12. Hallar la ecuacién de la elipse cuya directriz es la recta x = —1 yy

uno de los focos el punto (4, —3) y excentricidad 2/3. .

De la definicién general de seccién conica, si i = e
PM M!.._

y ¢ < 1 la curva es una elipse. 3 :

Vx—49P+(y+3* 2 ,
x+1 3

Elevando al cuadrado los dos miembros de esta ecuacion
y simplificando resulta,

5x% -+ 9y* — 80x + 54y = —221,
Completando cuadrados, 5(x? — 16x + 64) + 9(3* + 6y + 9) = —221 + 320 + 81,
¢ es decir, 5(x — 8)* + 9(y + 3)* = 180,

ien, B8 o O+ap
o bien, e 4 e 1.

Por consiguiente,

o]

.
s
pr
“1
LK

X+1

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que
unen P(x, y) con los puntos fijos (3, —2) y (—2, 1) es igual a —6.

y+2\(y—1} . T .
(x—3)(x—|—2)_ 6, o bien, 6x* 4 »* + y — 6x = 38, una elipse.

: . . 1
14. Hallar la ecuacion de la elipse de focos (0, +4) y que pase por el punto (——2 3).

5 L
; 2 S ; 144 9
Sustituyendo x = V= Jen TR I se obtiene S5p + i 1
Como los focos son (0, +4), resulta ¢ = 4 y a® — b? = 42 = 6.
2 2"
Resolviendo el sistema de ecuaciones, a® = 25, b* = 9. Luego, % + %5 =1
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15. Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-

cia x* 4 y* = 25 en la relacion

3 ; 5
Sea ' = §ho bien, y = —3—y’. y x = x'. Entonces, x'? 4 295—))“ = 25
Suprimiendo las primas y simplificando se llega a la ecuacion 9x* -+ 25y = 224, que es una

elipse.

Problema 15 Problema 16

16. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos (—6, 4), (—8, 1), (2, —4) y (8, —3) y cuyos
ejes son paralelos a los de coordenadas.
En la ecuacion x% + By* 4+ Cx + Dy + E = 0, sustituyendo x e y por las coordenadas de los
cuatro puntos dados,
16B—6C + 4D + E = — 36,
B—8C+ D+ E=—64,
168 +2C —4D + E= —A4,
98 + 8C — 3D + E = — 64.

Resolviendo el sistema, B =4, C = —4, D = —8,y E = —92.

— 2 1
La ecuacién pedida es x* + 4)? — 4x — 8y — 92 = 0, o bien, _{-_Y__mo?-)_ + % = ],

17. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del centro de una

circunferencia tangente a x* 4 p* =1y x* + y?—4x YA
—21 =0. -
’ e e
Sean (x,, y,) las coordenadas del centro. Las circun- ! S
ferencias dadas tienen de radies | y 5 respectivamente. ‘-'Pl \]\
; S— . o Ko WMoY
a) 5—V(xg— 2P + (3o — 0P = Vxd + p2— 1. i Il\l -
Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo Q/‘hl@}\{}oj I\. !i
las primas se llega a la ecuacion 8x% + 9y — 16x — 64 = 0, /
que es una elipse. Poniendo esta ecuacion en la forma /
— 1) P |t /
(c—1F =0
9 8 L
se deduce que el centro de la elipse corresponde al punto
(1, 0).

B) Vx2 + ¥+ 1 =5—V(xy— 2)* + y,t. Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo

e ) — Q)2
las primas se llega a la ecuacion 3x2 4 4y — 6x — 9 = 0, o bien, {X—4L 4 {—J—j— Y = 1.

El centro de esta elipse es el punto (1, Q).
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18. En una elipse, los radios focales son las rectas que unen los focos con un punto cualquiera de ¢lla.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (2, 3) de la elipse 3x% + 4% = 48,

2 +2 A
Escribiendo esta ecuacion en la forma Txé + {2 = | setiene, ¢ = + V16— 12 = +2.
Los focos son los puntos (42, 0). La ecuacion del radio focal del punto (2, 0) al(2, 3)es x — 2 =0
3—0

yladel (—2,0)al(2,3)esy—0= 2732 (x + 2), 0 bien, 3x —4y + 6 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

En cada una de las elipses siguientes hallar @) la longitud del semieje mayor, b) la longitud del semieje
menor, ¢) las coordenadas de los focos, d) la excentricidad.

W Sol. @) 13, b) 12, ¢) (£50), d) >
\ ) T69_ I44 =i . [ ) : 4 4 ]3 .

2 2 Lo e 3
@ F+¥% =1 Sol. a)2v3, b) 2v2, ¢) (0, +2), d) #
(3) 225x? 4 289y% — 65.025. Sol. a) 17, b) 15, ¢) (4£8,0), d) 18_?

Hallar las ecuaciones de las elipses siguientes de forma que satisfagan las condiciones que se indican.
2

2
(1) Focos (44, 0), vértices (5, 0). Sol. %‘ + % =
2 2
(2) Focos (0, +8), vértices (0, - 17). Soli o bt L
25 289
2
(3) Longitud del latus rectum = 5, vértices (10, 0). Sol. T)élb_ -+ ;—;— =1
. e _g e
(4) Focos (0, -6), semieje menor = 8. Sol. T 4+ 00 = 1.
5) Focos (45,0 iricidad = = sot. B X
(5) ocos (+5, 0), excentricidad = 3 ol. 64 39 = I

. Hallar la ecuacién de la elipse de centro el origen, focos en el eje x, y que pase por los puntos

(—3,2v3) y(4,4v'5/3).  Sol. 4x* + 9p* = 144,

Hallar la ecuacién de la elipse de centro ¢l origen, semicje mayor de 4 unidades de longitud sobre
el eje y, y la longitud del /arus rectum igual a 9/2. Sol. 16x?  9? = 144,

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (3. 1)
y (—35, 1) sea igual a 10. ;Qué curva representa dicho lugar?
Sol. 9x* L 25)% 4 18x — 50y — 191 = 0, una elipse.

Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya suma de distancias a los puntos fijos (2, —3)
y (2, 7) sea igual a 12, Sol. 36x% + 11y — 144x — 44y — 208 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3, 2) sea la mitad de la corres-
pondiente a la recta x + 2 = 0. (Qué curva representa dicho lugar?
Sol. 3x* 4+ 4y — 28x — 16y + 48 = 0, una elipse.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

LA ELIPSE

Dada la elipse de ecuacion 9x? 4 16y — 36x 4 96y + 36 = 0, hallar a) las coordenadas del centro,
b) el semieje mayor, c) el semieje menor, d) los focos y e) la longitud del /atus rectum.

Sol. a) (2,—3), b)4, ¢)3, d)2+VT,—3), e 45

Hallar la ecuacién de la elipse de centro (4, —1), uno de los focos en (I, —1) y que pase por el
—4) 2
punto (8, 0). Sol. o I8 ) - %4 —; U = 1, o bien, x? + 2y —8x + 4y = 0.

Hallar la ecuacidn de la elipse de centro (3, 1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e = 1/3.

(x—3) (y— 12
§ T o9

Sol. = |, o bien, 9x* 4 82 — 54x — 16y + 17 = 0.

Hallar la ecuacién de la elipse uno de cuyos focos es el punto (—1, —1), directriz x = 0, y excentri-

cidad e = —‘/g

2
Un punto P(x, y) se mueve de forma que el producto de las pendientes de las dos rectas que unen P
con los dos puntos fijos (—2, 1) y (6, 5) es constante e igual a —4. Demostrar que dicho lugar es
una elipse y hallar su centro. Sol. 4x* 4 y* — 16x — 6y — 43 = 0. Centro (2, 3).

Sol. x*+2y*+4x + 4y +4 = 0.

Un segmento 4B, de 18 unidades de longitud, se mueve de forma que A esta siempre sobre el eje y
y B sobre el eje x. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) sabiendo que P pertenece al seg-
mento AB y esté situado a 6 unidades de B. Sol. x* 4 4y* = 144, una elipse.

Un arco de 80 metros de luz tiene forma semieliptica. Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar
la altura del arco en un punto situado a 15 metros del centro. Sol. 154/55/4 metros.

La orbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos esta el Sol. Sabiendo que el semieje mayor
de la elipse es 148,5 millones de kilometros y que la excentricidad vale 0,017, hallar la maxima y la
minima distancias de la Tierra al Sol. Sol. (152, 146) millones de kildmetros.

Hallar la ecuacion de la elipse de focos (+8, 0) y que pasa por el punto (8, 18/5).

x? 2
Sol. o0+ 36 = !

Hallar el lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferen-
cia x* + y* = 16 en la relacion 3.  Sol. x* 4 4y* = 16.

Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto (1, —1) de la elipse
x4+ 5yt —2x + 20y + 16 = 0.
Sol. x—2—3=0, x+2y+1=0.

Hallar la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 1), (I, —1), (2, 2), (4, 0) y cuyos ejes son
paralelos a los de coordenadas. Seol. 13x% 4 23y? — S5lx — 19y —4 =10

Hallar el lugar geométrico del centro de la circunferencia tangente a

X4+ =4 y x*4+y*—06x—21=0

Sol. 220x% + 256y* — 660x — 3.025 =0 y 28x® + 64y — 84x — 49 = 0.




CAPITULO 7

La h ipérlmla

DEFINICION, La hipérbola es el lugar geométrico de los puntes cuya diferencia de distancias
a los puntos fijos F(c. 0) y F'(—c. Q) es constante e igual a 2a. Ver Figura (a).

"
B
\\C\
F" b &% F -
7o Al T X
ke —C -\ =l
B
Figura (a) Figura (b)

Sea P(x, ») un punto genérico cualquiera de la curva.

Por definicion. F'P — PF = 2a, o bien V(x + ¢)F + (y — 0 — v(x — ¢)* + (v —-0)® = 2a.

Trasponiendo un radical, V(x + ¢ + (y — 0 = 2a + v(x —¢)? + (y — 0)%
Elevando al cuadrado y reduciendo términos, cx — a? = av/x — ¢)® + %
Elevando al cuadrado y simplificando, (¢ — a?)x* — a%? = a*(¢* — a?).

& s : r 2 D
Dividiendo por a*(c* — a®), se obtiene la ecuacion — — —— o = 1.
a t—a

Como ¢ > a, ¢® — a® es positivo. Haciendo ¢* — a* = b? se obtiene la ecuacion de la
hipérbola con centro en el origen y focos en el eje x,
X2 »

e o )

at b

2 2

Si los focos fueran (0, ¢) y (0, —c), la ecuacién seria de la forma % — %,— =

La expresion general de la ecuacion de la hipérbola de centro en el origen y cuyos focos'
estén sobre los ejes de coordenadas es Ax? — By? = +1, correspondiendo el signo mas
cuando los focos pertenezcan al eje x.

Como la ecuacidn solo contiene potencias pares de x e y, la curva es simétrica con res-
pecto a los ejes x e y y con respecto al origen.

El eje real o transversal de la hipérbola es A A de longitud igual a 2a. El eje imaginario
es B'B de longitud 2b. Ver Figura (b).
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LA HIPERBOLA

B v'l'a_z 1 b2

La excentricidad es ¢ =

z
= . Como vemos e > 1, lo cual coincide con la
definicién general de seccidn conica. Las ecuaciones de las directrices, DD y D'D, son

; . a , )
x= + = cuando los focos estdn sobre el eje x, e y = + — cuando estén sobre el gje y.
e
N

Los vértices reales de la hipérbola son los puntos en los que la curva corta al eje real.
Los otros dos vértices son imaginarios.

; 2h2
La longitud del latus rectum es -
Las ecuaciones de las asintotas son:

b

fr= s X cuando el eje real o transversal es el eje x.
a : ;
e Y=g X cuando el eje real o transversal es el eje y.

Si el centro de la hipérbola es el punto de coordenadas (h, k) y el eje real es paralelo al
eje x, la ecuacion de la hipérbola es

= —kp

a? - bt
Si el eje real es paralelo al eje y, la ecuacidn es

Las ecuaciones de las asintotas son

y—k =+ F (x — h) si el eje real es paralelo al eje x,

a
e y—k =+ 5 (x — h) si el eje real es paralelo al eje y.

La forma general de la ecuacion de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas
xeyes

Ax* — By* 4+ Dx + Ey 4 F =0,
siendo A y B del mismo signo.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el de coordenadas y y que pase
por los puntos (4, 6) y (1, —3).
Sustituyendo x e y por las coordenadas de los puntos dados en la ecuacién
¥ X 36 16 9
R 1 resultan, e ly

Resolviendo este sistema de ecuaciones, a* = 36/5 y b% = 4.

I—1
i

; N 5y* 22 .
Sustituyendo y simplificando, A T 1, o bien, 5y? — 9x* = 36.

i T o

s
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2. Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las directrices, las corres-

pondientes de las asintotas, la longitud del /arus recrum, la excentricidad y la representacion grafica
de la-hipérbola 9x% — 16)* = 144,

-2 2
Escribiendo la ecuacion en la forma —'—l‘—ﬁ — % — lsetiene,a =4, b =3,¢c= V16 +9

-
Los puntos reales de corte con los ejes son (-+4, 0), y los focos (+35, 0).

b 5 > . -
La excentricidad e = —Z e i y las ecuaciones de las directrices son x = + g + 1_56
e
Fatusrecnm = 20 o W& 2
atus rectum = — = = = = 5.
) , b 3
Las ecuaciones de las asintotas son y = + = + T
D Y 0 /
03
i |
(‘5'0)? Of ™\ 1(5,0 X
"y
Y
Q-3
o] D

Problema 2

3. Hallar la ecuacion de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y de centro el origen, sa-
biendo que el latus rectum vale 18 y que la distancia entre los focos es 12.

\ i 09)
N | // 96) . W
\ : : \ . ,0
W |

| 036

Fre0 8] O\ BOFe0 X N X
/ | (0.“ ’-{’
N
| F0-0
: | (6-9) l
Problema 3(a) Problema 3(b)
Latus rectum = 2b%a = 18,y 2¢ = 12. Luego b* = Say ¢ = 6.
Como b% — ¢2— g = 36— a® se tiene 9 = 36 — a%, o sea, @ + 9a— 36 = 0.
Resolviendo. (@ - 3) (@ + 12) = 0y a = 3, —12. Se desecha a = —12.
Paraa® = 9, b= 36 —9 = 27 y las dos ecuaciones pedidas son
2 32 iad x? . .
@) = — iz =1, 0bien, ¥ —y* =127, y b} =~ = |, o bien, 3y — x* = 27

9 27 9 27
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4. Hallar la ecuacién de la hipérbola de focos (0, +3) y de eje imaginario igual a 5.

. _— i 5 R, > L i 25 ro ]I

Datos:c =3y b = 5 Luege a* = ¢* — b = e

Sustituyendo en b _,(“z — |, se obtiene yﬂ--- - x =i bien, 100y? — 44x? = 275
Y e b2 8 F ]_”4 ng’_‘i_ ., 0 bign, y® — X =

5. Hallar la ecuacién de la hipérbola que tiene su ceniro en el origen, el eje real sobre el eje x, excentri-
cidad §v/7 y latus rectum igual a 6,

! q? 2 2
Datos: ¢ = bt +f2 = }/—?, y latus rectum = Zb— = 6, o sea, b* = 3a.
a 2 a
Resolviendo el sistema a® + b® = —:i a? y b* = 3a, se obtiene a® = 16, b* = 12.
, X2 »? , , x? »? .
Sustituyendo en - 1, la ecuacion pedida es T T 1, o bien, 3Ix* —4y* = 48.
6. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 4x — 3y + 11 =0

y 4x + 3y 4+ 5 = O sea igual a 144/25.
Sea P(x, y) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces,

4x —3y + 11 4x +3y +5) _ 144
e S T

- 2 = 2
Simplificando, 16x2 — 9y? -+ 64x + 18y — 89 = 0, o bien, (_"_J-;.z.’.. = '('X'Iél =

que es la ecuacion de una hipérbola que tiene por asintotas las rectas dadas.

Plxy)

Problema 6 Problema 7

7. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya distancia al punto fijo (0, 4) sea-igual a 4/3 de la
correspondiente a la recta 4y — 9 = 0.
- 4 (4y—9
4 — ) e 3 = - ———
Vix—0)p +(y—4) 3 ( y )
2 x2

Elevando al cuadrado y simplificando. 9x* — 7)? 4+ 63 —= 0, o bien, % iy = 1, que es una

hipérbola.
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8. Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un vértice en (6, 0) y por una
de sus asintotas la recta 4v — 3y —= 0.

i g i ; : Bl
Escribimos la ecuacion de la asintota dada en la forma y = ERE

X2 y b b 4
Las asintotas de - — = = | son y = ~— x. Luego — = —,
CE b* ) : g > & a 3
£ )i 4a o a% i
Como un vértice es (6,0}, a = 6y b = 5 = 8, con lo que la ecuacidn es 36 64 = i,

9. Hallar la ecuacion de la hipérbola con centro en {(—4, 1), un vértice en (2, 1) y semieje imaginario
igual a 4.
La distancia entre ¢l centro y el vértice es 6; luego a = 6.
El semieje imaginario es 4; luego b = 4.
x4 p—1p

(x—hp  —kP o (x
p —— = = 1, se obtiene 3 16

Sustituyendo en

10. Dada la hipérbola 9% — 16)% — 18x — 64y — 199
= 0. hallar a) el centro, b) los vértices, ¢) los fo-
cos, o) las ecuaciones de las asintotas y e) efectuar
su representacién grafica.
Procediende como se indica, escribimos la
ccuacion en la forma

Ly == ,":]_2_ i k)f :_

at b2
Q2 2x + 1) —16(¥* + 4y + 4) = 199 — 64 +9,

9(x — 1)2— 16(y + 2)2 = 144,

(v — 1)? (v + 2)°

% 8§ bk

Sol. ay(l.—2); BY(—=3, =2).(5,—=2); ¢){—4, =), (6.—2); dDy+2=+ :':-(x— ).

11. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pase por el punto (4, 6) y cuyas asintotas sean y = +4/3x.

) o x3 »e b
Las asintotas de la hipérbola & — —= = lson y = + — x,
a a
P x : X y X y
Operando, = = 4+ —,obien, — — = =0y — + = = 0.
P h T oa a b y a b
X y X y x® y? ;
Como el producto{—~ — = | | = + = | = = — = = 0, se deduce que las ecuaciones de las
a b a b a* b*
x* pe . st ;
asintotas de — — F = | se pueden determinar anulando el término independiente y descompo-
a ¥

niendo en factores.
En este problema, pues, la ecuacion de la hipérbola toma la forma

(y — \/5:\‘_1 (y 4 v 3x) = C(constante).
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Sustituyendo las coordenadas del punto (4, 6), (6 — 4v/3) (6 + 4v/3) = € = —12.
Luego la ecuacion pedida es (y — v/3x) (y + V3x) = —12, o bien, 3x* — =12

R TR _“W,%ze@%ﬁj

Definicion. Dos hipérbolas son conjugadas si los ejes real e imaginario de una de ellas son, respectiva- |
mente, ¢l imaginario y real de la otra. Para hallar la ecuacion de la hipérbola conjugada de una dada
no hay mas que cambiar en ésta los signos de los coeficientes de x% e y2.

-2 2
12. Deducir la ecuacion de la hipérbola conjugada de % — f—b = 1. Hallar las ecuaciones de las asinto-

tas y las coordenadas de los focos de ambas hipérbolas.

2 2

La ecuacion de la hipérbola conjugada es — % + ]Lﬁ

En las dos hipérbolas, ¢ = v/9 + 16 = 5. Luego las coordenadas de los focos de la hipérbola
dada son (+5,0), y los de la conjugada (0, - 5).

. , 4 . :
Las ecuaciones de las asintotas, y = 3 x, son las mismas para las dos hipérbolas.

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (4. 5) es igual a 3.

y—1 Y35 K B e i 5 _ o
(x T 2-) (;—;—4) = 3. Simplificando, 3x* — y* + 6y — 6x — 29 = 0, una hipérbola.

8v7
3
a los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto.
-2

e ., X »:
Escribiendo | la f i i
scribiendo la ccuacién en la forma T 7]

14. Demostrar que la diferencia de las distancias del punto (8, )dc la hipérbola 64x* — 36y* = 2.304 "8

= 1. Por tanto, ¢ = +1/36 + 64 = £ 10.

La longitud del eje real es 2a — 12.

Las diferencias de las distancias del punto (8‘ Bg? ) a los focos (410, 0) es

e e e e 2 =
V(s + 10 + (—8‘3/7 —0) — (8 — 10)® + (f-‘; —0) L Y

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar a) los vértices, b) los focos, ¢) la excentricidad, d) el /latus rectum, y e las ecuaciones de las
asintotas de las hipérbolas siguientes:
(1) 4x*——45)% = 180; (2) 49y* — 16a* = T84; (3) x?—y*=25.

VS 8V'S 2v'5

/50): ey ¥ V5 A
Sol. (1) @) (£3V5,05; b) (£7,05 o) 2 d) =¥ @)y =+
/65 49 4
@ @ O.£9; O V) o i d) D5 gy=tox

() a) (£5,0); b) (£5vV2,0); ¢) V2: d) 10; e) y= + x.




\ .
@ Hallar la ecuacion de la hipérbola de vértices (46, D) y asintotas 6y = +7x.

LA HIPERBOLA 65

Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las condiciones siguientes:

a) Eje real 8, focos (+5, 0). Sol. 9x* — 16)* = 144,
b) Eje imaginario 24, focos (0, + 13). Sol.  144y* — 25x* = 3.600.
¢) Centro (0, 0), un foco (8, 0), un vértice (6, 0). Sol. Tx*—9)? = 252.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a los dos puntos fijos (0, 3)
y (0, —3) sea igual a 5. Sol. 44y® — 100x? = 275.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (0, 6) sea igual a 3/2 de la corres-
pondiente a la recta y — 8/3 = 0. Sol. 5y* — 4x? = B0.

Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre el eje de coordenadas y, longitud
del latus rectrum 36 y distancia entre los focos igual a 24. Sol. 3yt — x? = |08,

Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro el origen, eje real sobre ¢l eje de coordenadas y, excen-
tricidad 2v/3 y longitud del latus rectum igual a 18. Sol. 121y* — l1x* = 81.

Hallar la ecuacién de la hipérbola de centro el origen, ejes sobre los de coordenadas y que pase por
los puntos (3, 1) y (9, 5). Sol. x*—3)y*=6.

Sol. 49x* — 36y* = 1.764.

@ Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los puntos fijos (—6. —4)

10.

11.

12.

~ 13,

14.
15.

16.

2 2
y (2, —4) sea igual a 6. Sol. (;r_—;_Zl = t ) 5 L.

Hallar las coordenadas de a) el centro, b) los focos, ¢) los vértices, y d) las ecuaciones de las asinto
tas, de la hipérbola 9x? — 16y* — 36x — 32y — 124 = 0.
SO{' a) (2‘ ._|); b} (?9 __l)s {-"'31 _I)! C) (69 _'_])! (_29 _]}; d} y + l b :I.". i{x‘_'_zj‘

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de las pendientes de las rectas que
los unen con los puntos fijos (—2, 1) y (3, 2) es igual a 4, representa una hipérbola.

Sol. 4x? —y* —4x + 3y — 26 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de distancias a las rectas 3Jx —dy + 1 =0
y 3x + 4y — 7 = 0 sea 144/25. ;Qué curva representa dicho lugar?

Sol. 9x* — 16y* — 18x 4 32y — 151 = 0. Hipérbola.

Hallar la ecuacion de la hipérbola de centro (0, 0), un vértice en (3, 0) y ecuacién de una asintota
2x — 3y = 0. Sol. 4x?— 9y* = 36.

Hallar la ecuacién de la hipérbola conjugada a la del Problema 13. Sol. 9y — 4x* = 36.
Dibujar las hipérbolas siguientes y hallar stas puntos de interseccion.
x2—2* 4+ x4 8y— B=0,
3xt —4y* + 3x 4 16y — 18 = 0.
Sol. (1, 1), (1, 3), (—2, 1), (—2, 3).
Demostrar que la diferencia de distancias del punto (6, ﬁ) de la hipérbola 9x* — 16)% = 144 a

2
los focos es igual a la longitud del eje real. Estas distancias son los radios focales del punto.
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CAPITULO 8

Transformacion de coordenadas

INTRODUCCION. En geometria analitica, al igual que en fisica, es muy importante elegir un
sistema de coordenadas, o referencia, adecuado con objeto de simplificar al maximo las
ecuaciones y que el proceso de resolucion sea lo mds rdapido posible. Ello se realiza mediante
una transformacion de ejes coordenados cuyo proceso general se puede considerar reducido
a dos movimientos, uno de fraslacion y otro de rotacion.

TRASLACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes Y Y,
primitivos y O'X’ y O'Y’, paralelos respectiva- ‘
mente a los anteriores, los nuevos ejes. Sean Mp———F-—————— “1 P
también (h, k) las coordenadas de O con res- |
pecto al sistema inicial. l

Supongamos que (x, y) son las coordenadas |
|
|

de un punto P con respecto a los ejes primitivos, _
y {x’, »') las coordenadas, del mismo punto, res- ol [URY
pecto de los nuevos. Para determinar x e ) en
funcién de x', y', h y k se tiene: |

x=MP=MM +~MP=h-+ X e !
y=NP=NN + NP=k+ )

Por tanto, las ecuaciones de la traslacion
de ejes son:
x=x'4+h y=y +k

ROTACION DE EJES. Sean OX y OY los ejes pri- Y
mitivos y OX' y OY’ los nuevos, siendo O el
origen comin de ambos sistemas. Representemos _ e
por 0 el dangulo X'OX de la rotacion. Suponga- i el
mos que (.x, ») son las coordenadas de un punto P st !
del plano con respecto a los ejes primitivos, 5P 2y
y (x’,»') las coordenadas, del mismo punto, i\
respecto de los nuevos. Para determinar x e y e
en funcién de x', 3" y 0, se tiene: g “

x=0M= ON— MN
= x'cos 0 — ' sen 0 e &

y=MP=MM 4+ M'P= NN -+ M'P
= x"sen # + 3" cos 6.

O
e S
>y

Por tanto, las formulas de ia rotacion 0 de los ejes coordenados son:

X = x'cos 0 — yp'sen 0,
y = x"sen 0 + y' cos 0.

66
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar la ecuaciéon de la curva 2x%  3p* — By + 6y = 7
cuando se traslada el origen de coordenadas al punto (2, —1).

Sustituyendo x ~ x" ¢ 2, » v -~ | en la ecuacién
dada se obtiene

2x' + 28 + 30 — 12 —8(x +2) { 6(y -— 1) == 7.

Desarrollando y simplificando, se llega a la ecuacion de la
curva referida a los nuevos ejcs.

2% 4 3y o I8

Esta es la ecuacion de la elipse con centro en ¢l nuevo
origen, con el eje mayor sobre el ¢je x' v de semiejes ¢ = 3,

b = 6.

2. Por medio de una traslacion de ejes, transformar la ecuacion 3x* — 4)® + 6x + 24y = 135 en otra
en la cual los cocficientes de los términos de primer grado sean nulos.

Sustituyendo x ¢ y por los valores x' ++ he v + k. respectivamente,
X+ M — A0y + kP -+ 6(x" - h) 4 24(y" + k) = 135, o bien
32— 4y 4 (6h 4 6)x" — (8k — 24))" + 3h%— dk? 4 6h + 24k = 135
De 64 + 6 = 0y 8k — 24 = 0 se obtiene &/ = —1 y k = 3, con lo cual resulta
In'2— 4yt = 102,

Esta es la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen, eje real o transversal sobre el eje x
y semieje real igual a v/34.

Otro método. A veces, para climinar los términos de primer grado de una ecuacién, se sigue el
meétodo que se da a continuacion.

Sumando y restando los términos que se indican (para completar cuadrados) en la ecuacién
dada 3x% — 4y? 4 6x -+ 24y == 135,

resulta I+ 2x - 1) —4(pt—6y . 9 = 102,
o bien, Ix + 1) —4(y — 3)* = 102.
Sustituyendo x + | por x" e y — 3 por ' resulta
3xt— 4y = 102

3. Deducir la ecuacién de la parabola x? — 2xy + »* 4 2x — 4y + 3 = 0 cuando se giran los ejes
un angulo de 45°.
x = x' cos 45 — y' sen 45" = il e y = x"sen 45" 4 y cos 45° = i _—_i__—:y__ :
V2 V2

Sustituyendo estos valores en la ecuacion dada

2 2
xi’ . y.r x.r . yf xr + y- ) ( xa + y.r ) ( x: L y: ) ( .\" + y; ) B
= = . 2 T T T e + — = b 2 = = — 4| —F= + 3 = 0-
V2 ) V2 ) ( V2 V2 V2 V2

Desarrollando y simplificando se obtiene 2y? — v2x' — 31/2)’ + 3 = 0, que es la misma
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b V2 32 ; .
paralela con su vértice en g 4 |ysuele paralelo el nuevo eje x.

4, Hallar_el angulo de rotaciéon de ejes necesario para eliminar el término en xy de la ecuacién 7x2?
— 6V/3xy + 1312 = 16.
Sustituyendo en la ecuacién dada x = x’ cos 0 — 3" sen
ey = x"sen fl 4 )’ cos 0. Se obtiene,
7(x’ cos 6 — y' sen 0)* — 61/3(x’ cos § — ¥ sen 0)(x"sen 6 + )’ cos 6)
+ 13(x' sen 0 -+ y’ cos )% = 16.
Desarrollando y reduciendo términos semejantes,
(7 cos?6 — 6v/3 sen 0 cos 0 + 13 sen?f)x’2 + [12 sen 0 cos O — 61/3 (cos?f — sen’@)]x’y’
4 {7 sen®6 + 6v/3 sen O cos O + 13 cos?0)y’? = 16.

Para eliminar el término en x'y’, igualamos a cero el coeficiente de dicho término y despejamos 0,
12 sen 6 cos 6 — 6v/3 (cos?0 — sen2) = 0, o
6 sen 26 — 6/3 (cos 26) = 0.
Luego tg 260 = v/3, 20 = 60°, de donde 6 = 30°.

Sustituyendo este valor de , la ecuacion se reduce a x'® + 4y'2 = 4, que representa una elipse
de centro en el origen y que tiene sus ejes sobre los nuevos. Los semiejes mayor y menor son, respec-
tivamente, ¢ = 2, b = 1.

LA FORMA MAS GENERAL de la ecuacion de segundo grado es
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F= 0.
En el estudio general de esta ecuacidn, se demuestra que el 4ngulo 6 que se deben girar los ejes
para eliminar el término en xy viene dado por

B

tg 26 = 1—c

5. Mediante una traslacion y una rotacién de ejes, reducir la ecuacidén
5x2 4 6xy + 5 —4x +4y—4 =0
a su forma mas simple. Hacer un esquema en el que figuren los tres sistemas de ejes coordenados.
Para eliminar los términos de primer grado hacemos x = x’ + h, y = y' + k.
x"+ AP 4 6(x" + (Y + k) + 50" + kR —Ax +h) +40) +k)—4=0
Desarrollando y agrupando términos,
5x% 4+ 6x'y" + 59'% 4+ (10h + 6k — 4)x’ + (10k + 6h + 4)y" + 5h® + 6hk + 5k* —4h + 4k — 4 = 0.

Resolviendo el sistema formado por 10h + 6k — 4 =0y 10k + 6k + 4 = 0 se obtiene h = 1,
k = —1. Luego la ecuacién se reduce a

5x't 4 6x'y' + 5yt = 8.
B 6

Para hallar 0, se emplea la férmula tg 20 = 1—¢ =5 —5 =% Por tanto, 26 = 90°, 0 = 45°,
Las ecuaciones de la rotacion son x’ =2 e o +__y_
V2 V2
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Sustituyendo,

) xn_yu 2 xu_yfr xrt _+_y-:
() () (57
X” +yu 2
+ 5 =) =38

(]

Desarrollando y simplificando, la ecuacidn se re-
duce a

4x"% + y''* = 4,

que es una elipse con sus ejes sobre los x”" e »", con cen-
tro en el nuevo origen, semicje mayor 2 y semieje menor
igual a |.

LA ECUACION GENERAL Ax® + Bxy + Cy? + Dx 4 Ey + F = 0, excepto en casos particulares,
corresponde a una seccion conica. Se demuestra que si el discriminante

B*—44C < 0, la curva es una elipse,
B*—4A4C =0, la curva es una parabola,
B2 —4A4AC > 0, la curva es una hipérbola.

En los casos particulares, la ecuacion puede representar (degeneracion) dos rectas, un punto
o rectas imaginarias.

6. Hallar la naturaleza de la curva representada por la ecuacion: 4x* —4xy + 2 —6x + 3y +2 = 0.

Como B2 —4AC = 16 — 16 = 0, puede ser una parabola.
Agrupando términos, esta ecuacion se puede descomponer en factores.

(4x* —dxy +y3) —32x—y) +2 =0,
2x —yP—32x—y) +2=0,
2x—y—1)(2x—y—2)=0.

Se trata de las dos rectas paralelas, 2x —y — 1 =0y 2x —y —2 = 0,

7. Determinar la naturaleza del lugar geométrico representado por la ecuacion 9x%2 — 12xy + 7y? 4+ 4 =0.
En este caso, B2 —44C = (144 — 252) < 0, que es la condicién necesaria para la elipse.
Sin embargo, escribiendo esta ecuacion en la forma
(Bx — 2y +3H*+4-=0

se observa que no se satisface para valores reales de x e y. Por tanto, el lugar en cuestion es ima-
ginario.
Otro método consiste en despejar y en funcion de x,

+12x + V(12x2E —AT)(9x* +4)  + 6x + V—(27x* + 28)
Y= = e
A7) 7
El lugar geométrico dado es imaginario para todos los valores reales de x.
8. Eliminar los términos de primer grado en la ecuacion 3x® + 4y* — 12x + 4y + 13 = 0.

Sumando y restando términos, para completar cuadrados, 3(x2 —4x +4) +4(»* +y + 1) =0,
o sea, 3(x — 2)* + 4(y + §)* = 0.

Haciendo x — 2 = x"e y + } = ' se obtiene 3x? 4 4y"2 = 0,
Esta ecuacion solo se satisface para x* = 0, y' = 0, que es ¢! nuevo origen.

El lugar geométrico representado por la ecuacion original se reduce a un punto (2, —4).
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9. Simplificar la ecuacidn siguiente: 4x* —dxy + p* —§ V5x — 1635y = 0.

Como B* — 4AC = 0, puede iratarse de una parabola.
En el caso de la parabold conviene girar los ejes antes de efectuar la traslacion.

—4 4 3
_=ee—— = — — ( I e e—
tg 26 | 3 . De donde cos 2/ 3
. 3 | | 2
Como cos 20 = 2cos*fl — | = — -, cos*fl = —, cosfl = —  y senf - — .
5 5 5 &
. . x' —2y 2y 2
Las ecuaciones de la rotacion son x = ! —__2-'! s p= il -, Sustituyendo,
V5 \/ 5
x'—2y"\? — 2x' 2x' !
2= ) _al 2”)( x Ly = +y " gvs )m 16V/5 Rl 48 O3
VS \/ \/ 3
Desarrollando y simplificando se obtiene y'* — 8x" = 0, que es una parabola.

X Y'*

Problema 9 Problema 10

10. Simplificar la ecuacién xy — 2y — 4x = 0. Hacer un esquema con los tres sistemas de cjes.
Come B*—4AC = | =0, la curva, si existe, es una hipérbola.
Sustituyendo x = x" + h, y = ¥' + k, se obtiene
(X" + RO+ kS —200 + k) — 4 = 0, o bien,
XNy Ak — A (h—=2) o+ hk— 2k — 4 =0,

Para k = 4, h — 2, se llega a la ecuacidn 'y’ = 8.

i | ;
Para hallar el angulo de la rotacion: 1g 20 = o = 20 =907, 0 = 45°.

, X —y o at Y e A T L
4 Luego x' = ————, y' = S (— - ) ( = )-- 8.
V2 V2 ¢ \'2 V2
Simplificando, la ecuacion final es x"? — " — 16, una hipérbola equilatera.

R

11. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (1, 1), (2, 3, (3, —1), (—3.2), (—2. —1).
Dividiendo por A la ecuacion general de segundo grado,

2 4-Bxy + Cy 4 D'x +E'y -+ F =0
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Sustituyendo las coordenadas de los puntos por v e y,

B4 C+4 D4 E+4F - —|
68" +9C" + 2D +3E + F
3B §. EF3P— B
—68' +4C' —3D' + 2E' + F' =—9
2B 4 €D e By

3
G = b s

Resolviendo el sistema. 8' = 5

of o

Sustituyendo estos valores en la ecuacion original y simplificando resulta
9x* 4 Bxy — 1332 —x + 19y — 22 — (.

Como B* —4A4C = (64 - 468) 0, la conica es una hipérbola.

Yi
Otro método de resolver este problema es el siguiente.
La ccuacion de la recta ABes x— Sy + 13 =0,y lade CD _ B23)
es ) + | = 0. La ecuacion de este par de rectas es(y + 1) (x — 5y AG32)
4 13) = xpy— 5% 4 v 4 8y + 13 = 0. E(11) X
Anélogamente, la ecuacion del par de rectas AD y BC es o ' :
1242 + ?.\f ot — Sx—dy — 77 = 0 ’ De2:1) V2 s
La familia de curvas que pasan por los puntos de interseccion
de estas rectas es

xy—5y% box -8y 13 K22 4 Ty £ —5x —d4y —T7) =0,
Para determinar ia curva de esta familia que pase por el quinto punto (1, 1), se sustituyen x ¢ y
por las coordenadas de éste y se despeja el valor de k: se obtiene k = 3/11.
Para este valor de 4, la ecuacion es

9x% + 8xp — 13p2 — x + 19y — 22 = 0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Aplicando las férmulas de la traslacion de ejes, x = x" 4 h, y = ' + k, reducir las ecuaciones si-
guientes a su forma mas simple y establecer la naturaleza de ia figura que representan.

a) Y2 —6y —dx + 5= 0. Sol. y* = 4x. Parabola.

by x4yt 4 2x—4y—20 = 0. ’ Sol. x* + y? = 25. Circunferencia.

¢) IxP—4y* 4 12x +8y—4 =0. Sol. 3x*— 4y = 12. Hipérbola.

dy 2x® 4 3y —dx + 12y — 20 = 0. Sol. 2x* + 3y* = 34, Elipse.

e) x4 Sy* + 2x — 20y + 25 = 0. Sol. x* 4+ 5y* + 4 = 0. Elipse imaginaria.

Eliminar los términos de primer grado de las ecuaciones siguientes completando cuadrados perfectos.

a) x*+42y*—4x + 6y —8=0. Sol. 2x* + 4yt = 33,
h) 3x*—4y*— 6x —8y— 10 = 0. Sol. 3x*— 47 = 9.
) 2x*+ 52— 12x + 10y — 17 = 0. Sol. 2xt + 5y? = 40.
d) 3x*+ 3y —12x + 12y —1 =0. Sol. 3x* + 3y =25,
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