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3. Por medio de una traslacion de ejes. eliminar los términos de primer grado de la ecuacion 2xy — x — y
4 =0 Sol. 4xy +7 = 0.

4. Por medio de una traslacién de ejes, eliminar los términos de primer grado de la ecuacidn x* 4 2xy
+ 32+ 2x—4y— 1 =0. Sol. 2x* 4 dxy + 6y — 13 = 0.

§. Hallar la naturaleza de las conicas siguientes teniendo en cuenta el valor del discriminante B* — 4A4C,
a) 3x*—10xy + 3p*  x —32=0. Sol. Hipérbola.
h) 41x* — Bdxy -+ T76)? — 168, Sol. Elipse.
¢)  16x% + 24xy + 9y* — 30x + 40y = 0. Sol. Parabola.
d) xy+x—2y +3=0. Sol. Hipérbola.
e) x*—4xy + 4y = 4. Sol. Dos rectas paralelas.

6. Por medio de una rotaciéon de ejes. simplificar la ecuacion 9x* + 24xy + 16y* + 90x — 130y =0
y hallar la naturaleza de la figura que representa. Sol. x*—2x — 6y = 0. Parabola.

; 4 vig
7. Por medio de una rotacién de ejes de valor §# = arc tg 3 simplificar la ecuacion

9x% + 24xy + 16y + 80x — 60y = 0.

Hacer un esquema con ambos sistemas de ejes. Sol. x*—4y =0.

8. Simplificar las ecuaciones siguientes por medio de una transformacion adecuada de ejes y dibujar
la figura que representan asi como los sistemas de ejes.

a) 9x* + dxy + 6y + 12x 4 36y + 44 = 0. Sol. 2x* + y*=2.
: by x2—10xy +»2+x+y+1=0 Sol. 32x%* — 48y =9,
: ¢) 17x*— 12xy + 8> —68x + 24y — 12 = 0. Sol. x® 4+ 4y = 16.
%, d) %+ 3xy + 4yt + 2x—3y + 5= 0. Sol. Imaginaria.

9. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (5, 2), (1, —2), (—1, 1), (2,5) y (—I, —2).
Sol. 49x* — 55xy + 36p* — 110x — 19y — 231 = 0. Elipse.

10. Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por los puntos (1, 1), (—1, 2), (0, —2), (—2,—1), (3, —3).
Sol. 16x%* 4 46xy + 49y* + 16x + 23y — 150 = 0. Elipse.

| 11. Hallar la ecuacién de la conica que pasa por los puntos (4, 1), (2, 2), (3, —2), (4, —1), (1, —3).
Sol. 17x* — 16xy -+ 54y 4 Ilx + 64y — 370 = 0. Elipse.

12. Hallar la ecuacién de la conica que pasa por los puntos (1, 6), (—3, —2), (—5,0), (3, 4), (0, 10)
Sol. xy—2x + y—10= 0. Hipérbola,




CAPITULO 9

Coordenadas polares

COORDENADAS POLARES. En lugar de fijar la posicion de un punto del plano en funcién de
sus distancias a dos rectas perpendiculares es preferible, a veces, hacerlo en funcién de su
distancia a un punto fijo y de la direccion con respecto a una recta fija que pase por este
punto. Las coordenadas de un punto, en esta referencia, se llaman coordenadas polares.

El punto fijo O se denomina polo y la recta fija OA se llama
eje polar.

Las coordenadas polares de un punto P se representan por
(r; 0), siendo r la distancia OP y 6 el angulo AOP. La distancia r P(r.6)
medida desde O hasta P es positiva. lgual que en trigonometria,
el angulo 0 es positivo cuando se mide en sentido contrario al r
de las agujas del reloj; r es positivo cuando se mide desde el polo
al punto, y negativo en caso contrario. 8

>y

« & v . .y .
Si r y 6 estan relacionados por una ecuacion cualquiera, se
pueden asignar valores a 0 y determinar los correspondientes de r.
Los puntos que resultan constituyen una linea, recta o curva, definida.

SIMETRIAS. Igual que ocurre en el caso de coordenadas cartesianas rectangulares, cuando se
emplean coordenadas polares también se dispone de criterios para averiguar las simetrias
que puede presentar una linea o lugar geométrico cualquiera.

Si la ecuacion no se modifica al sustituir 6 por —#, la curva es simétrica con respecto
al eje polar.

La curva es simétrica con respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el polo
cuando la ecuacion no varia al sustituir 4 por 7z — 6.

Una curva es simétrica con respecto al polo cuando la ecuacién no varia al sustituir »
por —r, o cuando se sustituye 0 por x + 0.

RELACION ENTRE LAS COORDENADAS RECTANGULARES Y POLARES.

Consideremos al punto P(r; 6) y supongamos que el eje

polar OX y el polo O son, respectivamente, el eje x y el origen Y| Xy
de un sistema de coordenadas rectangulares. Sean (x, y) las P{r‘QJ
coordenadas rectangulares del mismo punto P. En estas con-
diciones,
' X = rcosf, r y
y = rsen 0,
_____ _ [
r=vx+ = X >
y "
y f = arc tg —
73
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4.

5.

6.

COORDENADAS POLARES

?
i
4

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar la distancia entre los puntos Pyry; ) y Pylry; 0,).

e

Como se conocen dos lados de un triangulo y el an-
gulo que forman, el tercer lado se puede determinar me-
diante el teorema del coseno.

PPy = Vr® + r —2r,rycos (6, — 6,).

>y

Hallar la distancia entre los puntos (6; 157%) vy (8; 75%).

Aplicando la férmula del Problema I, d = v/6* + 8 — 2(6)(8) cos (75° — 15°)
= /36 + 64 — 96(}) = 2v/13.

Hallzr la ecuacion en coordenadas polares de la circunferencia de centro (r,; 6,) y radio a.
Sca (r; 0) un punto genérico cualquiera de la circunferencia.
Del triangulo de la figura se obtiene la ecuacién a* = r* 4 r2 — 2rr, cos (0 — 0,)

o bien, r*—2rrcos(f —6,) + r? = q%

Problema 3 Problema 4

Hallar la ecuacidn de la circunferencia de centro (a; 0°) y radio a.

Se tiene, f; = 0°. Del triangulo se deduce, a* = r? + a* — 2ra cos 6.

Luego la ecuacién pedida es r? = 2arcos ) o r = 2acos 0,
Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los pun-
tos (0: 0), (ry; 6,) y (ry; 6,).

Area = HOP)) (h)
(rrysen{t, — 0))

srirpsen (0, — 0)).

Il

Hallar el drea del triangulo cuyos vértices son les puntos
(0:0). (6; 20°) y (9. 507).

Area = }rr, sen (0, — 0,) = §(6) (9) sen (50" — 20°) = 13,5 unidades de superficie.
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Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2; 30°) y es perpendicular al eje polar OX.

Sea (r; {/) un punto genérico cualquiera de la recta.

=

/3 .
Se tiene rcos 0 = 2 cos 307 = 2( \2 ) — V3.0 bien, rcos i = V3,
)
(r' o) [#] T e
(2,307 -6 : X
14
: :
i
- |
X (r,=8) -
Problema 7 Problema 8

e

Hallar la ecuacion en coordenadas polares de una recta paralela al eje polar OX y situada por de-
bajo de él a una distancia de 4 unidades.

Sea (r; —10) un punte cualquiera de la recta L.
Se tiene r sen (—0) = 4, osea. rsen 0 + 4 = 0,
Nota. cos (—B) = cos 0; sen (—0) = — sen 0.

Hallar la ecuacion de la recta que pase por el punto (4; 30°) y forme en dngulo de 150° con el eje
polar. :

Sea (r; 0) un punto cualquiera de la recta.

Se tiene, OA = rcos (0 — 60°) = 4 sen 60", o bien, rcos (6 — 60°) = 2+/3,

(r.6)

Problema 9 Problema 10

Hallar la ecuacién de la recta que pase por el punto (4; 120°) y sea perpendicular a la que une (4; 120°)
con el polo (0; 0). Sea (r; 6) un punto genérico cualquicra de la recta.

Las rectas L y d son perpendiculares. Por tanto, d = r cos (6 — 120°) y la ecuacion de L es r cos
(0 —120°) = 4.

La ecuacion r cos (6 — 120°) = 4 es la forma polar de la forma normal de la ecuacion de la
recta en coordenadas rectangulares, siendo p = 4 y m = 120°

Hallar el lugar gecmétrico de los puntos P(r; () de manera 0
or Mpmm—————— P(r.6)
que WP e (constante). :
MP = NO +0Q = p + rcos 0. p ) i
g
Como OP = e(MP), r = +- rcos L >
e(MP) e(p ) o % 5 >
o r=—">9 __ ’
l—ecost’ 0
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Si D'D estuviera a 11 derecha del polo O, la ecuacion seria

ep

r= | +ecosl’

Como ¢l punto (r; £) se mueve de forma que la relacién de sus distancias al punto fijo O, polo,
y a la recta fija D'D es constante e igual a e, la curva es una conica cuya naturaleza depende del va-

lor de e.
Si la recta fija D’'D es paralela al eje polar, la ecuacion toma la forma

ep

"= I +esenl’

o : - 12
12. Hallar la naturaleza de la conica definida por la ecuacion r = i 73050
Dividiendo numerador y denominador por 4 se obtiene la ecuacion r = ————— .
1 +3cosf

n Luego e = § y la curva es una elipse.

Como ep = 3, o sea, §p = 3, se obtiene p = 4, con lo cual, la directriz D'D es perpendicular
al eje polar y esta a 4 unidades a la derecha del polo.

13. Hallar la ecuacién en coordenadas polares de la elipse 9x* + 4)* = 36.
Aplicando las relaciones x = rcos §, y = rsen f, y sustituyendo en la ecuacion dada se obtiene

9r2 cos?f + 4r?sen*l = 36, o bien, r¥(4 + 5 cos*fl) = 36.

14. Escribir la ecuacidn siguiente en coordenadas rectangulares:
r* — 2r(cos # —sen ) — 7 = 0.

Sustituyendo r = V/x? + % 6 = arctg % se obtiene la ecuacion

X y 2 " o
X4+ P—2vVe P |l— — ———|—T=0,0bien, x* +)y? —2x + 2y —7 =0,
» y(\/x,_wq \/x“ry_j) ¥ Yy

que es una circunferencia de centro (1, —1) y radio 3.

15. Escribir la ecuacion siguiente en coordenadas rectangulares:

4

—— ., 0 bien r{l —cos ) = 4.
| ——cos

r=

X Y x
Sustituyendo r = V/x% + y* y cos ff = ————— se obtiene Vx? + y? [| — ——| =4.
Vit + : Vx4 y?

Simplificando, Vx* + ) — x = 4, 0 bien Vx* + y* = x + 4.

Elevando al cuadrado, x? + y* = x* 4+ 8x + 16, o bien, y* — 8x — 16 = 0, que es la ecuacion
de una pardbola de vértice (—2, 0) y simétrica con respecto al ¢je x.

16. Escribir la ecuacion siguiente en coordenadas rectangulares e identificar la curva.

e I —2senf’
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Sustituyendo, Vx* + 3 = -

| ey
VAl e
Va2

Simplificando, Vx? )t = ——="_T = obien, VaF — J2(vx¥ 22— 2p— 1) = 0.
Vil + 2 —1y

Pero  Vx% 4 y* = 0 solo para v — y =0

Elevando al cuadrado y simplificando la ecuacion v/x* + »2—2y — 1 = 0 se obticne x — 3y?
— 4y — | = 0; se trata de una hipérbola.

17. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de las curvas siguientes:
(1) r=1—cosl
(2) r = sen k0.
Sabemos por trigonometria que | — cos f) = 2 sen?® 10,
Por tanto, 2 sen? {f/ = sen 6, o bien, sen §0 (2sen §6 — 1) = 0. De donde, sen ) = 0, }.
Para sen §0 = 0, 6 = 0°; para sen }ff = §, 10 = 30", 150°, y 6 = 60°, 300°.

Luego las coordenadas de los puntos de interseccion son (0, 07), (3, 60°), (1, 300°).

18. Hallar el centro y el radio de la circunferencia r* + 4r cos / — 4v/3 rsen ) — 20 — 0,
Aplicando la ecuacion de la circunferencia dada en el Problema 3 y desarrollando se obtiene
r2—2r(rycos ,cos fl + rysen O, sen ) - r2—a* 0
o bien, r2—2r,cos fl, rcos l — 2rysen )y rsen ) + r—a® = 0.

Comparando la ecuacion dada con esta ultima,

(1) —2r,cos 0, = 4, (2) 2rysenfl, =4v3, y (3) rf—a*= —20.
Dividiendo la ecuacién (2) por (1), tg 0, = —\"3, 0, = 120"
Sustituyendo en (1), —2r(—}) = 4, de donde, r, = 4. De (3), 16 — a* — —20,a = 6.

Luego el centro de la circunferencia es el punto (4: 120"} y su radio vale 6.

19. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de dis- Pt 6)
tancias a los dos fijos (—a; 0%) y (a; 0") sea igual a a® !

Del triangulo AOP se deduce,

AP = Va* + r*—2ar cos (180" — 0) = \'a* + r* + 2ar cos 0.
Del triangulo BOP, PB = vV a® + r* — 2ar cos .

- 6
(AP)(PB) = +/ 22 A2 coclf) . o2 A B
J(PB) = \/(a® + r?)2 — 4a** cos?h = a?. i %)

-

X
Elevando al cuadrado, a* + 2a*?® + r* — 4a*%cos®*l = a'.
Simplificando, r* + 2a%® — 4a%? cos®l) —= 0, o bien, r*(r? + 2a* — 44* cos*f) = 0.
Luego la ecuacion pedida es r* 4 2a* — 4a® cos*) = 0.

o sea, r? = 20%2 cos?0 — 1) = 2a% cos 20. (Lemniscata. Ver Problema 25.)
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20, Un segmento de longituc 2a tiene sus extremos sobres dos rectas fijas
perpendiculares. Hallar €l lugar geométrico del pie de la perpendicular
trazada desde el punto d= interseccion de las rectas al segmento.

Sea una de las rectas fijas el eje polar y el punto de interseccion de las
rectas dadas el polo.
Se tienc OA4 = OP secfl = ABcos(90° — 1)

¢s decir, rsecfl = 2acos (90" — 1)
. r
o bien. A — 2asen 0.
cos )

Luego r = 2a sen f) ¢os 0, de donde, r — a sen 26. (Trébol de cuatro hojas.)

21. Estudiar y dibujar el lugar geométrico de ecuacion r = 10 cos /.

Como cos (— ) = cos 1, la curva es simétrica con respecto al eje polar. El angulo § puede tomar

cualquier valor, pero r varia de Oa - 10; luego la curva es cerrada.
Para hallar puntos de ella, damos valores a  y calculamos los correspondientes de r. Por el

Problema 4 sabemos que el lugar dado es una circunferencia de radio @ = 5 y centro en el eje polar.

o | 00 | 30" | 45° | 60° | 90° | 120° | 135 | 150 ] 180"

r 10 | 87| 7.1 5 0 | —5 _7,||_3,?;—10

135° 120° 90* e0' 45°

150* 30

Problema 21 Problema 22

2

22. Dibujar la curva o lugar geométrico de ecuacion r — gy
— €OS

Como cos(—0) = cos (1, la curva es simétrica con respecto al eje polar.
Para ) = 0", r es infinito; para 0 = 180° r — |. La curva es abierta.

Segiin el Problema 11, se trata de una parabola.

0 o | 30 | 60° | 90" | 120" | 1507 | 180° | 210" | 240" | 270" | 300° | 330" | 360"

rloe (a9 4 | 2 (3] {3 2| 4 [149] e

23. Dibujar el trébol de tres hojas de ecuacion r = 10 sen 36.

Como el seno es positivo en los cuadrantes 1.” y 2.7 y negativo en los 3.7 y 4.%, la curva es simé-
trica con respecto a la recta perpendicular al eje polar trazada por el polo.




El valor de r es cero cuando 30 sea 07,
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1807,

o algun rm'llliplo de 1807,

79

es decir, para = 07,

60°, 1207, . .. Por ¢l contrario, r alcanza un maximo cuando 36 = 907, 270°, o algin maltiplo |mpar
de 907, es demr, para 6 = 30°. 90°, 150°. . ..
o | o | 307 | 60" | 90" | 1207 | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330°
| i | |
r 0 10| 0 |—10] 0 100 |—10) 0 | 10 0 |—I0
{20° 90’ 60° 90"  &0° 4%
I5C* 3¢ 3

Problema 27

24, Dibujar la cardioide de ecuacion

r— 51 + cos ).

La curva es simétrica con respecto al eje polar.
Como cos f) varia entre | y —1I. r no puede ser negativo.
El valor de r varia de 10 a 0 cuando 0 lo hace de 07 a 180",

Problema 24

6 | o0 | 30° '_ 45°

| 60° | 9

1 120°

150" | 180°

10 | 93 | 85 5

r

x|
|7 |
7.5 | Ta2s 115 106.’1

25.

r* = 9 cos 21.

Si se sustituye » por —r y 0

no se modifica, ya que cos (—20) = cos 20 y (—r)?
= r2 La curva es, pues, simétrica con respecto al

polo y con respecto al eje polar.

El valor de r alcanza un maximo para 1 = 0,

ya que cos 0° = |, con lo que

Dibujar la femniscara de ecuacion:

por —0, la ecuacion

F=3

Para 45° < 6 < 135, y 225" << ) < 315°, r es
imaginario.
Para 6 = 445°, cos 26l = 0; de donde r = 0, y las rectas # = L 7/4 son tangentes a la curva
en el origen.
fi 20 cos 20 r
0 0 I +3
r = +4 3v/cos 20. 15° 30° 0.866 28
0° | 60° | 05 | +21 |
as” | 90 | o 0|
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26. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo radio veclor sea proporcional al angulo.

La ecuacion es r = afl. La curva que cumple esta condicion se llama espiral de Arquimedes.

plo| ~6 | 23 | 72| x | 32| 2n

r 10 |05 | 1,00 | L6z | 3.0z | 4.7 | 6.3a

150° 120" 90" e0° Kl

>y

Problema 26 Problema 27

27. Siendo P(r; ) un punto cualquiera, demostrar que cuando el eje polar gira alrededor del polo O
un angulo a se verifica, r' = ry 0' = 0 — a, siendo (+'; ) las nuevas coordenadas del punto.

Las féormulas de la rotacion de ejes en coordenadas polares son 6 = 6" +~ayr=r"

28. Demostrar que si se gira el eje polar un angulo de 90° en el sentido contrario al de las agujas del
reloj, la ecuacion de la cardioide del Problema 24 se transforma en r = 5(1 — sen 6).

Se sustituye f por 90° 4 0",
Entonces, r' = 5[l + cos (90° + 6)} = S(1 — sen ), ya que cos(90° + 6') = —sen 6.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Representar los puntos: (2; 30%), (—3; 30°), (5; 75°), (3; 210%), (2; m/2), (—2; 270°), (—4; 300°),
(—3; —5n/6), (4; 0°), (0; 30°), (0; 60°).

2. Hallar la distancia entre los pares de puntos siguientes, expresando los resultados con una cifra
decimal.
a) (5;45%) y(8;90%). Sol. 5,7.
b) (—5;—120°) y (4; 150°). Sol. 64.
c) (50;30° y (50; —90°). Sol. 86,6.
d) (3;150°) y (—2; 60°). Sol. 3,6.

3. Hallar el 4rea de los tridngulos cuyos vértices son el polo y los pares de puntos del Problema 2.
Sol. a) 14,14; b) 10; ) 1082,5; d) 3.

4. Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto (4; 120°) y es perpendicular a OX.

Sol. rcosf +2=0.

5. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto (3; —30°) y es paralela a OX.
Sol. 2rsenf 43 =0.
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11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.
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20.
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Hallar Ja ecuacion polar de la recta que pasa por el punto (2; 120°) y por el polo.
Sol. 6 = 2x/3.

Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto (4; 27/3) y es perpendicular a la recta que
une el origen con dicho punto. Sol. rcos(f —2=/3) = 4.

Hallar la ecuacién polar de la recta que >asa por el punto (3;0°) y forma un angulo de 3n/4 con el
eje polar, Hallar r para 6 = —x/4 y razonar la respuesta. Sol. V2rcos(f — 7/4) = 3.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (4;20°) y forma un angulo de 140° con el eje
polar.  Sol. rcos(f — 50°) = 2V/3.

Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el polo y radio igual a 5. Sol. r=>5.

Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro (4; 30%) y radio igual a 5.
Sol. r*—8rcos(fl —x/6) —9 = 0.

Hallar la ecuacion de las circunferencias siguientes:

a) Centro (3;0%) y que pasa por ¢l polo, Sol. r= 6cos 8.

b) Centro (4; 45°) y que pasa por el polo. Sol. r = 8 cos () — 45°)
¢) Centro (5; 90") y que pasa por el polo. Sol. r—10sen 0 = 0.

d) Que pasa por el polo, por (3; 90%) y por (4; 0°). Sol. r=4cosf + 3senf,

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (8; 120°) y que pasa por el punto (4; 60°).
Sol. r*— l6rcos( — 120°) 4+ 16 = 0.

Por comparacién con la ecuacién del Problema 3 de la seccién de resueltos, hallar el centro y el radio
de la circunferencia r2 —4rcos (0 — a/4) — 12 = 0. Sol. (2, n/4), radio 4.

. Dada la circunferencia r?—4v/3 rcos O — 4r sen  + 15 = 0, hallar las coordenadas del centro

y el radio. Sol. Centro (4; 7/6), radio 1,

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (8; n/4) y que sea tangente al eje polar.
Sol. r*— 16rcos(fi — a/4) + 32 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (4; 30°) y que sea tangente al eje polar OX.
Sol. r*—8rcos(fl —a/6) + 12 = 0.

Demostrar que la ecuacion de la circunferencia que pasa por el polo y por los puntos (a; 0%) y (b; 90°)
esr— acosfl + hsen .

Hallar el centro y el radio de la circunferencia r = 5cos § — 5v/3 sen 0. Sol. (5; —60%), 5.

En el Problema 11 de la seccion de resueltos se demostro que la ecuacion de una seccidon cdnica con
su foco en el polo y directriz perpendicular al eje polar a p unidades a la izquierda del foco, viene
dada por
€
o o e o
| —ecos

Si la directriz esta a p unidades del foco y a su derecha, la ecuacion es:

ep
| +ecosfi’

r =
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Demostrar que la ecuacién polar de la cénica con su foco en el polo y directriz paralela al eje
polar y a p unidades de €l es

- G
1 +esenfl’

donde el signo mds corresponde al caso en que la directriz esté por encima del eje polar y el menos
cuando esté por debajo.

21. Hallar la naturaleza de las cénicas siguientes que tienen un foco en el polo. Hallar e y situar la di-
rectriz en funcién de sus direccién con respecto al eje polar y su distancia al polo.

-~

4 ; 5 . ; .
a) r= 3 3o B Sel. Hipérbola; e = 3/2; una directriz perpendicular al eje polar y a 4/3
=gt unidades de! foco correspondiente.
by r= —Lﬁ. Sol. Parabola; ¢ = |; directriz perpendicular al eje polar y a 2 unida-
| —cos des a la izquierda del foco.
6 . . . : . .
e) = v Sol. Elipse; ¢ = }. directriz paralela al eje polar y a 6 unidades debajo

del polo.

22. ldentificar y dibujar las conicas siguientes:

4 5 2

a r= by r= ¢) r= 3 T 3sent’

:2+-cos§; _l—cosﬁ":

23, Hallar la ecuacion polar de la elipse 9x* -} 16y* = 144,
Sol.  r¥9 cos®0 + 16 sen®) = 144,

2P — 3P —x +y= - 08 O =BG
24. Pasar a coordenadas polares: 2x? — 3) x4+ y=0 Sol. r S costh — 3 semif "

En los Problemas 25-30 pasar las ecuaciones a coordenadas polares.

25, (2% + y)? = 2atxy. Sol. r® = a*sen 20.
26. )* = .EE’.E.S_ = Sol. r = 2asen ftg 6.
27, (x® + 2P = 4xY2, Sol. r* = sen?20.

28, x—3y=0. Sol. 0 = arctgl/3.
29, x'+ X —(x + 2 =0. Sol. r= +(1 4+ 1g ).
30. (x* + pPP = 16x2y%(x2 — y?)2, Sol. r = + csc 46,

31. Pasar a coordenadas polares la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y demostrar que la
«.vacion polar de la recta que pasa por (r,; 6,) y (ry; 0,) es

rry sen(f — 6,) + ryr, sen(8, — 6,) + ryr sen(8, — 6) = 0.

- 4)? 2
(x —4) +}_:1.

32. Pasar a coordenadas polares y simplificar, suprimiendo los radicales, la ecuacién 35 9

9 . —9 . e ;
S Y bien, r = e oy iPor qué son idénticas estas ecuaciones?

Sol. r=




44.

45,

46.
47.
48.
49,

50.

51.

41.

42.
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En los Problemas 33-39, pasar las ccuaciones a coordenadas polares.

.o Jceos M Sol. x® byt —3x =0,
ro= 1 -—cosf. Sof. (¥ + 3+ x)t = % 4%
.r o= 2cosfl o+ 3sen 0. Sof. x% 4 y2— 2x — 3y == 0,
il =45 . Sol. x—y =20
. 4 Sol. 4x2— 5y* + 18 9
= m - 0, XS — ¥ ot — = 0.
.o o= afl. Sol. vVx% + 3% =aarctg 2
X
. rt= 9cos 2. Sol.  (x* + 3% = 91 — ).

Hallar los puntos de interseccion de los parcs de curvas siguientes: r —4(l + cos ) =0,
1l —cos ) = 3. Sol. (6,60, (2, 120), (2, 240", (6, 300°). .

Hallar los puntos de interseccion de las curvas: r = v2cos @, r=sen?20.
Sol. (1,45%.(0.90 ). (—1, 135").

Hallar los puntos de interseccian de las curvas: r = 1 4 cos 0, r = _17
7 V2 2(1 — cos 0)
Sol. (l +-Xf_‘ 445 ) (I 2 : 135"‘).

. Hallar los puntos de interseccion de las curvas: r = v 6cos §, r* = 9cos 20.

32 342 3vV2 W2
; = oagel — o een), e M il [
Sol. ( 5 .30) ( 5 ,IO) ( 3 210) ( 5 330)
Dibujar la curva de ecuacion r = 4 sen 2/,

e - 9
Dibujar la curva de ecuacion r = N —seoch
Dibujar la curva r = 2(1 +- sen 0).

Dibujar la curva r? = 4 sen 24.

Dibujar la curva r = | + 2 sen 6.

Dibujar la espiral r0i = 4.

Deducir la ecuacion polar de la elipsc cuando el polo es el centro. Ind.: Aplicar el teorema del coseno
y la propiedad de que la suma de los radios focales es igual a 2a.

Sol. r¥| — A cost ) = b

Un segmento, de 20 unidades de longitud, tiene sus extremos sobre dos rectas perpendiculares.
Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas desde el punto de interseccion

de las rectas fijas a la recta de longitud constante. Tomese una de las rectas fijas como eje polar.
Sol. r =-10sen 20.

. Hallar el lugar geométrico del vértice de un triangulo cuya base es una recta fija de longitud 2b yel

praducto de los otros dos lados ¢s b2 Toémese la base del triangulo como eje polar y el polo en su
punto medio. Sol, r? = 2b%ces?l. Esta curva es la lemniscata.




CAPITULO 10

Tangentes y normales

TANGENTE Y NORMAL. La definicién de la tangente YA

a una curva en uno de sus puntos es como sigue:

Sean Py Q dos puntos de la curva y tracemos

la secante PQ. Si el punto @ se desplaza a lo largo

de la curva hacia P, la secante PQ ird girando alre-

dedor de P, y cuando Q tienda a confundirse con P,

la secante PQ coincide, en el limite, con la recta PT
que se llama rangente a la curva en P.

La normal PN a una curva es la perpendicular
a la tangente en el punto de contacto P.

Para hallar la ecuacién de la tangente a la
curva en uno de sus puntos, P(x,, y,), hay que de-
terminar Ja pendiente de dicha tangente.

Ejemplo: Hallar la pendiente de la tangente
a la circunferencia x* 4 »2=r% en el punto
Pi(xy, y1).

Sea Q(x, + h, », + k) otro punto cualquiera YA
de la circunferencia. La pendiente de la secante ~Q (x,+h,y+k)
es k/h. Al girar la tangente alrededor de P,, el
punto Q tiende hacia P,, y los valores de k y & lo
hacen hacia cero. La pendiente m de la tangente
es el limite de la relaciéon k/h cuando ambos tienden
a cero.

Como (x,, v1) ¥ (x; + h,y, + k) pertenecen
a la circunferencia, estas coordenadas deben satis-
facer a la ecuacion de aquélla; sustituyendo valores
se obtiene

(1) +5f =.r
y (2) (xy + A%+ (v, + k)2 =r% obien, x? + 2hx, + h* + y} + 2ky, + k* = r
Restando (1) de (2), resulta 2hx, + h* + 2ky, + k* =0
o bien, k(2y, + k) = —h(2x, + h).

2x, + A o i s
Por tanto, 7, == 2],' SR El limite de esta expresion cuando h y k tienden a cero
3 4 T
2.‘!(1 Xy
€ — ——, osea, M = — ;
2y, M

Como la tangente pasa por P,(x,, },). su ecuacion s

Xy
_]_\ — —1'1 T — (_\‘ — -\-l}'
J1

Quitando denominadores,  y,y — »} = — x.x -+ x, o bien,

xix + yuy = i =1t

84
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La ecuaciéon de la normales y—y, = ’:—1 (x — xy),
X1

obien, X,y —yix = xy1— X = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal Yi

b=
bi

Sea Q un punto de coordenadas (x; + A, y; + k).
Sustituyendo las coordenadas de P, y Q en la ecua-

; x?
a la elipse p - = 1 en el punto P (x;, yy).

QU *h, yirk)

cién dada,
2 12
M) F+m=1y
(x; + h)? (O + k)? .
(2) po + b ==l

Desarrollando (2) y restando (1) de (2),
2b%hx, + b*h® + 2a*ky, + k*a® = 0.

y k b*(2x, + h) .k . 26, +b*h bx,
Despejando, ? S —‘}—z(rm, Y lim. -h— = — lim. 203‘})‘ ' 2k = azyl B
2
Teniendo en cuenta y — y, = m(x — x,) resulta y — y; = — 22;1 (x— x;)
1
obien a¥yy — a®y? = —bxx + b}
C 2 2 _ 2pe tiene b2 OTBRL Y LT L LT - ue es la
omo bx? + a?y? = a®h?, se ‘iene bx,x + a*yy = , 0 bien, —— + - =1, q
ecuacion de la tangente,
2
La pendiente de la normal es ;é‘ , ¥y su ecuacion a¥y,x — bixy = (a® — b)xpyy.
1
Hallar las ecuaciones de !a tangente y de la normal a la Yi T
parabola y* = 4ax en el punto Py(x,, y,). P
Sustituyendo las coordenadas de Py(x,, yy) y Q(x, TQx,*h.y,+K)
+ h, y; + k) en la ecuacién dada, N !
h ]
2 — 4a ; 2 — 4afx . SR | . -
b ax, y (n +Kk) a(x, + h) “P.(X.‘y')

Desarrollando y despejando el valor k/h,

k 4a k 4a 2a

BT T A A T TS S

o\
d

La ecuacion de la tangente es

2a .
y—n-= -y—(.l: — x;), o bien, y,y — y? = 2ax — 2ax,.
1

Como )? = 4ax,, esta ecuacién se puede escribir
en la forma ny = 2alx + x;).

La pendiente de la normal es — % y su ecuacion, y,x 4+ 2ay = Xyy; + 2ay,.
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Hallar la ecuacién de la tangente a la curva xy = ¢* en ¢!
punto Py(xy, ;).
Sustituyendo las coordenadas de los puntos Py(x;, y,)
y Q(xy + h, y, + k) en la ecuacion dada, y despejando el
valor k/h, T

kK ntk

ntk _on

lim ’i = — lim
h X y “h Xy X

La ecuacion de la tangente es

= o s =
y—n=—"“(x—x);
X
quitando denominadores, x;¥ — X )y = —WX + Xy
o bien, yx + xy = 2xy, = 24, /
que se puede escribir Ly x 4 x,y) = a*

Asi, pues, para establecer la ecuacion de ia tangente cn un punto Py(x,, y;) de una curva dada
por una ecuacion de segundo grado basta con sustituir

x2por x,x, y* por yy, xy por d(y.x +x¥), x por MHx + x;) ey por Ay -+ y)
Sea P,T'y PN las longitudes de la tangente y de la normal, Yi
respectivamente, a una curva en el punto P,. Las proyec- '

ciones ST y SN se denominan subtangente y subnormal,
respectivamente, en P,

Llamando m a la pendiente de la tangente en Py(x,, ;)

resulta — % = longitud de subtangente, o X
e yym = longitud de subnormal.

. ST 1 ;

Esto es evidente ya que — = —cot ) = — — y ST = — N
B m m
.. SN , .
También, S = —cot ¢ = —co(f)-—90") = tg ) = my SN = my,.
1

Las subtangente y subnormal se miden en sentidos opuestos, es decir, son de signo contrario.
Para hallar las longitudes de la tangente y de la normal se aplican las relaciones pitagdricas en
un triangulo rectangulo.

Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la circunferencia x* -+ 3* = 5 en el punto (2, 1).

; X : 2 .
Teniendo en cuenta que m = — ~*, la pendiente de la tangente es — 7Y la correspondiente de
F

1
la normal vale R

: . x* 2 4v'5
Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la elipse % f 'l'l?, == | en el punto (2. —%_)

. asx .
La pendiente de la tangente es m = — - ! Sustituyendo las coordenadas del punto dado,
Y1

16(2) 8v/5 . 35
- = — , v la pendiente de la normal ——:
54v3/3) 15 y la pendien ¢ 3

m =
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7. Demostrar que la pendiente de la tangente a la curva 4x* { 4vy | p*—9 0 en un punto cual-
quicra de clla es m = —2.

Tomemos los dos puntos Pxy. v))y Qlx, + h oy, + k), y hallemos el limite de j .
!

Sustituyendo, (1) 4(x; 4 AP + dx, | My, Hk) (v | AP —9=0 y
(2) 4x? LS4y, -9 --0.

Desarrollando (1) y restando (2) de dicho desarrollo.

.k 8xy + 4y,
lim. ';;:- r— Hr—r_j}'_‘ —2.

Ortro método. La ecuacion original se puede escribir en la forma (2v 1 y)? —9 = 0.

Descomponiendo en factores, (2x + p + 3)(2x + y— 3) = 0, que son dos rectas paralelas de
pendiente igual a —2.

. 5 ; 35
8. Hallar la pendiente de la tangente a la hipérbola 9x*—4y? = 36 en el punto (3. - V——)‘

2
Tomemos los dos puntos Pyx,, vy @y, + Iy K)oy hallemos el limite de 5
Sustituyendo. (1) 9x, + h)F—4(y, + k)P =36 y (2) 9] — 4y} = 36.
', ! ; 4k 2y 4 4 .k 9x

Desarvollando y despejando :'(_r se obtiene -(ji— F‘:—;—;— y lim. e ﬁ;ﬁ —m

27
La pendiente en (3. peziiiniliy ) es M = — —9\—/2

6v'5 10

9. Hallar las pendientes de la tangente y de la normal a la curva p? = 2a% en el punto (2, 4).

Tomemos los puntos de la curva Py(xy, y) y O(x, + hoyy + k).

Sustituyendo, (1) (1, + k)2 = 2(x; + M obien, y? 4 2kyy 4 k? = 2x} + 6x3h + 6x./F + 2k
¥y(2) =25

Restando (2) del desarrolio de (1) se obtiene, 2ky, + k% = 6x2h + 6x/% + 20

k 6x] + 6xh 4 202 ok 6x}  3ad
Por tanto, T TR y lim. gy = g
’ k 12 ;
En el punto (2, 4), m = lim. e — 3. La pendiente de la normal vale — 3

10. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y? — 2x* en el punto (2, 4).

En el Problema 9 se vio que la pendiente de csta curva en el punto (2. 4) vale 3.
Por tanto, la ecuacién de la tangente es y — 4 — 3 (y —2), o bien, y = 3x —2.
La ecuacion de la normal es y — 4 = —}(x — 2}, 0 bien. x - 3y = 14.

11. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x* | 3xy — 42 4-2v—y +1 =0
en el punto (2, —1).

Aplicando la norma dada en el Problema 3,

T - N )
E "‘l'\‘ __'_ 3(_’1&‘1__"__'&‘ ) S— 4}:1.1- .i_ 2( X ‘i “l ) et ‘ ."__ '2'1[ ) + l = 0.

2 2



e

88

12.

13.

14.
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Sustituyendo x, = 2, y, = —1, resulta 3x + 13y + 7 = 0, ecuacion de la tangente de pendiente
—3/13.
s 13 .
La ccuacion de la normales y + | = 3 (x —2), o bien, 13x — 3y — 29 = 0.

Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente m tangentes a la elipse
(1) bt 4 alyr = a*h
Las ccuaciones pedidas son de la forma (2) y = mx + k.
Del sistema (1) y (2) se obtiene b2x% + a*(mx + k)* = a*h%
Desarrollando y reduciendo términos, (3) (b* + a*m?)x? + 2a*mkx 4+ a®k? — a®h? = 0.

Para que las rectas sean tangentes a la curva, las raices de (3) deben ser iguales, es decir, el dis-
criminante ha de ser igual a cero. Por consiguiente,

datnkt — 4B + a®m?) (a®k® — a*h*) = 0, o bien, k? = a®m® + b y k = +Va*m® + b
Las ecuaciones de las rectas de pendiente m y tangentes a la elipse son
y = mx -+ vVatm® + bt
Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse x* 4 4y = 100 paralelas a la recta 3x + 8y = 7.

La pendiente de la recta dada es —3/8. Luego las ecuaciones pedidas son de la forma

3 ; ;
y=—7X + k, siendo k una constante a determinar.

Resolviendo el sistema formado por esta ecuacion y la correspondiente de la elipse e imponiendo
la condicion de que las raices sean iguales, se deduce el valor de k. Asi, pues,

2
x2 + 4(— %—x i k) — 100 = 0, o bien, 25x® — 48kx + (64k* — 1.600) = 0.

Para que las raices sean iguales, el discriminante ha de ser cero, o sea, (—48k)? — 4(25) (64k?
— 1.600) = 0.

Resolviendo, 16k* = 625, k = + 243-. Luego las ecuaciones pedidas son y = — %x | 2;_,
o bien, 3x + 8y + 50 = 0. -
\q AY
(0.¥5
03] 3 %)
—*18
\%
o (109) X (1,0) %
3)(1183/150‘0

Problema 13 Problema 14

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (—2, —1) y sean tangentes a la elipse
5x2 4yt =5,

Sea Py(x;, ¥;) un punto de contacto. La ecuacion de la tangente es de la forma 5x,x + y,y = 5;
como el punto (—2, —1) pertenece a la tangente, —10x, — y, = 5. Por otra parte, el punto (x,, y,)
pertenece a la elipse, con lo que 5x? + y? = 5.

o ARG T Y
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Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene para (x,, y,) los dos puntos de contacto
2 5 .
(_- 33 (— %, — —17'(1) Sustituyendo estos valores en 5x,x + y,y = Sresultan, 2x —y +3 =0
y2x +3y +7=0.

15. Hallar, en el punto (—! 3), las longitudes de subtan-
gente, subnormal, tangente y normal a la elipse

Y
9x? + y? = 18,
Para hallar la tangente, aplicamos la férmula

9xx + yy = 18. P(-13)

—
/

-

Sustituyendo las coordenadas del punto

—9x + 3y = 18,0bien, 3x —y + 6 = 0. Luegom = 3.

Subtangente ST = —y,/m = —3/3 = —1.
Subnormal SN = my, = 3(3) = 9.

—
[=]
=
=,
£
o R
G
o
=
=
12}
5]
=1
"
o
~
i
<.
s |
]
-+ !
Il
S
ol
=
4/;-— -
(]
&
=
>y

Longitud de normal, PN = v/92 + 32 = 3/]0.

DEFINICION. El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cénica

cualquiera recibe el nombre de didmetro de la misma

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la

ecuacion del didmetro determinado por los puntos
medios de ellas es:

: T bx
Para la elipse s -+ = I, y=— g~
i 2a
Para la parabola »? = 4ax, =i
sd x? y? bix
Para la hipérbola P 1, y= e
Para la hipérbola xy = a? y = —mx.

Para el caso general de la conica ax? + 2hxy + by* + 2gx + Zfy + ¢ =0, la ecuacion del
diametro toma la forma (ax + hy + g) + m(hx + by + f) = 0.

2 2
16. Hallar la ecuacién del diametro de la elipse % + }4 = | correspondiente a las cuerdas de
1
diente —.
pendiente
Aplicando y = b I ion del diametro es y = 4x o bien, d4x + 3y =0
plicando y = — ——-, la ecuaci el di y = S5(1/3)" , 4 y = 0.

. Hallar la ecuacion del diametro de la cénica 3x? — xy — y*— v — p = S correspondiente a las cuer-
das de pendiente 4.

Aplicando (ax + hy + g) + m(hx + by + f) =0, siendo a =3, h=—}, b=—1, g =—4,
J=—}ye= —5 seobtiene 3x —3y—} + 4(—ix—y —}) = 0, 0 bien, 2x — 9y — 5 = 0.
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18.

19.
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Hallar la ecuacién del diametro de la parabola y? = 16x
que pase por los puntos medios de las cuerdas paralelas
a la recta 2x — 3p = 5.

La pendiente de la recta 2x — 3y — 5 = 0 es —i

Para la parabola »* = 4ax, la ecuacion del diame-

2 . . 8
troes y= TT' Luego la ccuacidn pedida es y = 33

o bien, y — 12 =0,

Hallar la ecuacién del didmetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las cuer-
das de pendiente 2.

La ecuacidn del didmetro de la hipérbola xy = a* que pasa por los puntos medios de las cuerdas
de pendiente m es y = —mx. Luego la ccuacion pedida es y = —2x.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las circunferencias siguientes en los puntos
dados:

a) x*+y?=251(34. Sol. 3x + 4y = 25; 4y — 3y =0.
by 2x* 4+ *—3x -+ 5r—2=0,(2,0). Sol. x+y—2=0; x—yp—2=0.
c) x4+ )yP—6x 4+ 8y—25=0,(—=21). Sol. x—y+3=0; x+y+1=0.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la elipse 23* - 3y*— 30 == 0 en el punto
(—3,2). Sol. x—y -5=0; v +y+41=0.

G S A

Hallar las ecuaziones de la tangente y de la normal a la clipse 3x® 4 41 — 6x + 8y —45 =0enel
punto (—3, —2). Sol. 3x 4y +11=0; x—3y—3=0.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parabola x®— 4y := 0 en el punto (2, 1).
Sol. x—y—1=0; x+yp—=3=0.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las hipérbolas siguientes en los puntos dados:

a) 6x*—9y? —8x + 3y + 16 =0,(—1,2).  Sol. 20x + 33y — 46 = 0; 33x — 20y + 73 = 0.

b) xX*—2y—p*—2x +4y+4=0,(2,—2). Sol. 3x+2y—2=0; 2x—3y—10=0.

¢) xy—4=0,(22). Sol. x+y—4=0; x—y=0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 5x2 — 4)? = 4 en los puntos de interseccion
con la recta 5x — 2y — 4 = 0, Sol. 5x—2y—4=0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola x? — 4y* — 12 = 0 que pasen por el punto (1, 4).
Sol. x—y+3=0; 19x+4 11ly—63=0.

Hallar los puntos de la hipérbola x* — 4y2 — 8 — O en los cuales las tangentes son perpendiculares
; 10v/34 4v34) [ —10V34 —4v34 )
alarectadx + S5y —2=0. Sol. (—-- 70T ) ( 7 17 ’
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ko 3 4 4x

. Hallar la pendiente de la curva y? = x* -+ 2x% en el punto (xy, ). Sol. lim. — =

h 2n
Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva del problema anterior en el punto (2, —4).

Sol. Sx +2y—2=0; 2x—5y—24=0.

a) Hallar las longitudes de la subtangente y de la subnormal a la curva y? == x® + 2x%en el punto
(2, —4). Sol. —8/5,10.

b) Hallar las longitudes de la tangente y de la normal a dicha curva. Sol. 4\/5£ 2v29.
Hallar la ecuacion de las tangentes a la hipérbola 2xy + y2— 8 = 0 de pendiente m = —2/3.

Sol. 2x +3y—8=0; 2x + 3y +8=0.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, asi como las longitudes de la subtangente y de la
subnormal, a la curva y* — 6y — 8x — 31 = 0 en ¢l punto (—3, —I).
Sol. x4+ +4=0;, x—py+2 -0; —I, 1|

Hallar la pendiente de la tangente a la curva 4x* — [2xy + 9y* — 2x 4+ 3y — 6 = 0 en un punto
cualquiera, (x,, y,), de clla. Sol. m = 2/3. Interpretar este resultado.

. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva 4y — 2)® — 3vy + 2x — 3y — 10 = O paralelas

alarectax—y+5=0. Sol. x—y—1=0; 4lx—4ly 4 39 =0.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares a la recta x — 2y = 7.
Sol. 2x +y—4=0; 2x 4y +4=0.

(En qué puntos de la elipse x* + xy 4 y*— 3 = 0 las tangentes son paralelas al eje x? (En qué
puntos son paralelas al ¢je 3?7 Sol. (1, =2), (—1, 2); (2, —1). (—2, 1).

¢En qué puntos de la curva x> — 2xy + y + | = 0 las tangentes son paralelas a la recta 2x + y = 57
Sol. (1,2) v(0.—1).

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (5, 6) y sean tangentes a la parabola
Po=dx Sol. x—y+1=0;, x—5y+4+25=0.

Demostrar que las tangentes a la parabola y? = 4ax en los extremos del latus rectum son perpen-
diculares, es decir. sus pendientes son -+ 1.

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la pardbela x* = 5y en el punto de abscisa 3.
Sol. 6x—5y—9=0; 25v + 30y — 129 = 0.

Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la parabola y* = 4ax son
b2 (m#0)
= mx -+ —, (m # 0).
Y m
Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia x* +4- y* = a@® son
y=mx +avm + 1.

Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipérbola h*x® — a*y? = a*b*
son y = mx + Va'm* — b2, y a la hipérbola b2x? — g%y? — —a?h?, y = mx + Vb* — a’m?.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 5x® + 7y* = 35 perpendiculares a la recta 3x + 4y
—12=0. Sol. 3y=4x L VI5T.

» Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 16x? — 9)2 = 144 paralelas a la recta 4x — y

— 14 =0. Sol. y = dx 82
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27.

28.

29.

31.

32.

33.

35.

37.
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La parabola y* = 4ax pasa por el punto (—8, 4). Hallar la ecuacién de su tangente paralela a la
recta 3x + 2y — 6 = 0. Sol. 9x + 6y = 2.

Hallar la ecuacidn de la tangente a la curva x* + »* = 3axy en el punto Py(x,, ,).
Sol. (y} —ax))y + (x] —ap)x = axyy,.

Hallar el valor de b para que la recta y = mx + b sea tangente a la parabola x?* = 4ay.
Sol. b= —am®.

Teniendo en cuenta el resultado del Problema 29, hallar la ecuaciéon de la tangente a la parabola
x* = —2y que sea paralela a la recta x — 2y — 4 = 0. Sol. 4x—8y +1=0.

Hallar la ecuacién del diametro de la hipérbola x2 — 4y* = 9 que pase por los puntos medios de las
cuerdas

a) de pendiente 4. Sol. x— 16y =0.
b) de direccién 3x — 5y — 2 = 0. Sol. 5x— 12y = 0.
¢) de direccion la tangente en (5, 2). Sol. 2x — 5y = 0.
d) de direccién la asintota de pendiente positiva. Sol. x—2y =0,

Hallar la ecuacion del diametro conjugado del de ecuacion x — 16y = 0 en el Problema 31 a).
Sol. 4x—y =0,

Hallar la ecuacion del diametro de la elipse 9x? + 25y* = 225 que pase por los puntos medios de las
cuerdas de pendiente 3. Sol. 3x + 25y =0.

Hallar la ecuacion del diametro de la parabola y? = 8x que pase por los puntos medios de las
cuerdas de pendiente 2/3. Sol. y=06.

Hallar la ecuacién del diametro de la elipse x* + 4y? = 4 conjugado del didmetro de la ecuacién
y = 3x. Sol. x+ 12y =0.

Hallar la ecuacién del diametro de la cénica xy + 2y* — 4x — 2y + 6 = 0 que pase por los puntos .
medios de las cuerdas de pendiente 2/3. Sol. 2x 4 11y = 16.

Hallar el diametro de la cénica x* — 3xy — 2y? — x — 2y — | = 0 que pase por los puntos medios
de las cuerdas de pendientes 3. Sol. Tx + 15y 4+ 7=0.

Hallar la ecuacién del diametro de la elipse 4x* + 5y = 20 que pase por los puntos medios de las i
cuerdas,

a) de pendiente —2/3. Sol. 6x — 5y =0.
b) de direccién 3x — Sy = 6. Sol. 4x + 3y =0.

Hallar la ecuacién del diametro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las
cuerdas de direccion x + y = 1. Sol. y=x.




CAPITULO 11

Curvas planas de orden superior

CURVAS PLANAS DE ORDEN SUPERIOR. Una curva algebraica es aquella que se puede

representar por medio de un polinomio en x e y igualado a cero. Las curvas que no se pue-
den representar de esta forma, como, por ejemplo, y = sen x, y = e*, y = log x, se llaman
curvas trascendentes.

Las curvas algebraicas de grado superior al segundo junto con las trascendentes reciben
el nombre de curvas planas de orden superior.

Para el estudio de las simetrias, intersecciones con los ejes y campos de variacion, véase
el Capitulo 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

Representar la curva y* = (x — 1) (x — 3) (x — 4).

Es simétrica con respecto al eje x, ya que la ecuacién no varia cuando se sustituye y por —y.

Los puntos de interseccion con el eje x son 1, 3, 4. Para x = 0, »* = —12; por tanto, la curva
no corta al eje y.

Para x < 1, todos los factores del segundo miembro son negativos, con lo que y es imaginario.

Para | = x = 3, yes real. Para 3 < x << 4, »* es negativo y, por tanto, y es imaginario.

Para x = 4, y* es positivo, con lo que y es real aumentando indefinidamente de valor numérico

a medida que lo hace x.

Formamos un cuadro de valores para determinar puntos de la curva.
y=+Vx—1)(x—3)(x—4).

x| ‘ 5 ' 2 | 25 |3 \ 4| 45 1| 5 l 55| 6
y | o] i|,37! £141 | £106 | 0 | 0 | £1,62 | +2,83 | +4,11 ] 45,48
y 1 vi |
|
4 I I
3 | 6t |
it | 54 [
1 | 4 [
ol 1y 2 J3 |45 6 ; _____ | __:-;___l____
-1 1] T 7y2
-2 | 123 ks e
4 | S i %
o T It
| |

Problema 1 Problema 2
Dibujar la curva x?y — 2x2— 16y = 0.

Corte con los ejes. Para y = 0, x = 0; parax =0, y = 0.
Simetrias. La curva es simétrica con respecto al eje y, ya que la ecuacién no varia al sustituir x
por —x. No es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al origen.

93
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2 2x2
$X2—16 (x—4x+49

i4l/

De (1) se deduce que y se hace infinito cuando x tiende a 4 y a —4, tomando valores mayores
y menores que estos. La curva existe nara todos los demas valores de x.

De (2) se deduce que no existe curva para 0 < y << 2. Cuando y tiende a 2, tomande valores
mayores que éste, x se hace infinito.

Las rectas x = +4 e y = 2 son asintotas.

Despejando x e y se obtiene (1) y =

If

y (2) x y——2

x| o| 41 j:2||i3

y| 0| —013 —067 —26

ﬂ_-4[+_5 :t6i:+:71-3 + oo

| koo | 56 | 36 | 30|2?

3. Representar la curva x® —x% + y = 0.

3
Despejando y, y =

-1

Para x = +1, y se hace infinito; luegox = 1 yx = —1
son dos asintotas verticales.
x:l

<]

do x aumenta indefinidamente, y también lo hace, y la

X
Expresemos y = = pory = x + o Cuan-

. x .

fraccidon e — tiende a cero. Por tanto, la recta y = x
x —

es una asintota de la curva. Para x > 1, una rama de la

curva estd situada por encima de la recta y = x; para

x << —1, la otra rama esta por debajo de y = x.

La curva pasa por el origen y es simétrica con respecto
a él. En la tabla siguiente figuran algunos valores de x e y.

X +1{2

y F1/6

41 :tl,SI. +2 7i2,5\ +3 I +4
0 [ co | +27 | £267 | £30 | +34 | 43

Esta curva también se puede representar por el método de la suma de ordenadas. Para ello,

x ; ; : ;
sean y; = x e y, = 1 Tracemos las graficas de estas dos ccuaciones sobre un mismo sistema

de coordenadas y, a continuacion, sumemos las ordenes, y; € y,, correspondientes a idéntica abscisa

4. Dibujar la elipse 2x? 4 2xy + y*— 1 = 0 por el método
de la suma de ordenadas.
—2x +V4x* —8x? 4 4
2
= — x4+ V1 —x2

Tracemos la recta y, =—x y la circunferencia
= +v1 —x% o bien, x* + 32 = 1. La elipse que re-
sulta es simétrica con respecto al origen.

Despejando y, y =

e | .. -
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5. Funciones trigonométricas. Dibujar la funcion y = sen x.

El angulo x ha de expresarse en radianes. (7 radianes = 1807)
i | i | |
| . | 4 7T 27 | Sn | ! T | 4 in S't RE
X 0 ‘ + ?] + 3 sk 7 = EY ! = S ! T | o e : + 3 l T = + T ’ o 3:2
sen x | Jro,s[ -+0, 87 +1 | 40,87 ‘ +0,5 | 0 | +0,5 . F0.87 ‘ F1 ! il T

Como los valores de sen x se repiten periodicamente, la funcidn sen x se llama periddica, siendo
el periodo igual a 27; asi, pues, la grafica de y = sen x se compone de tramos exactamente iguales,
uno por cada intervalo de 2 radianes. Como ademas sen (—x) = —sen x, la curva es simétrica con
respecto al origen, Existe para todos los valores de x, y para valores de y comprendidos, Unicamente,
entrey =ley=

Dec forma analoga se puede dibujar la grifica de y = cos x. Véase la linea de trazos de la figura.

; r | i o
PSR (PR VL PR PR Qe 2 g 30 9
x 0‘:b6 + 3 i2i3_l5fzin!j: |i H;z.i_,, +27
cosx | 1|08 | 05 | 0 —o,s‘—o,s?\ | —o87|—05| o | o5 | 1

Como cos x = sen(x + 7/2), un punto cualquiera de la curva coseno tiene la misma ordenada
que otro punto de la curva seno situado z/2 unidades a la derecha del primero. La curva es simé-
trica con respecto al eje vertical, ya que cos(—x) = cos x.

6. Dibujar la curva y = sen 3x.

! Cuando x varia de 0 a 27, 1a funcion sen x toma y
todos los valores de su campo de variacion. En ge-
neral, cuando x varia de 0 a 2z/n, o bien cuando nx
lo hace de 0 a 2m, la funcién sen nx (siendo n una
! constante cualquiera) toma todos los valores de su -"T_...__A___._ _____ S

campo de variacion. \

E En este problema n = 3, por lo que el periodo T\J /7 \‘_';
i de sen 3x es 27/3. \/ 3 \/ \

La curva es simétrica con respecto al origen. -1
Existe para todos los valores de x, y para los
valores de y comprendidos, unicamente, entre

—l £y =1l
i ) 0‘£!E|£ 23'!_:5:-1 -
N |6%3‘2 3;6'|'
1 | | | g
sen 3x 0[1[0,—1!0i1i0
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7. Dibujar la funcion y = tg x.

La curva es simétrica con respecto al origen, va que tg(—x) = —tg x.
El periodo de la funcion es m.
La funcién se hace infinito cuando x sea un multiplo impar de 7/2, y la curva toma todos los

valores de y comprendidos entre x = —n/2 y n/2. Existe para todos los demas valores de x e y.
” /4 | = i_l 0 ! Ed | n 7 7
2 4 ‘ 6 | 6 | 4| 3 |2
i —
tg x oo | —l | —0,58| 0 | 0,58 | 1 1,73 | o

LYy S |
I | | [ :
| 1 | ' 'i
1 | | E
i ' L3 !
| 9 ! > + i 2 | + > 1
- H %1 i X -n !-—121 B 11; 2] X !
! o | ~‘\ i
| | 'f \I 24 1 [ 3 ]
l ll i I | \ ’je
l | | 1
| | I |

o e

Problema 7 Problema 8
8. Dibujar la funcién y = sec x.

La curva es simétrica con respecto al eje y, ya que sec (—x) = sec x.

El periodo de la funcién es 27,

Como sec x = l/cos x, los valores de sec x se pueden hallar ficilmente a partir de una tabla
de valores de cos x.

Al ser el campo de variacion de cos x de —1 a +1, el correspondiente de sec x es el conjunto
de valores de —oca —1 yde | a +oc.

T T 2n
x 0|+ 3 + 5 o= 3 +n
secx | 1 ) oo —2 —1 :

9. Dibujar la funcién y = sen x + sen 3x por el método de la suma de ordenadas.

Y
0| ® T | & 2n | Sa
_ e A —_— — T
e 6 3| 2 3 6
senx | 0|05 (087! 1 | 087|05|0 Y
sendx | o | | 0o |{—1| o 110
°
e 1
6 3 2 3 6 | 3
senx | 05| —087|—1|—087] —05| 0

sen 3x —1 0 1 0 —1 0
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10. Funciones exponenciales. Dibujar la funcion y = a*, siendo @ una constante positiva y mayor que
la unidad.

Para concretar, supongamos a = 5. La ecuacidn a representar es y = 5%,

Para x = 0, y = 5° = |, Cuando x aumenta, y también aumenta. Para valores negativos de x,
5% es positivo pero disminuye de valor. Luego la curva estd situada, toda ella, por encima del eje x.

La curva no es simétrica ni con respecto a los ejes ni con respecto al origen. Para valores nega-
tivos de x, al aumentar x en valor absoluto, la curva tiende asintéticamente hacia el eje x.

X
Y
Y
54
20+
5+
10+
5--
=% &, 9 |
Problema 10 Problema 11

11. Dibujar la funcion y = e*.

El nimero e = 2,718 es la base del sistema de los logaritmos naturales o neperianos.

x| =3 | —2 | =1 |—05/0]05 ] 1 2
e | 0,050 | 0.135

0,368 | 0,606 | 1 | 1,65 | 272 | 7,39

La grafica de y = e~ es, como indica la figura, simétrica de la correspondiente a la funcion
¥y = e* con respecto al eje .

12. Representar la funcion normal de probabilidad y = e,
La curva corta al eje y a una unidad del origen, y no corta al eje x.

Es simétrica con respecto al eje y. El eje x es una asintota; cuando x — + oo, y — 0.
La curva esta situada, toda ella, por encima del eje x, ya que e ** = 0 para todos los valores de x.

x [ 0] 405 | +1 | 15| 42

y | 1] 078 | 037 | 011 | 002

13. Funciones logarirmicas

La grafica de y = log, x, llamada curva logaritmica, difiere de la correspondiente a la funcién
¥ = a* en la posicién relativa de los ejes. En efecto, ambas ecuaciones se pueden escribir en la misma
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forma, exponencial o logaritmica. Sea, por ejemplo, v
a = 10 y dibujemos la funcion
1--
W= ]Ugml', (0 hien, X = lOy) /
Como x no puede tomar valores negativos, toda 1 % 3 P
la curva estara a la derecha del eje y. Para valores
positivos de x << 1, y es negativa, Parax = 1,y = 0.
Al aumentar x, y también aumenta. La curva no -1t
tiene simetrias. El eje y es una asintota.
x |of ‘ 304|510
v |—1] —030 | 0 030 048 060|070 1
‘.
14. Dibujar la funcién y = loge (x* —9). | v
|\ |
[
Paray = 0, log. (x* — 9) = 0, de donde, x* —9=1, ; 51 |
x = +1+/10. La curva no corta al eje y. | 4 |
o | a3 ‘
Para |x| < 3, y es imaginario. Si |x| = V10, y es | 2 |
positivo. Para 3 < |x| < V10, y es negativo. Las rectas ! "Ta I
x = 4-3 son dos asintotas. & 54 B SRR IR N DO a7
=14
[
La curva es simétrica con respecto al eje y. l -11 I
-3+ 1|
[
x| £31 | £32] 435 4 | £5 |+ |
y | —049 | 022 | 118 | 195277329

15. Ecuaciones paramétricas. Algunas veces conviene expresar x € y en funcion de una tercera variable
o parametro. Las dos ecuaciones de x e y en funcion del parametro se [laman ecuaciones paramétri-
cas. Dando valores al parametro se obtienen pares de valores correspondientes de x ¢ y. Uniendo
los puntos asi determinados resulta una curva, que es la representacion grafica de las ccuaciones

paramétricas.
S ¥
Dibujar la curva x = 2¢, y = —:i 5 k
] 6
| k4 | k12 | k1| 42| 43 | 44 s}
x| £1/2 il +2 +4 | iﬁ ‘ +8 2
= = i =TE B, e e e — -
y +8 | +4 +2 +1 \ {2;3 ‘ +1/2 —_ 2: 4 6 8 X
La curva es simétrica con respecto al origen. Los s
cjes x e y son dos asintotas. ik
-8
Eliminando ¢l parametro ¢ se obtiene la ecuacién de la
curva en coordenadas rectangulares, xy = 4. Esta es la
ecuacion de una hipérbola equilatera cuyas asintotas son
los ejes coordenados.
Para eliminar el parametro ¢, sustituimos ¢ = Seny= %, es decir, y = TR o bien, xy = 4.
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16. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x — i,y =18
| =3 [ —2 | <1 o 1 2] 3 AY
x| 45 | 2 ! 0,5 ‘ 0|05 | 2] 45 :
y| =675 —2 | —025| 0025 | 2| 675 i
2
Eliminando 1, la ecuacion de la curva en coordenadas rectan- 1
gulares es 2y® = x3, que es una parabela semictbica. La curva es NI 3 4 & ¢ X
simétrica con respecto al eje x. :;
o -3
climinemos el parametro ¢: -4
De x = 12 0 2x = 1%, se obtiene (2x)® = (12). -51

De y = 11 0 4y = 1%, se obtiene (4y)? = (1¥)2
Luego (2x)® = 1% = (4p)?, o bien, x* = 22,

-7

17. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x =t + 1, y = 1(1 + 4).

i |8 —4'--3ﬁ~2|—|i
£E lhmeied et S ¥ e ¥ e d

x| —4
=T =N

_!_-’-_

1_3
Islo

Eliminando el parametro 1, la ecuacién en coordenadas rectangulares es y = x? 4 2x — 3, que

¢s una parabola.

Y4 ‘i
ol 3
3

>y

Problema 17

Problema |

g

>y

18. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 2 cos 8, y = 4 sen f.

2107 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

| 1,

6 {07307 60 120‘*‘? 150" [
; _7_ | f? TIT|—_| i_l 7| _2 |_1 —; _] 0 ‘ I_ 3
vlof2]3s) 4\35' 3. | 6 | —g]-33 —4\_15|-—2| 0

K

xf% y2

Eliminando el parametro €, la ccuacion en coordenadas rectangulares es x “F 8= 1, que

representa una elipse.

Eliminemos ¢l parametro (:

X2 ¥t

_ 2) _ Y DO % .
cos ) = 2 ysenO-— -. Luego cos?0 — sen?f = | 7 T 6
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19. La posicidn, con respecto al tiempo t, de un proyectil lanzado con una velocidad inicial ¥, que forma
con la horizontal un angulo 6 viene dada por las ecuaciones x = (¥, cos )1, y = (¥, sen O)t — Lgr2,
siendo g la aceleracidn de la gravedad-igual a 9,8 metros por segundo en cada segundo (m/s*)— y en

las que x e y se expresan en metros (m) y ¢ en segundos (s).
Dibujar la trayectoria de un proyectil siendo 6 = arc
cos 3/5 y ¥V, = 40 metros por segundo (m/s). Para ma-

yor facilidad de calculo, témese g = 10 m/s% v
Como sen 0 = —2— se tiene, x = 721,
y = 961 — 1612, 60
; A
rlo| 1| 2] 3] 4] 5| 6 s
x| o[ |4 |72 es | 10| 1 e 5
y 0\27|4a s1 | 48 | 35| 12
5y2
Eliminando ¢, y = %{ — %—. que es una parabola
de eje vertical. La ordenada del vértice es 51,2 metros, y el alcance maximo 153,6 metros.
2 . 2at? 2ar®
20. Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = T y= LT
Para t =0, x =0 e y = 0. Para todos los valores de t positivos 3 I
y negativos, x es positivo o cero; y es positivo para ¢ > 0 y negativo |
para t < 0. La curva es simétrica con respecto al eje x. % |
|
. 2ar® 2 |
Si ponemos x = PaT 2a — -ra—i—i—-, se observa que cuando ¢ a 1|
aumenta indefinidamente, x tiende hacia 2a, y el valor absoluto de y : s
crece también indefinidamente. Luego x = 2a es una asintota vertical. © 231 X
~a |
e | o] &1 | +2 \ +3 | 44 |
x| 0| a| 16a| 18a| 19a -Zaf |
y | 0| £a| +32a| +54a | +7.5a 4 |l
Eliminando ¢, se obtiene la ecuacion en coordenadas rectangulares y*(2a — x) = x3, que repre-

21.

senta la Cisoide de Diocles.

Representar la funcién
X = acos®l, y = asen®0,

Como cos(—0) = cos 6 y sen (—0) = — sen 0, esta curva
es simétrica con respecto al eje x, y como sen (180° — ) = sen 0
y cos (180" — fl) = — cos 0, también lo es con respecto al eje y.
Teniendo en cuenta que tanto el seno como el coseno son siempre
menores que la unidad,

-—aEx=a Yy —asy=sao

00| 30°| 60°| 90° | 120° | 150° | 180°
x|a 065|013 0 |—0,13 —065a —a
S =it | e T
y |0 |03 065a| a 0,65a\ 013a| 0
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Eliminando 0, la ecuacién de esta curva en coordenadas rectangulares es x*3 1 y¥/3 — 23, q‘l;n: re-

presenta una hipocicloide de cuatro 16bulos.

Eliminemos el parametro 6:

(x/a)*® + (pla)*® = (cos*O)*P + (sen®0)*® = cos*f + sen®0 = 1, o bien, x¥? 4 23 = 23,

Representar la curva

|
101 I e

2a

x = a(f — sen 0),

v = a(l — cos ). i
Para 0 =0, x=0, y=0.
Para 6 = 180°, x = ma, y = 2a. S ——
Para 0 = 360°, x = 2na, y = 0. a a8 3 4a 53 X
6 0| 30°| 60° 90" | 120" | 150° | 180°| 210" | 240" | 270° { 300° | 330" | 360"
x| Q |0,02a| 0,184 |0,57a | 1,2a | 2,la | na | 4,2a | 5,1a | 5,7a | 6,1a | 6,3a | 2na
y| 0 ]0,13a| 0,5a a 1,5 | 19a | 2a | 1,9a | 1,5a a 0,5¢ |0,13a| 0

Eliminando el parametro 0, la ecuacién de esta curva en coordenadas cartesianas es x — g arc

a—)

o08 ——=- v/2ay — y*%, que representa una cicloide.

Eliminemos el parametro 6:

De y = a(l — cos 0) se obtiene, cos § = -E-}X , de donde 6 = arc cos 2

==

,ysen 0 =

7 ; a— e
Sustituyendo en x = afl — a sen 0 se tiene, x = a arc cos —a-y--- — \2ay — )y~

Expresar en forma paramétrica la ecuacion x* + 3xy + 3y* —ax = 0.

Haciendo y = tx, resulta x* 4+ 3x% + 3x%% —ax = 0.

Dividiendo por x se obtiene, x + 3xt + 3xt? —a = 0.

a

Despejando x, x = — oy =

T3+ 1°

Ix

at

K TCI B P

PROBLEMAS PROPUESTOS

Representar las funciones de los Problemas 1-14.

(y*—4)x —9p = 0.
y=&+1(x+2)(x—2).
P=x+DHkx+2x—2).
144 — x) = 3.

X —x% +4y = 0.

xfy —3xF—9y = 0.

xy +4y—8 =0

x2+2xy —4 £y =0

9.

10.
il.
12,
i3.

14.

Y= w—m—a

dx?— 12x —dxy + y* + 6y —7 = 0.

x?—4

o x—4 =
- B

X4 4x2 4 2 — 42 = 0.

xpPP—xy—2x—4 =0,

NS D — 213,

V2ay —y2
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15.
16.
17.

23.
24,
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Representar las funciones de los Problemas |3-22.

y = 2 sen 3x. 18. y = cos(x — z/4). 21. y = 3cos %(x —1).
y = 2sen x/3. 19. y == 2:sec x/2: I

22. y = — csc3x.
y =tg 2x. 20. y = cot(x -+ =/3). 3
Representar las funciones de los Problemas 23-28.
y = arc sen x, 25, y = 3 arccos x/3. 27. y = arccsc 2x.
y = 2 arc tg 2x. 26. y == arc scc X, 28. y = arc cot x/2.
Representar las funciones de los Problemas 29-35.

ex —X

y = 2e%, 3. y =10+, 33, y=log,, VP —16. 35. y= —';—"”—
y =4 32. y = log(3 + x). 34. y = log. V2T —x* Catenaria.

Representar las funciones dadas en los Problemas 36-49 por el método de la suma de ordenadas.

36. 4x*—d4xy 4+ P —x = 0. 43. y = x/2 + cos 2x.
37. x*—2xy -y x—1=0. 44, y = e | 2ex2,

38, 3x2—2xy 4+ 12 —5x 4y +3 =0. 45. y = sen 2x -+ 2 cos Xx.
39, x242xy +yt—4x —2y = 0. 46. y = xsen x.

40. 2x* + > —2xy—4 = 0. 47. y:e—”?cos%
41. y = 2 cos x + sen 2x. 48, y = xe*%.

42, y = ex® 4 X2, 49. y = x —sen ?

Expresar en forma paramétrica las funciones de los Problemas 50-55, teniendo en cuenta el valor
que aparece de x o de y.

80. x—xy=2, y=1—1. Sol. xr-—-%, y=1—1
0
51. x*—4y?* = K% x = Ksecf. Sol. x=Ksecl, y= K_tzg_
; 6t 612
52. x* 4+ ¥ = 6xy, y=1x. Sol. x = T—_i:—IT,- = -—l—-*:!.—d.
53. x*—2xy + 2y? = 2a%, x = 2acosl. Sol. x = 2acost, y=a(cosit -+ sent).
t t a®
2 2 — 2 = — — s » . = _ ] = — "
54. X*y + by —a®x =0, x bcotz. Sol. x bcotz, ) % sen t
55. x*¥ 4 ¥ = g¥3  y = agsen®f. Sol. x = acos*l, y = asen®.
Eliminar el pardmetro de las funciones de los Problemas 56-59 y hallar sus ecuaciones cartesianas,
56 6 bg 0 Y
. x=asecfll, y=>btghf. Sol. R
x -+ 1)? 2)?
57. x =2cos 0 —1, y=3senfl —2. Sol. (r: ) +(y~; ) =}
58. x =1lcost, y = cos2t Sol. y =8x*— 1.
3am Jam?
5. x=-—— = sol.  x® = 3axy.
Y=g1m YTLm Sol.  x* 4 y* = 3axy




61.

62.

63.

65.

71.
72.
73.
74.
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Se lanza un proyectil desde un punto 4 con una velocidad inicial de 1.000 metros por segundo (m/s)
formando un angulo de 35° con la horizontal. Hallar el alcance del proyectil y la duracién de la
trayectoria. Sol. 95.800 m, 118 s.

Hallar el angulo con el que se debe lanzar un proyectil a una velocidad de 400 metros por segundo
(m/s) para que su alcance sea de 12.000 metros (m). Hallar, asimismo, la duracién de la trayectoria.
Sol. 23°42"; 328s.

Se lanza un proyectil con un angulo de elevacidon de 60° y una velocidad inicial de 800 metros por
segundo (m/s). Hallar el alcance y el vértice de la trayectoria. Sol. 56.500 m, 24.500 m.

Representar las curvas cuyas ecuaciones paramétricas son las indicadas en los Problemas 63-70.

l 1
x=4cost, y=4dsent. 67. x = y_m,

I <™

x=t+—, y=1——. 68. x=1+1 y=4r—1.

x=082+2 y=0—1. 69, x =sent +cost, y=cos2
x=4tgh, y=4sech. 70, x =0 —senfl, y=1-—cosf.

Representar la curva cuyas ecuaciones parameétricas son x = 8 cos®d, y = 8 sen®l.
6¢ 612
1+ Y= 4+

Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4 tg 0, y = 4 cos®f.

Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x ==

Representar la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = 4sen ), y = 4tg 6(1 4 sen 0).



CAPITULO 12

Introduccion a la geometria analitica en el espacio

COORDENADAS CARTESIANAS. La posicion de un punto en un plano se define por medio
de las dos distancias de éste a dos ejes que se cortan y que, normalmente, son perpendiculares
entre si (rectangulares). En el espacio, un punto se determina mediante sus distancias a tres
planos perpendiculares dos a dos y que se llaman planos coordenados. Las distancias del
punto a estos planos se denominan coordenadas del punto.

Las rectas de interseccion de los planos coordenados son los ejes OX, OY y OZ que se
llaman ejes coordenados y cuyo sentido positivo se indica mediante flechas. Los planos coor-
denados dividen al espacio en ocho octantes nume-
rados de la forma siguiente: el octante | estd limi-
tado por los semiejes positivos; los octantes 11, 111
y 1V son los situados por encima del plano xy
y numerados en sentido contrario al de las agujas
del reloj alrededor del eje OZ. Los octantes V, VI, S L
VIl y VIII son los situados por debajo del plano xy,
correspondiéndose el V con I, etc.

Z

En la figura adjunta, las distancias SP, QP ok o A X
y NP son, respectivamente, las coordenadas x, y y z e SO M
del punto P, y se representan por (x, y, z), o bien, ol T f
P(x,y,2). / N

La distancia OP del punto P al origen O es
OP = +/ON* f NP* = /OM? + AN NP = /x® + )* + 2
Luego si OP = p, se tiene p* = x* 4+ y* 4 z%

ANGULOS DE DIRECCION Y COSENOS DIRECTORES

Sean a, f# y y los angulos que OP forma con los ejes OX, OY y OZ, respectivamente.
Se verifica,
X=pcosa, y=@COSf, zZ= pcCosy.

Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro,
x? 4 ¥+ 22 = ¢* = p? cos’a + o® cos’f + o cos?y,

o bien, 1 = cos®a + cos®8 + cos?y.

-

z
» COSy = —,
e

ra|

. . . X
También se verifican las relaciones cos a = P cos f =

. x ¥ ¥
o bien, cosa= — S f = ——m——, oSy = ———
’ 7 ol o ol g Vb gt ot J Vx4 2 4 22

Los angulos a, 8 y y son los dngulos de la direccion de OP y sus cosenos se llaman cosenos
directores de OP.

104




INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO 105

Si una recta no pasa por el origen O, sus angulos de direccion a, # y y son los que forman
con los ejes una recta paralela a la dada que pase por O,

COMPONENTES DE UNA RECTA. Tres nimeros cualesquiera, a, b y ¢, proporcionales
a los cosenos directores de una recta se llaman componentes de la misma. Para hallar los
cosenos directores de una recta cuyas componentes son a, b y ¢, se dividen estos tres numeros

por ++a® + b* + ¢ Se tomara el signo adecuado para que los cosenos directores tengan
el que les corresponde.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. La distancia entre
dos puntos Py(xy, ¥1, 21) ¥ Pa(Xy, Vs, 25) €5

d=V(xg— X! + (Y2 — ) + (2. — 2

DIRECCION DE UNA RECTA. Los cosenos directores
de PP, son

cos R B
a = S —
VE— 2 + (a— ) + @ — 2P
. e 4
COS e s TR B
g Vs — X + (s — y)? + (22 —z,)
Cosy = - "T—'-:—::;-..—_—E___,‘Z_E._,_.__ — Vv

Vixe—x + (e —31)? + (22 — 21)* ’

PUNTO DE DIVISION. Si el punto P(x,y,z) divide a la recta que une Pyxy, y;, z;) con

- r :
Py(xy, vs, z,) en la relacidn P;Jz = se verifica,
T e TR VY o S e 0
T+r * 7= 17 * ° 1 r

ANGULO DE DOS RECTAS. El dngulo de dos rectas que
no se cortan se define como el angulo de dos rectas
que se corten y sean paralelas a las dadas.

Sean OP, y OP, dos rectas paralelas a las dadas
pero que pasan por el origen, y 0 el dngulo que forman.
Del tridngulo de la figura se deduce,

o1 “f"' 92_d2

cos f =
20102

Ahora bien, o = x2 -+t + 22, 02 = x} + )3 + 2,
y d* = (x5 — x,)®* + (y2 — P + (z; — z,)% Sustituyendo y simplificando,

X1Xp + ViVe + 232
0102 '

cos f =
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. Xy X
Ahora bien, _0 = CO0S a,, (—2 = CO0s a,, etc. Por tanto,
0y )y

cos 0 = cos a, cos a, + cos fi; cos f; -+ €OS ¥, COS y,.
Si las dos rectas son paralelas, cos 6 = 1y, por consiguiente,
ay=ay, fy=PFs 1=y,
Si las dos rectas son perpendiculares, cos f = 0, con lo cual

COS a, COS a, + oS fi; cos f; -+ cos y,; cos y; = 0.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Representar los puntos siguientes y hallar sus distancias al origen y a los ejes coordenados: A(6, 2, 3)
B(8, —2, 4).

£}

04 =6+ 28 +3=7
Aa=+v3 +22 =13
Ab = /6 -- 3T = 3V5
Ac = V6 +2* = 2V10

OB = V8 | (2 + 4 = 2v/21
Ba = V& (=2 = 2V/5

Bb = V8 + 4 == 45

Bc = V8 4 (—2) = 2v17
Hallar 1a distancia entre los puntos Py(5, —2, 3) y Py(—4, 3. 7).

d=V(x,—xP +s—y)P + G—2)f = V(—4— 52 + (3 + 2 + (T — 3¢ = V122

Hallar los cosenos directores y los angulos de direccion de la recta que une el crigen con el punto
(—6, 2, 3).

Xg— X
cosa = B e T e e i T a0
VI(xg— x1)% + (o — ) + (zy— 2,)?
- —f%—=0 5
V6—0R +~(2--0F+(3—o0p 1’
6,23 f
roa lo que a = 149°,
ol BN, Al

2 o ’
7 S ——-7,c0n}oquc§=7324.

cos y = T*T:‘ = 3:0 = %—,conloquey=64”3?'.
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Demostrar que las coordenadas del centro geométrico (baricentro o centro del area), es decir. el
punto de interseccion de las medianas, del triangulo de vértices A(x,. 3y, ;). B( Koy RiZ) Ol g Vae 7)) SOR
T XatX Vet Zi+2i+32
3 ' 3 ’ 3 g
Las medianas del triangulo 4BC se cortan en un
AP BP cr 2
unto P(x,y,z) de forma =S e = e == o SH P,
DR SRS PeiEmRiIe ) g i o
Las coordenadas del punto D son
(_—"e t+ X3 Vet Vs 2zt
2 7 2 7 2

C(x)-Y!-.‘::]'

Luego las coordenadas del punto P, que divide a AD 5 A
. AP 2 X
en la relacion r = —— = -, son
P 1 b
Xg +.X

'xl:r(22a) Y Yo + X o -

' P, T W R Analogamente, y = Y1 T Ve 1 Vs — Attt .
| +r 3 2 3 3

Hallar los cesenos directores y los angulos de direccion de una recta cuyas componentes son 2, —3, 6.
2 2 . . —3
= =, = 73°24". cosfl = —

6
e O ) 3 = IISIZBF COS Y = —, )y = R
Va9 +36 7 7o =T

cosa —

Demostrar que la recta determinada por los puntos A(5, 2, —3) y B(6, 1, 4) es paralela a la que une
C(—3.—2. —1) y D{(—1,—4,13),

Las componentes de ABson 6 — 5, 1--2,4 + 3, 0sea, I, —1,7.
Las componentes de CD son —1 + 3, —4 + 2, 13 + 1, o sea, 2, —2, 14.
Si dos rectas cuyas componentes son a, b, ¢ y @' b’ ¢’ son paralelas, _‘f:_ = —E = —(—,-.
a fry
2 —2 14
Por tanto, como TS = 7 ambas rectas son paralelas.

Dados los puntos A(—ti1, 8, 4), B(—1, —7,—1) y C(9, —2, 4), demostrar que las rectas AB y BC
son perpendiculares.

Las componentes de AB son —1 + 11, —7 — 8, —1 — 4, ¢s decir, 10, —15, —5, o bien,
2, —3, —1.
Las componentes de BCson 9 + 1, —2 + 7.4 - 1, es decir, 10, 5, 5, o bien, 2, 1, I.

Si dos rectas, de componentes a, b, ¢ y @', b', ¢, son perpendiculares se verifica, aa’ + bb' -+ c¢’= C.
Sustituyendo, (2) (2) + (—3) (1) + (—1) (1) = 0. Por tanto, las rectas 4B y BC son perpendiculares.

Hallar el angulo ) formado por las rectas AB y CD siendo A(—3. 2, 4), B(2, 5, —2), C(1,—2,2)
y D(4, 2, 3).

Las compenentes de ABson 2 + 3,5— 2, —2-—4, o bien 5, 3, —6.
Las componentes de CD son4 — 1,2 4 2,3 —2, o bien, 3,4, 1.

. 5 5 ; 3 —6
Los cosenos directores de AB son cos a = e = — =, C08 = ——, ey =rc=,
V25 4+9436 70 3/ 70 V70
. . 3 3 ,
Loscosenos directoresde CDsoncosay = — o = COSf§; = ——,COS Y, = —

VoL 16+1 7% V26 V36
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Por tanto, cos f = c¢os a cos a, + cos  cos fi; + cos y cos y;

5 3 3 4 6 |
= 4 — = — - —— = 0,49225, de donde 0 = 60°30,7".
V70 V26 V70 V26 V10 V26

9. Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos ,1‘4)

_vértices son A(3, —1,4), B(l,2,—4), C(—3,2, 1). AR

Cosenos directores de 45 = __2,, —L, :-—_:8L ;
VIT V17 V77

. —4 5

Cosenos directores de BC = (—_, 0, —-:). _

VAl 4l _323} %
g
Cosenos directores de AC = (:E ;, :I_)
Ve V6 V6

A

Nota. Los cosenos directores de la recta AB son

opuestos de los cosenos directores de BA. )7 X 5{1‘2‘

= G 3 1 R e, 15
cosAdA=——"—4+5=+—"—=w+t+—="—== =3 A= 45044, s

VIT V5 Vi1 V6 VIT Ve V62

2 —4 3 8 5 32

cOs B e + TF-= O + et T e meeee B = 55°|6, 9‘.

V1T V41 /77 V77 VAl /3157
cos C = — 2 = .4 _77'—- C = 78°58, 4'. A+ B+ C = 180°

_;'——_+0+—‘2‘—_.= —y
V4l V6 V4l V6 V246
10. Hallar el area del triangulo del Problema 9.

El area de un tridngulo conocidos dos de sus lados, b y ¢, y el angulo que forman, 4, es igual
a ibcsen A.

Longitud de 4B, ¢ = /77, longitud de AC, b = 3V/6.
Por tanto, area = 3(3v/6) (V/77) sen 45° 44,7 = 23,1 unidades de superficie.

11. Hallar el lugar geométrico de los puntos que disten r unidades del punto fijo (x4, ¥y, Zo)-

Vx—xo! +(y —yol! + (e — 2 =r, 0 bien, (x—xo)* + (¥ —yo)* +(z—2)* = r%, ecua-
cion de una esfera de centro en (x,, ¥, 2,) ¥ radio r.

La forma general de la ecuacion de una esferaes x2 4-y? + 22 +dx + ey +fz +g = 0.
12. Hallar la ecuacion de la esfera de centro (2, —2, 3) tangente al plano X'Y.

Como la esfera es tangente al plano XY su radio es 3. Luego,

V(x—2)® + (¥ + 2)* + (z — 3)* = 3. Elevando al cuadrado y simplificando, x* + y? 4- z2 — 4x
+4y —6z48=0.

13. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la esfera x* 4 3% + 2> — 6x + 4y — 8z = 7.
Completando cuadrados, x* —6x + 9 4+ y* +4y +4 + 22— 8z 4 16 = 36
o bien, (x — 3 +(y + 2)* + (z —4)* = 36.
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15.

16.

17.
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Comparando con la expresion (x — xo)® + (¥ — yp)* 4+ (z — zp)® = r? se deduce que el centro
tiene de coordenadas (3, —2, 4) y el radio de la esfera en cuestion es 6.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al punto fijo (2, —3, 4) son ¢l doble de la
correspondiente al (—1, 2, —2).

Sea P(x, y, z) un punto genérico cuaiquiera del lugar. Entonces,

Vix—2P+ @+ +C— =2V + 1P+ —2F +( + 2~

Elevando al cuadrado y simplificando, 3x% + 3y* 4 322 4 12x — 22y + 24z ++ 7 = 0, que es
11

una esfera de centro (—2, 3

) —4) y radio r = i— V70.

Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta que une los puntos (2, —1, 3) y (—4, 2, 2) en
su punto medio.

Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del plano. Entonces,
VE A O— =D = Ve O T E—
Elevando al cuadrado y simplificando, 6x — 3y + z 4+ 5 = 0. Esta es la ecuacién del plano

cuyos puntos equidistan de los dos dados. El plano corta a los ejes en los puntos (—5/6, 0, 0),
(0, 5/3,0) y (0, 0, —5), y a la recta dada en (—1, 1/2, 5/2).

Problema 15 Problema 16

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distaucias a los dos puntos fijos (0, 3, 0)
y (0, —3, 0) sea igual a 10.

Sea P(x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces, FP + PF' = 10, o sea,

Vix—O0F +(/— 3P+ — 0 + V(x —O0F £ (v + 3+ —0F = 0.

Pasando uno de los radicales al otro miembro y elevando al cuadrado se obtiene, después de
reducir términos, 3y + 25 = 5V/x2 + 12 4+ 6y + 9 + 22

Elevando al cuadrado y simplificando, 25x% 4 16)* | 25:2 = 400, que representa un elipsoide
de centro el origen.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancia a los dos puntos fijos (4,0, 0)
y (—4, 0, 0) sea igual a 6,
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18.

19.

20.

21.

22.
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Sea (x, y, z) un punto genérico cualquiera del lugar. Entonces,
Vix— 4P +(y—0)F + (z — 0P — V(x —4) + (y — 0) + (z —0)2 = 6,
o bien, V(x2—8x + 16 +p* + 22 =6 + Vx2 - 8x + 16 + )2 + 22,

Elevando al cuadradc de nuevo y simplificando, 7x* — 9y® — 9z% = 63, que representa un hiper-
boloide de revolucion alrededor del eje x.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje z sean tres veces la correspondiente
al punto (—I1, 2, —3).

Distancia al eje z = distancia al punto (—1, 2, —3).

Es decir, VXE 4 =3V(x + 1)E 4 (y —2F +(z + 3

Elevando al cuadrado y simplificando, 8x? + 8y* + 9z + 18x — 36y + 54z + 126 = 0, que es un
elipsoide.

Demostrar que los puntos A(—2, 0, 3), B(3, 10, —7), C(1, 6, —3) estan en linea recta.

Componentes de 4B = 5,10, —10, o bien, 1,2, —2; componentes de BC = —2, —4, 4,
o bien, —1, —2, 2.

Como las componentes son proporcionales, las rectas son paralelas. Ahora bien, como B perte-
nece a ambas, A8 y BC seran una misma recta y, por consiguiente, los puntos dados son colineales.
Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidisten de los puntos fijos (1, 3, 8), (—6, —4, 2),
3,2, 0.

Sea (x, y, z) un punto genérico que satisfaga las condiciones del problema.

Entonces (1) (x— 12 +(y—32+(z—8P =(x+62 +(y +4? +(z—2)

y 2 G—1P+(y—3P+E—8=(x—3+(y—27¢+(=—Ix

Desarrollando y simplificando, se obtiene, (1) 7x + 7y + 6z — 9 = 0y (2) 2x — y — 7z + 30=0.

Solucion: Ix + 7y +6z—9=0y2x—y—7z 4 30 =0.

Demostrar que el triangulo A(3, 5, —4), B(—1, I, 2), C(—5, —5, —2) es isosceles.

Longitud de AB = V(3 + 12 +(5— 1)? + (—4 —2)2 = 2V/17.
Longitud de BC = V(—5 + 1)E + (—5 — 1) + (—2 —2)* = 2V/I7.

Longitud de AC = V/(—5—3)2 + (—5 — 5 + (—2 + 4)* = 2v/42.
Como AB = BC = 2v/17, el tridngulo es isésceles.
Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos A(5, 1, 5), B4, 3, 2), y C(—3, —2, 1), son los
vértices de un tridngulo rectangulo.
1. Aplicando el teorema de Pitagoras, AB = \/(5 —4)* + (I — 3)2 + (5—2)* = \/14.
BC=V(@ +32+03+28+2— 12 =V75

CA = V(B3 —5F +(—2—1F +(1—5* = V89
(AB)? +(BC)t = (CA)%, 0 14 4 75 = 89,




TS

INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA EN EL ESPACIO 11

2. Demostrando que AB y BC son perpendiculares.

Cosenos directores de AB, I_— —_i -—é_,-.—.. Cosenos directores de BC, i_ —-5.—_, I —.
VId V14 V14 53 5vV3 5v3
1 7 2 5 3 l 7—10+43
COSB:'—r:.‘—_‘—‘ — = e il e = - =
V14 5v3  VI4 5v3 0 V14 5(3 5v42

De otra forma: La suma de los productos de las componentes de las dos rectas es igual a cero.
() +5(—2) + 13) = 0.
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Representar los puntos(2, 2, 3),(4, —1, 2),(—3, 2, 4),(3, 4, —5), (—4, —3, —2),(0, 4, —4), (4, 0, —2),
(0,0, —3), (—4,0, —2),(3,4,0).

2. Hallar la\_distarﬂc_ia del_origen a Ioa_puntos del Problema 1. -
Sol. V17, V21, V29, 5v2, v29, 4v2, 2v/5, 3, 2V5, &.

3. Hallar la distancia entre los parcs de puntos siguientes:

(@ (2,53)y(=3,21). Sol. /38,
(b) (0,3,0)y(6,0,2). Sol. 7.
) (—4,—2,3)y(3,3,9). Sol. V/'T8.

4. Hallar el perimetro de los tridngulos siguientes:
a) (4,6,1),(6,4,0),(—2,3,3). Sol. 10 + /74,
by (=31, —2:0 %—=3ib—4,.—1. —1) Sol. 20 + V6.
c) (8,4,1),(6,3,3),(—3,9,5). Sol. 14 4+ 9v2.

5. Representar los puntos siguientes y hallar la distancia de cada uno de ellos al origen asi como los
cosenos de la direccion que con él definen.

a) (—6,2,3). Sol. 7, cosa= —6/7, cosf =2(7, cosy =13/T.
by (6,—2,9). Sol. 11, cosa = 6/11, cosf = —2/I1, cosy = 9/ll.
¢) (—8,4,8). Sol. 12, cosa= —2/3, cosff =1/3, cosy = 2/3.
d) (3,4,0). Sol. 5, cosa=3/5+cosf =4/5 cosy=0.
e) (4,4,4). Sol. 4v/3, cosa = 1/V3, cosp = 1/v/3, cosy = 1/V3.
6. Hallar los angulos de direccion de las rectas que unen el origen con los puntos del Problema 5 a),
d)y e).

Sol. a) a = 148°59,8', B = 73°239', y = 64°37,4".
d) a=5378, B=36°522, y=90°.
e) a=p=y=>54%44,1"

7. Hallar las longitudes de las medianas de los triangulos cuyos vértices son los que se indican. Dar el
resultado de las medianas correspondientes a los vértices A4, B, C, por este orden.

a) AQ2,—3,1), B(—6,5, 3), C8, 7, —7). Sol. V91, /166, V217.
b) A(7, 5, —4), B3, —9, —2), C(—5, 3, 6). Sol. 2v/4l, V182, V206,
¢) A(—7,4,6), B(3, 6,—2), C(1, —8, 8). Sol. /115, V181, /214
8. Hallar los cosenos directores de las rectas que unen el primero con el segundo de los puntos que se
indican.
a (—4,1,7), (@2 —3,2). ¢) (—6, 5, —4), (—5, —2, —4). e) (3,—5,4),(—6,1,2).
by, (1, 1,—4), (5, =2,~—3). d)y (5,=2, N,(=2,3,D.
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