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PROLOGO

El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analitica
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de
los principios fundamentales de Geometria elemental, Trigonometria
plana y Algebra.

En su preparacién el autor se ha esforzado, principalimente, en satis-
facer las necesidades de maestros y alumnos. Una simple lectura del
indice mostrard que los temas considerados son aquellos incluidos gene-
ralimente en los libros de texto de Geometria analitica. Creeinos que el
maestro encontrard en este libro todo el material que puede considerar
como esencial para un curso de esta materia, ya que no es conveniente,
por lo general, el tener que complementar un libro de texto con material
de otros libros.

El método dididetico empleado en todo el libro consta de las siguien-
tes partes: orientacién, motivo, discusion y ejemplog, a la manera de
una leceién oral.

Para orientacion del estudiante, el autor ha usado el método de pre-
sentar primero ideas familiares y pasar luego paulatinamente y de una
manera natural a nuevos conceptos. Por esta razdn, cada capitulo co-
mienza con un articulo preliminar. Este enlace de los conocimientos
anteriores del estudiante con los nuevos conceptos de la Geometria ana-
litica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento del
método analitico en los principios conducird, inevitablemente, a dificul-
tades continuas en las partes mis avanzadas.

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci-
miento bdsico de los métodos analiticos y no haga una simple adquisicién
de hechos geométricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro-
ceso de razonamiento de tal manera que aparte al estudiante de la tarea
de memorizar.

En general, hemos resumido en forma de teoremas los resultados de
la discusién de un problema o una proposicién particular., Este proce-
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dimiento no solamente sirve para llamar la atencién sobre los resultados
importantes, sing también clasifica a dichos resultados para futura refe-
rencia.

Il maestzo verd que este libro se presta en sf a ser dividido en lecciones
para las{areas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualmente
de uno o m4s ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la
teoria explicada.

Queremos ahora llamar la atencién sobre algunas caracteristicas espe-
ciales del libro. El estudio de la Geometria analitica no alcanza uno de sus
principales objetivos si no da un andlisis completo de cualquiera investiga-
cign particular que se trate. El ser conciso en la presentacién no se Justlﬁca
¢iertamente si una conclusién estsd basada en la discusién'de’ Unb'o varios
casos posibles. Es por esto que la investigacién ‘de cada cuestidn se ha
hecho tan completa como ha sido posible y ‘log casos excepcionales no
han sido considerados. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-
cusién de las posiciones relativas de dos réctas (Art. 30) Ta’ deterrmna-
cién de la distancia de una reéta a un puhto dado (At‘t‘, 33) ¥ el estudlo
de las familias o haces de circunferencias (Art. 42} b

Otra particularidad de esta obra es el dar en fbrr'ﬁ‘éi‘ de tabla o cuadro’
sinéptico, un resumen de- fkvrm‘ulas y resultados estrechamente relécio:’
nados. ‘Una larga experiencia ‘h#’'¢otivencido al aiitor’ ‘de qué’ paru los
estudiantes es una gran ayuda él'{i8 de tales resimeries.’ 1k

Se observard que se han introducido varios términos ﬁtievo‘d Por
ejemplo el eje focal'y el eje normal para las seécwnes’bhhxc‘as (ATt. 60)
el nombre indicador pdra el inhvariante B — 44C de 14 ’ébhaélon general’
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el término ﬁa‘r‘ pﬂnczpal de'
coordenadas polares (Art. '80): :Creemod que: ‘el sd de’ es‘tob térinihds y
el de los paréntesis rectamguliires para’sneerrar 1o8' numeros ﬂlreb‘téres de
una recta en el espacio (Art. 1I1) es muy eofivéfitente. = ARSI

El desarrollo de la Geometria’ analitica ‘del espacio od! bon‘side’rh'b’lb
mente mds- completo que el que aparece en I’ maybrla dé 108 l" BEds ‘de”
texto. Un buen fundament6 éh Geometria analitica’ del és a{de adde gran
valor para estudios posteritre§ dé Matemiit‘mas‘ "Por eJémpld o eshhdio
razonado de interseccién de- s’uperﬁcxes y-cuivds'en el ‘espacio gerd un'ia
gran ayuda para la comprensién’ ‘de’ rmmhds téfnas de Calouto ‘mﬁnitém-
mal. Creemos, también, que se hd’ mchudo stifieibiite Hdteril ‘para gue’
el libro pueda ser facﬂmente adaptadd a un curso de Geom‘étna aﬁa’frﬁxba
del éspacio. it e

Como es descable que el estudxante enfbdhe su’ atérféx‘d‘n Bobté" ‘Wh <
nimo de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semejantes en
articulos y capitulos 1nd1v1duales Esto evita las desventajas de la dis-
traccién causada por la: d‘:pefslon de los temas en todo el libro. Por
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares estd con-
tenida en un solo capitulo. Esta concentracién de material hace que el
libro sea mds 1til para consulta aun después que el estudiante haya ter-
minado su curso de Geometria analitica y esté dedicado a estudios mds
avanzados.

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco
horas por semana pero es fi¢ilmente adaptable a cursos mds cortos. El
maestro puede también omitir ciertas partes de Geometria analitica del
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Cdlculo
infinitesimal.

Se ha dado especial atencién a los ejercicios, de los cuales hay 1920
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho mds de lo que normalmente
resuelven los alomnos en un curso, pero permite una variacién de taveas
de afio a afio. Al final del libro se dan las soluciones a la mayoria de
estos ejercicios. Ademds hay 134 ejemplos resueltos completamente.

Se incluyen dos apéndices. El primero consiste en una lista resumen
de férmulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y
Trigonometria plana. El segundo apéndice consiste en una serie de
tablas numéricas para ser usadas en los cdlculos.

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacién en la
realizacion de su tarea. El profesor Miller ha lefdo el manuscrito com-
pleto cuidadosamente y ha contribuide mucho al valor del libro por sus
ltiles sugestiones y critica constructiva.

CHARLEs H. LEHMANN
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CAPITULO PRIMERO
SISTEMAS DE COORDENADAS

1. Introduccién. EIl objeto de este capitulo es presentar algunos
de los conceptos fundamentales de la Geometria analitica plana.
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen
la base del estudio de la Geometria analitica. En particular, se hard
notar ¢6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometria
elemental por los métodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrard
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras
rectilineas.

2. Segmento rectilineo dirigide. La porcién de una linea recta
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilineo o
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman eziremos del seg-

A B

Fig. 1

mento. Asf, en la figura 1, para la recta I, AB es un segmento
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre-

senta por AB.
El lector ya estd familiarizado con el concepto geométrico de

segmento rectilineo. Para los fines de la Geometria analitica afia— ’
diremos, al concepto geométrico de segmento, la idea de senlido o

direccién. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta I de A
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB estd dirigido de
A a B, e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1.
En este caso, el punto A se llama origen o punfo inicial y el punto B
extremo o punio final. Podemos también obtener el mismo segmento

Lehwann. — 1.

"y
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dirigiéndolo de B a A ; entonces B esel origen y A el extremo, y el
segmento se designa por BA. El sentido de un segmento dirigido se
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial.

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, las longitudes
de los segmentos dirigidos, AB y BA, son las mismas. En Geome-
tria analitica, sin embargo, se hace una distincién entre los signos de
estas longitudes. Asf, especificamos, arbitrariamente, que un seg-
mento dirigido en un sentido serd considerado de longitud positiva,
mientras que otro, dirigido en sentido opuesto, serd considerado
como un segmento de longitud negativa. De acuerdo con esto, si
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi-
tiva, entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa,
y escribimos . o

AB= —BA. @

Consideremos ahora tres puntos distintos A, B y C sobre una
linea recta cuya direceién positiva es de izquierda a derecha. Hay

_A_Cc B c A B A B C_
@ (v (c)
B C A_ C B A_ B A C_
@ (e) (f)
Fig. 2

31 = 6 ordenaciones posibles de estos puntos, como se muestra cn la
figura 2. Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes
positivas, tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a
estas ordenaciones :

AC + CB = AB, (a)
CA + AB =CB, )
AB + BC = AC, (c)
BC + CA = B4, (@
CB + BA = C4, ()
BA + AC = BC . ()

Demostraremos en seguida que todas estas relaciones estdn inclui-
das en la relacién fundamental:

AB + BC = AC. (2)
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En efecto, por (1), CB = — BC, de manera que la relacién (a)
puede escribirse . ‘
AC — BC = AB,
de donde, pasando — BC al segundo miembro, obtenemos (2).

Andlogamente, por ser CA=—-AC y CB = —BC por (1), la
relacién (b) se convierte en

—AC +AB = — BC,
en donde, por transposicién, obtenemos también (2). La relacién

(c) estd ya en la forma (2). Como anteriormente, usando (1),
vemos que (d), (e} y (f) se reducen cada una a (2).

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos
introducido los conceptos de direccién y signo con respecto a los
segmentos rectilineos. Ahora vamos a dar un paso més introduciendo
la idea de correspondencia entre un punto geométrico y un nimero

P’ P, 0o 4 P P
X— — —~+ ' 4 >
(') (x,) (o) (1 (z,) (=)

Fig. 3

real. Consideremos (fig. 3) una recta X’X cuya direccién positiva
es de izquierda a derecha, y sea O un punto fijo sobre esta linea.
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es
un punto de X’X distinto de O y situado a su derecha, la longitud
0OA puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto
cualquiera de X’X situado a la derecha de O y tal que el segmento
dirigido OP, de longitud positiva, contiene z veces a la unidad adop-
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde al
ntimero posifivo x. Andlogamente, si P/ es un punto cualquiera
de X’X situado a la fzquierda de O y tal que el segmento dirigido
OP’ tenga una longitud negativa de 2’ unidades, entonces diremos
que el punto P’ corresponde al nimero negaiivo x'. De esta manera,
cualquier nimero real z puede representarse por un punto P sobre la
recta X’X . Y reciprocamente, cualquier punto dado P situado
sobre la recta X’ X representa un ntimero real £, cuyo valor numérico
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o
negativo segin que P esté a la derecha o a la izquierda de O.

De acuerdo con esto, hemos construido un esquema por medio del
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntos de una
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recta y los ndmeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde—
nado. En el caso particular considerado, como todos los puntos estin
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o
ststema coordenado lineal. Refiriéndonos a la figura 3, la recta X’'X
se llama eje y el punto O es el origen del sistema coordenado lineal.
El nimero real z correspondiente al punto P se llama coordenada del
punto P y se representa por (z). Evidentemente, de acuerdo con
las convenciones adoptadas, el origen O tiene por coordenada (0) y
el punto A tiene por coordenada (1). El punto P con su coordenada
(z) es la representacién geoméirica o grdfica del nimero real », y la
coordenada (z) es la representacién analftica del punto P. Ordina-
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos, tal como
sigue : P(z).

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por
el sistema coordenado lineal es tnica. Es decir, a cada nimero
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje, y a cada punto
del eje correspode uno y solamente un mimero real.

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos
puntos dados cualesquiera, tales como Pi(z1) y Pa(z:) de la figura 3.
En Geometria analitica, se dice que los puntos estdn dados cuando se
conocen sus coordenadas. Por tanto, z1 y z2 son niimeros conocidos.
Por la relacién (2) del Articulo 2, tenemos:

OP1 + P P, = OP;.
Pero,m= Ty OP: =z, Luego,

T+ PiPy =22,
de donde,
PiP; =2, — @,

La longitud del segmento dirigido P:P:, obtenida de P,P: por me-
dio de la relacién (1) del Articulo 2, es

P3P =21 — 2.

En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto
final. Este resultado se enuncia como sigue :

Trorema 1. En un sistema coordenado lineal, la longitud del seg-
menlo diinaido que une dos punlos dados se obtiene, en magnitud y signo,
restando la. voordenada del origen de la coordenada del exiremo.
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La distaneia entre dos puntos se define como el valor numérico o
valor absoluto de la longitud del segmento rectilineo que une esos dos
puntos. Si representamos la distancia por d, podemos eseribir :

d=|P1PzI=|xz—x1|,
o también,
d=|P2,P1|=|zn—xz|.

Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos P;(5) y P2(-3).
Solucién. Por el teorema 1, las longitudes de los segmentos dirigidos son
P,P;=-3—-5=-38
PaP =5~(—3)=8

Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia estd
dada por
d=]—-8|=|8|=8

4. Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado
lineal , euyos puntos estdn restringidos a estar sobre una recta, el eje,
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi-
gacién analitica de propiedades geométricas. Asi, por ejemplo, es
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia .
Para extender la utilidad del método analitico, consideraremos ahora
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas
direcciones manteniéndose siempre en un plano. Este se llama sistema
coordenado-bidimensional o plano, y es el sistema coordenado usado
en la Geometria anpalitica plana .

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y,
ademds, el mis importante, es el sistema coordenado rectangular,
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono-
metria. Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos rectas
dirigidas X’X y Y'Y, llamadas ejes de coorderadas, perpendiculares
entre si. La recta X’X se llama eje X; Y'Y esel ¢je ¥; ysu punto
de interseccién O, el origen. Estos ejes coordenados dividen al plano
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tal como se indica
en la figura 4. La direccién positiva del eje X es hacia la derecha ; la
direccién positiva del eje Y, hacia arriba.

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema
rectangular. En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB
perpendicular al eje Y. La longitud del segmento dirigido OA se
representa por £ y se llama abscisa de P; la longitud del segmento
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P. Los dos
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ntimeros reales, 2 y ¥, se llaman coordenadas de P y se representan
por (z, y). Las abscisas medidas sobre el eje X ala derecha de O
son positivas.y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas
sobre Y arriba de O son positivas y abajo son negativag. Los signos
de las coordenadas en los euatro cuadrantes estdn indicados en ls
figura 4.

Es evidente que a cada punto P del plano coordenado le corres—
ponden uno y solamente un par de coordenadas (z, y). Reefproca—

Y
A
II (-.+) I(+,+)
B ————— ?P(xyy)
|
|
i
X ) 1 > X
I (-,~) IV (4,
N Y'
Fig. 4

mente , un par de coordenadas (x, y) cualesquiera determina uno y
solamente un punto en el plano eoordenado.

Dadas las coordenadas (2, y), z # y, quedan determinados
dos puntos, uno de coordenadas (r, y) y otro de ecoordenadas (¥, x)
que son diferentes. De aquf que sea importante escribir las coordena—
des en su propio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la
ordenada en el segundo. Por esta razén un par de coordenadas en el
plano se llama un par ordenado de nimeros reales. En vista de nues-
tra discusién anterior, podemos decir que el sistema coordenado rectan—
gular en el plano esiablece una correspondencia biunfvoca enire cada punto
del plano y un par ordenado de nimeros reales.

La localizacién de un punto.por medio de sus coordenadas se llama
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (—5, — 6},
sefialaremos primero el punto 4, sobre el eje X, que estd 5 unidades
a la izquierda de O; después, a partir de A, sobre una paralela al
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eje Y, mediremos seis unidades hacia abajo del eje X, obteniendo asi
al punto P(— 5, — 6). La construccidn estd indicada en la figura 5,
en la que se han trazado también los puntos (2, 6), (—6, 4) ¥
(4, —2).

El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas
paralelas a los ejes coordenados. La figura 5 es un modelo de papel

Y
A

(2,6)

YI
Fig. 5

de esta clase. Se recomienda 2l estudiante el empleo de papel coorde-
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud.

St consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son
cero, veremos que todos ellos estin sobre el eje X, y el sistema coor—
denado plano se reduce al sistema coordenado lineal. Por lo tanto, el
sistema coordenado lineal es, simplemente, un caso especial del siste-
ma plano.

Otro sistema plano que tendremos ocasién de usar es el sistema de
coordenadas polares. Las coordenadas polares se estudiardn més ade—
lante en un capitulo especial.

El lector deberi observar que en los sistemas coordenados que han
sido estudiados, se establece una correspondencia entre los puntos y el
conjunto de los nimeros reales. No se ha hecho mencién de los niime-
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no
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especifican nada para los nimeros complejos, no consideraremos tales
niimeros en nuestro estudio de la Geometria analftica .

Ejemplo. Un tridAngulo equilitero OAB cuyo lado tiene una longitud a

esti colocado de tal manera que el vértice O estd en el origen, el vértice A estd

: sobre el eje de las X y a la derecha

Y de O, y el vértice B estd arriba del

eje X. Hallar las coordenadas de los

vértices A y B y el drea del tridn-
gulo.

Solucién., Con referencia a los
ejes coordenados, el tridngulo estd en
la posicién indicada en la figura 6.
Como OA = g, la abscisa del punto
A es g. También, por estar A sobre
¢ X el eje de las X, su ordenada es 0.

0 C A Por tanto, las coordenadas del vérti-

, ce A son (a, 0).
Y Si trazamos la altura BC, per-
Fig. 6 pendicular al lado OA, sabemos, por
la Geometria elemental, que C es el

punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es %. Como BC es paralela

al eje Y, la abscisa del punto B es también '%' La ordenada de B se obtiene
ahora muy ficilmente por el teorema de Pitdgoras; dicha ordenada es

BC = v/ﬁz—c':a2=\/az-(a 2. V3,

P 2

Las coordenadas del vértice B son, pues, (—;—. # a) .
El 4rea del tridngulo (Apéndice IA, 1) es

1 V3, V3.,
K——Z-a.-z—a -—4—a.

EJERCICIOS. Grupo 1

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1, Si Ay B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que
AB+BA =0y AA =BB =0.

2. Demostrar que las relaciones (d), (e) y (f) son casos particulares de la
relacién (2) del Articulo 2.



SISTEMAS DE COORDENADAS 9

3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta
dirigida, demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos
sobre la recta, se verifica la igualdad

AB+ BC+CD = AD.
4. Hallar 1a distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (—5) y
©); Oy (=-7): (-8 vy (-12).

6. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2),
hallar el otro punto. (Dos casos.)

6. En un sistema coordenado lineal, P1(x1) y P2(xz) son los puntos
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (x) de

un punto P que divide a P, P3 enlarazén dadar =P, P : P P, es

x1+ rxa

x = l+r,r7é—-l.

7. Haciendo r = 1 en la férmula obtenida en el ejercicio 6, demostrar que
la coordenada del punto medio de un segmento rectilineo es la media aritmética
de las coordenadas de sus puntos extremos.

8, Hallar los puntos de triseccién y el punto medio del segmento dirigido
cuyos extremos son los puntos (—7) y (-~ 19},

9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (— 8) y su puato
medio es (3). Hallar la coordenada del otro extremo.
10, Los extremosde un segmento dirigido son los puntos P, (4) y Pa(—2).
Hallar la razén PP : PP en que el punto P (7) divide a este segmento.
11. Un cuadrado, de lado igual a 2 a. tiene su centro en el origen y sus

lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro
vértices.

12. Tres vértices de un rectingulo son los puntos (2, — 1), (7, —1) y
(7, 3). Hallar el cuarto vértice y el drea del rectingulo.

13. Los vértices de un tridngulo rectingulo son los puntos (1, —2),
(4, —2), (4, 2). Determinar las longitudes de Jos catetos. y después calcular
el irea del tridngulo y la longitud de la hipotenusa.

14. En el tridngulo rectingulo del ejercicio 13, determinar primero los
puatos medios de los catetos y, después, el punto medio de la hipotenusa.

156, Hallar 1a distancia del origen al punto (a, b).
16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0) y (0, —38).

17. Los vértices de un cuadrilatero son los puntos (1. 3), (7, 3), (9, 8)
y (3. 8). Demostrar que el cuadrilitero es un paralelogramo y calcular su érea.

18. Dos de los vértices de un tridngulo equilitero son los puatos (—1, 1)
y (3, 1). Hallar las coordenadas del tercer vértice. (Dos casos.)
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19, Demostrar que los puntos (—5, 0), (0, 2) y (0, —2) sonlos vér-
tices de un triingulo isésceles, ¥y calcular su drea.

20. Demostrar que los puntos (0, 0), (3, 4), (8, 4) y (5. 0) son los
vértices de un tcmubo, y calcular su drea.

5. Caracter de la Geometria analitica. La Geometria elemental,

conocida ya del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del
presente estudio. Acabamos de ver que por:medio de un sistema
coordenado es posible obtener una correspondencia biunivoca entre
puntos y nimeros reales. Esto, como veremos, nos permitiri apliear
los métodos del Andlisis a la Geometrfa, y de ahf el nombre de Geo—
metrie analitica. Al ir avanzando en nuestro estudio veremos, por
ejemplo, cémo pueden usarse, ventajosamente, los métodos alge-
braicos en la resolucién de problemas geométricos. Reefprocamente
los métodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener
una representacién geométrica de las ecuaciones y de las relaciones
funcionales.
P de sistema coordenado, que caracteriza a la Geome-
tria analitica , fué introducido por primera vez en 1637 por el matema-
tico francés René Descartes (1596-1650). Por esta razén, la Geome-
trfa analitica se conoce también con el nombre de Geometria cartesiana.
Por la parte que toma en la unificacién de las diversas ramas de las
mateméticas, la introduccién de la Geometria analftica representa
uno de los adelantos mds importantes en el desarrollo de las mate-
miticas. ‘

En Geometria pura, el estudiante recordari que, generalmente,
era necesario aplicar un método especial o un artificio, a la solucién de
cada problema ; en Geometria analitica, por el contrario, una gran
variedad de problemas se pueden resolver muy ficilmente por medio de
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde-
nado. El estudiante debe tener siempre presente que est4 siguiendo un
curso de Geometria analftica y que la solucién de un problema geomé-
trico no se ha efectuado por Geometria analftica si no se ha empleado
un sistema coordenado. Segin esto, un buen plan para comenzar la
solucién de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los
primeros pasos de la Geometria analitica, porque un defecto muy
comtn del principiante es que si el problema que trata de resolver
se le dificulta, est4d propenso a ecaer en los métodos de la Geome-
tria pura. El estudiante deberi hacer un esfuerzo para evitar esta
tendencia y para adquirir el método y espiritu analitico lo més pronto

il
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pi(zi, y1) y Pa(ze, y2)
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7). Vamos a determinar la dis-
tancia d entre P1 y P2, siendo d = [I—’x—P_al Por P, P; tracemos las
perpendiculares P1 A y P: D a ambos ejes coordenados, como se in-
dica en la figura, y sea E su punto de interseccién. Consideremos el
tridngulo rectdngulo P: EP2. Por el teorema de Pitdgoras, tenemos :

d*= P. P’ = P, E® + EP,". 1)

o
-—a
s

Po(ws,y,) D

Y’
Fig. 7
Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde-

nados son A (z1, 0), B(0, ), C(xz, 0), D(0, y2). Luego, por el
teorema'l (Art. 3) tenemos

P,E=CA =11 —m, Eﬁ=D—B=y1——yz.
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos

@ ={(m— )+ (1 — y2)?,
de donde,

d=V(t1— o)+ 1 — y2)t.
Este resultado se enuncia como sigue :

TeoreMA 2. La distancia d entre dos puntos P.(x1, y1) y Pa(xs, y2)
esld dada por la férmula

d= VvV x — x2) + (y1 — y2)2.

NoOTAS. 1. En la demostracién del teorema 2, no se hizo mencién de los
cuadrantes en que se encuentran os puntos P; y P;. Segin esto el resultado
del teorema 2 es completamente general e independiente d. la situacién de los
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puntos P; vy Pz. La posicién de un punto en un cuadrante particular estd
determinada por los signos de sus coordenadas.

2. La distancia d es positiva, siendo P; P; el valor numérico o absoluto

de la longitud del segmento rectili-

4 neo. Por esta razdn no aparece en la

. férmula ninglin signo delante del ra-

Py 3v3,3V8) dical. Debe entcnderse, por conve-

nio, que si no aparece ningdn signo

P1(3,3) delante de .la raiz cuadr.ada in_dicada

de una cantidad, se considera siempre

que se trata del valor positivo. Si se

x' —» X debe tomar la raiz cuadrada negativa,

debe aparecer el signo menos delante

del radical. Asi, el valor positivo de

la raiz cuadrada de una cantidad a se
Pz(_3;—3) — .
expresa pot V a, el valor negativo
Y’ por — Va, y ambos valores, el po-
Fig. 8 sitivo y el negativo por = v a.

Ejemplo. Demostrar que los puntos
P1(3, 3), P2(—3, —3), Ps(=3+V3, 3V3)

son vértices de un tridngulo equilatero.

Solucién. E! tridngulo del problema es el indicado en la figura 8. Por el
teorema 2, tenemos:

|PiP: | =VEB+H T+ B+ =6V7Z,

| PePs|l = V(-3+3V3)+ (-3 -3V3)?
=vV0O-18vV3I+27)+ O+18v3+127)
=v3%+36=06V2,

| PaP1| =V (=3V3-3)2+ BV3I-3)=06v2.

Luego el tridngulo es equilitero, ya que todos sus lados son de igual longitud.

7. Division de un segmento en una razén dada.

TeorREMA 3. 8¢ Pi(x1, y1) y P:(x2, y2) son los extremos de un
segmento P1 P, las coordenadas (x,y) de un punio P gue divide a este

segmento en la razén dada r= P1 P : PP; son

x=x1-l-er o trys

14r’ Y5 1+ r=—1

DemosTraciéN., Por los puntos Pi, P, P:, tracemos perpen—
diculares a los ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9.
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Por Geometria elemental , las tres rectas paralelas Py A1, PAy P: A
interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales
PiP; y Ay A:. Por tanto, podemos escribir

PP - Ai1A

PP:  AA;

0y

Tas coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son
A;(x;, 0), A(x, 0), Az(:‘bz, 0).

Por tanto, por el teorema 1, del Y
Artfculo 3, tenemos 1‘
AA=z—um, BzL'"""“'—_"le(xz,yz)
AAds = 20 — . =
B| i
Sustituyendo estos valores en !
(1), obtenemos B, i !
=I—z “ | l I
Cze—z’ X — I X
o A A A
de donde, 1 :
YI
_ ot 1
=qFr T Fig. 9

Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos

T=P—1P_E§=y—y1
PP, BB: ¥V—Y’

(2)

de donde,
y = 7+ Ty

1+r° 7L

En el caso particular en que P es el punto medio del segmento
dirigido P1 Pz, es r = 1, de manera que los resultados anteriores se
reducen a

_ it 2 _ Nty
T="mp— Y="o .
Segin esto tenemos el siguiente

Cororarto. Las coordenadas del punto medio de un segmento diri—
gido cuyos puntos extremos son (X1, y1) y (X2, y2) son

X=___Xl';'X2, y=——-——y1;‘-y2
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NoTAs. 1. En Geometria elemental, las relaciones (1) y (2) se escriben
sin considerar el signo. En Geometria analitica, en cambio, las razones deben
ser consideradas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos
dirigidos.

2. Al usar las féormulas del teorema 3, debe cuidarse de que la sustitucidn de
las coordenadas sea correcta. Por esta razén, frecuentemente es preferible no
sustituir en estas férmulas sino escribir directamente los valores de las razones,
tal como los dan las férmulas (1) y (2). Esto se muestra en el ejemplo que
damos a continuacién.

3. Siel punto de divisién P es externo al segmento dirigido P, P3, la razén
r es negativa.

Y

A P
Pz (I; y)
(4,6)

P
-4,2)
X" 0 X
'Yl
Fig. 10

Ejemplo. SiP;(—4, 2) vy P;(4, 6) son los puntos extremos del segmento
dirigido P, P3, hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide a este

segmento en la razén P, P: PPy = — 3.

Solucién. Como la razén r es negativa. el punto de divisién P es externo,
tal como se indica en la figura 10, Si aplicamos el teorema 3 directamente,
obtenemos

_x1+rx3_ —44+(=-3)4 =8,

X = =

14+ 1-3

yitryz_ 2+(=3)6 _ g

VST, I—3

Si, como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones ditectamen-
te, obtenemos también '

P, P x—-(—4)
r = =—4—5 =—3 dedonde, x =38;
PP,

P, P | —2
r=-—l—n‘g'T;=-3, de donde, y = 8.
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tJERCICIOS. Grupo 2

Dibujese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el perimetro del cuadrilitero cuyos vértices son (— 3, —1),
0.3, G4, 4 —D.

2. Demostrar que los puntos (—2, —1), (2.2), (5. —2), son los
vértices de un tridngulo isdsceles.

3. Demostrar que los puntos (2, —2), (—8, 4), (5., 3) son los vértices
de un triangulo rectingulo, y hallar su irea.

4. Demostrar que los tres puntos (12, 1), (=3, —2), (2, —= 1) son
colineales, es decir, que estin sobre una misma linea recta.

b. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4, —2) son los
vértices de un cuadrado.

8. Los vértices de un tridngulo son A(3, 8), B2, —1) y C(6, —1).
Si D es el punto medio del lado BC, calcular la longitud de la mediana AD.

7. Demostrar que los cuatro puntos (1, 1), (3, 5), (ll.6), (9 2)
son los vértices de un paralelogramo.

8. Calcular el 3rea del tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(1, 2), (3, —4). Sugestién. Usese la segunda férmula del Apéndice IA, 1.

9. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto
(3, —2). Silaabscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu-
ciones.)

10. Determinar la ecuacidén algebraica que expresa el hecho de que el punto
(x, y) equidista de los dos puntos (— 3, 5), (7, —9).

11. Hallar los puntos de triseccién y el punto medio del segmento cuyos
extremos son los puntos (— 2, 3) y (6, —3).

12. Los puntos extremos de un segmento son P;(2, 4) y P3(8. — 4).
Hallar el punto P (x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que

PzPIPP1=—2,

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8), y su
punto medio es (4, 3). Hallar el otro extremo.

14. Losextremos de un segmento son los puntos P1(7, 4) y Po(—1, —4).
Hallar 1a razén P; P : PP; en que el punto P (1, — 2) divide al segmento.

16. Los puntos medios de los lados de un tridngulo son (2, 5), (4, 2) y
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vértices.

16. Los vértices de un tridngulo son A(—1.3), B3, 5) vy C(Z, - 1).
Si D esel punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos-
trar que la longitud del segmento DE esla mitad de la longitud del'lado AC.

17. En el tridngulo rectingulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio
de la hipotenusa equidista de los tres vértices.
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18. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios de los lados
sucesivos del cuadrildtero del ejercicio 1 forman un paralelogramo.

19. Los vértices de un tridngulo son (2, —1), (—4, 7), (8, 0). Hallar,
para cada una de lag medianas, ¢l punto de triseccién mas cercano al punto medio
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este
punto se llama baricentro del triangulo.

20. En el tridingulo cuyos vértices son (xi, y1). (x2. yz), (x3 y3).
demostrar que las coordenadas del baricentro son

(U8lxr 4+ x3+ xal. Wlys + y2+ysl).

Utilizar este resultado pata comprobar el ejercicio 19.

8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos
pares de 4ngulos opuestos por el vértice (fig. 11). Por tanto, la ex—

presién ‘ ‘el dngulo comprendido entre dos rectas’’ es ambigua, ya
8 L
a
Y
ly
Fig. 11

que tal 4ogulo puede ser el a o bien su suplemento ¢l §. Para hacer
una distincién entre estos dos 4ngulos, consideramos que las rectas
estan dirigidas y luego establecemos la siguiente

Drrinicién.  Se llama dngulo de dos rectas dirigidas al formado
por los dos lados que se alejan del vértice.

Asi, por ejemplo, segin esta definicidn, el ingulo que forman las rectas
dirigidas !, y Iz (fig. 11) esel 4ngulo «. Sin embargo, si la direccién de una
de estas rectas, digamos /3, se invierte, el ingulo formado por las dos rectas es
el dngulo suplementario B.

Si 1y ¥ I3 son paralelas, diremos que el dngulo comprendido entre ellas es de
0° cuando tienen la misma direccién, y de 180° cuando tienen direcciones
opuestas.

NOTA. En la figura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el
dngulo y = 360° — « también, segiin la definicién 1, es el ingulo de las rectas
[1 y [a. Estedngulo y > 180° se llama dngulo céncavo. Siempre que hablemos
de dngulo de dos rectas, sdlo consideraremos sngulos < 180°.
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Derinicién 2. Se llama dngulo de inclinacién de una recta ei
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando ésta se
considera dirigida hacia arriba .

Asi, de acuerdo con las definiciones 1 y 2, el 4ngulo de inclinacién
de la recta ! (fig. 12) es a, y el de I’ es a’. Evidentemente, a
piede tener cualquier valor comprendido entre 0° y 180°; es decir,
su iatervalo de variacién estd dado por

0° < a<180°. (1)

Para la mayor parte de los problemas de Geometrfa analftica, em—
plearemos més la tangente del dngulo de inclinacién que el dngulo
mismo. Segin esto :

DEerinicién 3. Se llama pen—
dienle o coeficiente angular de una
recta a la tangente de su angulo de
inclinacién .

La pendiente de una recta se
designa cominmente por la letra m. N '\a
Por tanto, podemos escribir X" \ ) / >X

v ¢ !

m=tga. (2)

Por (1) y (2) se ve que la pen— Y’
diente puede tomar todos los valores Fig. 12
reales. Si a es agudo, la pendiente
es positiva, como para la recta ! en la figura 12; si o’ es obtuso,
como para la recta 1/, la pendiente es negativa. Cualquier recta que
coincida o sea paralela al eje Y seri perpendicular al eje X, y su
dngulo de inclinacién serd de 90°. Como tg 90° no estd definida,
la pendiente de una recta paralela al eje Y no existe. Podemos
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al ¢je X no
tiene pendiente. El estudiante recordara, probablemente, la igualdad
tg 90° = o , cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente
ya que o no es un nimero. Esta igualdad es una manera simbdlica
de expresar que, a medida que el 4ngulo o se aproxima mds y més
a 90°, tg a se hace y permanece mayor que cualquier nlimero positivo
por grande que se suponga.

TeorEMA 4. Si Pi(x1, y1) y P2(xs, y2) son dos puntos diferentes
cualesquiera de una recta, la pendiente de la recta vs

y1— s

m = )
X1 — Xa

X1 # X1. (3)

Lehoman. — 2.
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DemosTraCI6N. Consideremos. la recta PiP; de la figura 13,
determinada por los puntos P1 y Pz, y sea a su dngulo de inclina—
cibn. Por Pi1 y P: tracemos las perpendiculares P1A4: y P: A: al
eje X, y por P: tracemos una paralela al eje X que corte a P; 4x
en B. El 4ngulo P1P: B = a, y, por Trigonometria, tendremos

[

B P,
m = t, = . 4
8T PB )
Y
f
|
|
]
]
i :B
| i
1 |
] ]
! |
{ 1
] |
X ] f
/ O Az Al 'X
Yl
Fig. 13

Las coordenadas de los puntos A1, As y B son Ai(z), 0), Az(z2, 0)
y B(z1, y1). Por tanto, por el teorema 1, Art. 3, tenemos

B—P1=y1-—yz, P2B=A2A1=:L‘1—:L‘2.

Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos lo que se querfa de-
mostrar,

NoTAs. 1. El valor de m dado por la férmula (3) no estid definido anali-
ticamente para x) = x3. En este caso, ]a interpretacién geométrica es que una
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al
eje Y y, por tanto, como se anotd anteriormente, no tiene pendiente.

2. Elorden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia,
yaque Y2~ Yl o, U1 Y3 E{ estudiante debe evitar, en cambio, el error muy

X2 ~— X1 X1 — X3
frecuente de tomar las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario,
ya que esto cambia el signo de m.
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el dngulo de inclinacién de 1a recta que pasa
por los puntos (1. 6), (5, —2).
So.ucién. Esta recta se muestra en la figura 14, Por el teorema 4 tenemos,
pata la pendiente,
6= _ 8
1—-5 —4
De 1a tabla B del Apéndice II tenemos, para dngulo de inclinacién,

a = arc tg (— 2) = 11634,
Y

= —2.

m

\A
(1,6)
(s 4
X' 9 -X
(5,~2)
Y
Fig. 14

9. Significado de la frase “‘condicién necesaria y suficiente”. En
este articulo nos apartaremos momentdneamente de nuestro estudio de
la Geometria analitica para considerar el significado de una expresién
que se presenta frecuentemente en Mateméticas. La expresién par-
ticular a que nos referimos es ‘ ‘ una condicién necesaria y suficiente ’’.
Veamos primero su significado con un ejemplo.

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometria ele-
mental :

Si un triangulo es isdsceles, los 4ngulos opuestos a los lados iguales
son iguales.

Este teorema establece que si un tridngulo es isésceles necesa—
riamente se verifica que los 4ngulos opuestos a los lados iguales son
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos dngulos
iguales es una condictén necesaria para que el triéngulo sea isésceles.
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Pero el rectproco de este teorema también es verdadero, a saber:

Si dos dngulos de un tridngulo son igusales, los lados opuestos a
estos 4ngulos son también iguales, y el trifngulo es 1s6sceles.

Este teorema establece que la existencia de dos dngulos iguales es
suficiente para que un tridngulo sea is6sceles. De ahi deducimos que la
existencia de dos dngulos iguales es una condicién suficienle para que
el tridngulo sea isdsceles.

Podemos entonces combinar ambos teoremas, directo y reciproco,
en el siguiente enunciado tnico :

Una condicién necesaria y sufictente para que un tridngulo sea 1sés—
celes es que dos de sus 4ngulos sean 1gua1e<x

Una frase de uso frecuente en lugar de ‘ ‘ una condicién necesaria y
suficiente’’ es ‘‘si y solamente si’’. Asi el enunciado precedente
puede escribirse :

Un tridngulo es isésceles st y solamente 8¢ dos de sus 4ngulos son
iguales.

De una manera méis general, si la hip6tesis A de un teorema
implica la verdad de una tesis B, entonces B es una condicién nece-
saria para A. Por otra parte, si, reciprocamente, B implica la
verdad de A, entonces B es una condicidn suficiente para A

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condicién puede ser
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un
tridngulo sea equildtero, es mecesario que sea isésceles ; pero la condi-
¢ién no es suficiente, ya que un tridngulo puede ser isésceles sin ser
equilatero .

Puede haber mas de una condicién necesaria y suficiente para la
verdad de un teorema. Asf, una condicién necesaria y suficiente para
que un tridngulo sea equildtero es que sea equidngulo. Y otra condi-
cién necesaria y suficiente para que un tridngulo sea equildtero es la
igualdad de sus tres alturas. .

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome-—
tria analftica, tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones
necesarias y suﬁclentes de naturaleza. analftica para diversas propieda—
des geométricas.

10. Angulo de dos rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas
I y I,. Sea C supunto de interseccién y A y B los puntos en que
cortan al eje X. Sean 6, y 62 los dos 4dngulos suplementarios que
forman. Cada uno de estos &ngulos, 61 y 62, se miden, tal como
indican las flechas curvadas, en sentido contrario al de las maneczllas
de un reloj, o sea, en sentido positivo , como en Trigonometria. La
recta a partir de la cual se mide el 4ngulo se llama recte tnicial;
la recta hacia la cual se dirige el 4ngulo se llama recta final. Las
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inicial
y pendiente final, respectivamente.

Designemos por a1 el 4ngulo de inclinacién de la recta I; y por ma
la pendiente ; para la recta 2, sean a2 y mz el 4ngulo de inclinacién
y la pendiente, respectivamente. Para el dngulo 6, la recta inicial
es 1, la pendiente inicial es m1, la recta final es I» y la pendiente
final es mq; para el dngulo 6., la recta y la pendiente iniciales, y la

Fig. 15

recta y pendiente finales, estdn dadas por L, me, i y m1, respecti-
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los 4ngulos 6, y 62
cuando se conocen las pendientes mu y m: de los lados que forman
estos dngulos.

Por Geometria elemental, un dngulo exterior de un tridngulo es
igual 2 la suma de los dos 4ngulos interiores opuestos. Por tanto, en
el tridngulo ABC, siendo 8, = dngulo ACB, tendremos:

az= o+ 01,
o sea,
01 = oy — ax. : (1)

Tomando las tangentes de ambos miembros de {1), tenemos (Apén-
dice IC, 6)

o en (2)

e 01=1+tgaztga1'
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Pero mi = tg a; y me = tg az. Luego, de (2),

_7n2— mi (3)

tg 61 = 1+ mam

Para el tridngulo ABC, con 62 por ﬁngulo exterior, tenemos

02 = a; + (180° — a2).

Tomando tangentes de ambos miembros, obtenemos (Apéndice IC,
6y3)

tg a1 + tg (180° — a2) tg a1 — tg a2

tg G2 = =21 B2

1 —tgaitg 180° —a2) 14tgoartgas’

de donde obtenemos el resultado busecado :

miy —— Ma
tgoz—l-i-mlma' (4)
Comparando (3) y (4), vemos que solamente difieren en el signo,
lo cual era de esperarse, ya que 61 y 62 son 4ngulos suplementarios.
Para calcular un dngulo especificado es esencial saber si se debe usar
la férmula (3) ola (4), es decir, debemos tener la seguridad de que
estamos calculando un 4ngulo particular o su suplemento. Esto se
resuelve muy sencillamente si observamos que, en ambos resultados , el
numerador se obtiene resiando la pendienie inicial de la pendiente final.
De acuerdo con esto tenemos el siguiente
TeoOREMA 5. Un dngulo especificado 6 formado por dos rectas estd
dado por la férmula
msa — m

THmmg? ™™=~ ®

tg 6 =
en donde m1 es la pendiente inicial y ms la pendienie final correspon—
diente al dngulo 6.

NoTA. Si mimz = —1, tg 8 no esti definida por la férmula (5). Este
caso serd considerado mas adelante en el corolario 2.

Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y
perpendicularidad de dos rectas, conocidas sus pendientes.

En efecto, segilin vimos en el Articulo 8, si dos rectas son parale—
las, el 4ngulo formado por ellas es 0° 6 180°. En cualquiera de los
dos casos, la férmula (5) se reduce a

me — M

0= 14+ mime

de donde , m: = mz; es decir, las pendientes son iguales.
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Recfprocamente , si m:1 = mz, (5) se reduce a
tgd =0,

de donde se deduce que ¢ esigual a 0° 6 180°, y, en consecuencia,
los rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Articulo 9, una
condicién necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es
que sus pendientes sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro-
lario de gran importancia prictica :

CoroLaRIO 1. La condicién necesaria y suficiente para que dos
rectas sean paralelas es que sus pendientes sean iguales.

Si dos rectas son perpendiculares, el 4ogulo comprendido entre ellas
es de 90°. En este caso, como no puede usarse la relacién (5) para
hallar el valor de @, escribiremos (5) en la forma

ctgd = ———. (6)

Como ctg 90° = 0, para que la fraccién sea cero debe anularse el
numerador, es decir,

0=14+mma,
de donde, mims = — 1,
Reciprocamente, si mim: = — 1, la f6rmula (6) se anula y, por
lo tanto,
ctg d = 0,

de donde, § =90°, y las rectas son perpendiculares. Segin esto
tenemos el .

Cororario 2. La condicién necesaria y suficiente para que dos
rectas sean perpendiculares enire sf, es que el producto de sus pendientes
sea iguala — 1.

NOTA. El corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi-
valente: Dos rectas son perpendiculares entre si si la pendiente de una de las
rectas es reciproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, mas
brevemente, si las pendientes son negativamente reciprocas.

Ejemplo. Hallar el dngulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son
A(-2, 1), B(l,5), Cc(0,7) yD(@, 3).

Solucién. E! primer paso es indicar la direccién positiva del dngulo que se
busca que, en este caso, es el dngulo C de la figura 16. Entonces el lade BC da
la pendiente inicial m; y el lado CD la pendieate final ma.

Por el teorema 4 del Articulo 8 tenemos para las pendientes

7—5 2 7—3
ma =

-1 79 0 -7

=4
3
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Después, por el teorema 5, tenemos

4_2
3779 36-6 _ 6
tgc_14.i.1=‘z7+8‘7'
3°9

de donde, C = 40° 3¢,

A(-2,1)
X 0 X

Fig. 16

EJERCICIOS. Grupo 3

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Digase el dngulo de inclinacién de cada una de las siguientes rectas diri-
gidas: a) Eleje X. b) Eleje Y. ¢) Una recta paralela al eje X y diri-
gida hacia la derecha. d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la
izquierda.

2. Digasela pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: q¢) EI
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz-
quierda. ¢) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante Il i

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual
¢l dngulo de inclinacién a sea obtuso.

4. Hallar la pendiente y el 4ngulo de inclinacién de la recta que pasa por los
puntos (— 3, 2) vy (7. - 3).

5. Los vértices de up triingulo son los puntos (2, —2)., (-1, 4y
(4. -5). Calcular 1a pendiente de cada uno de sus lados.

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puatos (9, 2), (ll, 6),
{3, 5) vy (1, 1) son vértices de un paralelogramo.

7. Unra recta de pendiente 3 pasa por el punto (3, 2). La abscisa de oito
punto de la recta es 4. Hallar su ordenada.

8. WUna recta de pendiente — 2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos
AyB. Silaordepadade A es3 y la abscisade B es6, icuidles laabscisade A
y cuil la ordenada de B?

9. Tres de los vértices de un paralelogramo son {—1, 4), (1, —1) y
(6, 1). Silaordenada del cuarto vértice es -6, 1cudl essu abscisa?
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10. Hallar los éngulos interiores del tridngulo cuyos vértices son los puntos
(—=2.1), 3, 4) vy (5. —2). Comprobar los resultados.

11, Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3), (8, 0) y (4, —2) son vér-
tices de un paralelogramo, y hallar su ingulo obtuso.

12. Demostrar que los puntos (1, 1), (5. 3) y (6. — 4) son vértices de
un tridngulo isdsceles, y hallar uno de los 4ngulos iguales.

—~— 138. Hallar los- ingulos del cuadrilitero cuyos vértices son los puntos
2.5, (7, 3), (6, 1) y (0, 0). Comprobar los resultados.

-—=- 14, Dos rectas se cortan formando un ingulo de 135°, Sabiendo que la recta
final tiene una pendiente de — 3, calcular la pendiente de la recta inicial.

.« 156, Dos rectas se cortan formando un dngulo de 45°. La recta inicial pasa
por los puntos (—2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3, 9) y
porel punto A cuya abscisa es — 2. Hallar {a ordenada de A.

16. Hallar el irea del tridngulo cuyos vértices son A(l, —3), B(3, 3) vy
C(6, — 1) empleando el seno del idngulo BAC. Sugestién. Ver Apéndi-
ce IC, 12,

v-17. Por medio de las pendientes demuéstrese que los tres puntos (6. — 2).
(2, 1) vy (— 2, 4) son colineales.

18, Una recta pasa por los dos puntos (— 2, —3), (4, 1). Si un punto
de abscisa 10 pertenece a la recta, jcual es su ordenada?

19. Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y) que
pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1), (7, 3).

--+~20, Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x, y)
que pertenezca a la recta que pasa por el punto (3, — 1) y que tiene una pen-
diente igual a 4.

21. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) vy (4, 1)
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (—1, 1) y (3, 7).

22. Una recta {, pasa por los puntos (3, 2) y (— 4, — 6), y otra rectals
pasa por el punto (— 7, 1) yel punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs-
cisa del punto A, sabiendo que {; es perpendiculara /g.

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) y (—2, 1) son los
vértices de un tridngulo rectdngulo, y hallar sus 4ngulos agudos.

24. Demostrar que los cuatro puntos (2, 4), (7. 3), (6. —2) y (1, —=1)
son vértices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen
mutuamente en partes iguales. )

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6). (9, 9) y (6, 5) son
vértices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su
punto medio.

11. Demostracién de teoremas geométricos por el método analitico.
Con los resultados obtenidos en este capitulo es posible demostrar muy
facilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por los métodos
de la Geometria analitica. El estudiante comprender4 el alecance de la
Geometria analitica comparando la demostracién analitica de un teo-
rema con la demostracién del mismo teorema dada en Geometria cle-
mental.

En relacién con la demostracién analitica de un teorema, son nece—
sarias ciertas precauciones. Como en la demostracidn se emplea un
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sistema coordenado, es muy util construir la figura de manera que se
facilite la demostracién. Una figura debe colocarse siempre en la
posicién mds simple , es decir, en una posicién tal que las coordenadas
de los puntos de la figura simplifiquen lo més posible los cdlculos
algebraicos. Por ejemplo, en un teorema relativo a un tridngulo
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu-
ra 17 (a), teniendo los vértices las coordenadas que se indican. Pero
es m4s sencillo suponer el tridogulo en la posicién indicada en la
figura 17 (b); en efecto, para esta posicién solamente tenemos tres
cantidades, a, b y ¢, que considerar, mientras que si consideramos

Y ): Y
{c,d)
U oo (0,8)
(e.f) /
{a,b)
., O . O . 0
X X X(O,O) a0 X X(O,O) X
Y’ Y’ Y’
{a) (v (c)
Fig. 17

el tridgngulo dado en la figura 17 (a) serin seis las cantidades que
entrardn en nuestros cidlculos. Una posicién andloga a la dada en la
figura 17 (b) es aquella en que ningin vértice estd en el origen, pero
un vértice estd sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos estdn
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujard las figuras corres—
pondientes a este cago.

_Por afdn de simplificacién no se debe caer, sin embargo, en el
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema
quede restringido. Por ejemplo, las coordenadas para los vértices del
tridngulo de la figura 17 (¢) contienen solamente dos cantidades a y b,
pero csta figura es el caso especial de un tridngulo rectingulo y no
servirfa para la demostracién de un teorema relativo a un tridngulo
cualquiera. También es muy til el usar letras y no niimeros para las
coordenadas de los puntos.

Como primer paso en la demostracién analitica de un teorema, se
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y, después, colocar la
figura en una de las posiciones m4s simples, sin particularizar el teo—
rema, tal como se explic6 en el pirrafo anterior. A continuacién,
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberdn designarse
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi-
miento a seguir después de esto depende de la propiedad o propiedades
particulares que van a demostrarse y se comprenderd mejor por medio
de ejemplos.

Ejemplo 1. Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrildtero forman un paralelo-
gramo.

Y
h
Ble,d)
E
Ala,b)
P
D
0
X" >
(0,0) G Cle,0) X
YI
Fig. 18

Demostracién. Una de las posiciones mdis simples para un cuadrilitero
cualquiera es la mostrada en la figura 18, Sean D. E. F y G los puntos me-
dios de los lados sucesivos del cuadrilitero OABC. Tenemos que demostrar
que el cuadrilitero DEFG es un paralelogramo. Esto sugiere la obtencién de
las pendientes de los lados de DEFG. Estas pendientes se obtienen muy ficil-
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D, E, F y G.
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los
lados del cuadrilitero dado. bastara aplicae las férmulas del punto medio de un
segmento. Segiin esto, la obtencidn de las coordenadas sera el puato de partida
de la demostracion.

Por el corolario del teorema 3 del Articulo 7, tenemos, para las coordenadas
de los puntos medios:

D: (O_+_, 0__!2'._2), o sea, (%, i7—).
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Por el teorema 4, Articulo 8, tenemos, para las pendientes de los lados
de DEFG:

b _b+d
Pendiente de DE = 2 2 = .d_;
a _etc ¢
2 2
b+d __d
. 2 2 b
Pendiente de EF—a+C Pl
2 2
%'—0 d
Pendiente de FG = — ==
c+e e c
2 2
%_0 b
Pendiente de GD = =2 .
a_e a-—e
)

Siendo idénticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos,
segtn el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Anilogamente, los lados
EF y DG son paralelos. Por tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y
el teorema estd demostrado.

4
1
C(b,c) Bla+b.c)
, 0
X o
©,0 Ala0) X
Y'
Fig. 19

Ejemplo 2. Demostrar analiticamente que, si las diagonales de un parale-
logramo son perpendiculares entre si, el paralelogramo es un rombo,

Demostracién. Una de las posiciones mis sencillas para un paralelogramo
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vertices
A y C sus coordenadas como estd indicado. Como OABC es un paralelogramo,
el lado BC es paralelo e igual al lado OA. Luego, la ordenada de B esigual a
1a ordenada de C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abscisa de C.
Todo esto lo indicamos analiticamente asignando las coordenadas {a + b, ¢) al
vértice B.
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Por hipétesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica-
mente, por la relacién

de donde,
c2=4qag%~b? yoa =\/b2+c"’.

Pero a esla longitud del lado OA, y, porel teorema 2, Articulo 6, VbZFc?
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de
OABC el paralelogramo es un rombo, como se queria demostrar.

EJERCICIOS. Grupo 4

Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse anali-
ticamente. Para cada ejercicio dibijese una figura colocada, con respecto a los
ejes coordenados, de manera que facilite la demostracidn.

1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes
iguales.

2. Enunciar y démostrar el teorema reciproco del anterior.

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cottan en su punto
medio.

4. EIl segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera
de un tridngulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.

5. El punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectingulo equidista de
los tres vértices.

6. Los dngulos opuestos a los lados iguales de un tridngulo isdsceles son
iguales.

7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6.

8. §Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec-
tangulo.

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un tridngulo isés-
celes son iguales.

10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9.

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vértices opuestos de un
paralelogramo con los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y
paralelos.

12. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma.

13. 'El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos.

14. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo cualquiera es
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales.

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos
de un cuadrilitero cualquiera se bisecan entre si.

16 Lossegmentos que unen los puntos medios de cada doslados contlguos
de un rectingulo forman un rombo,

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti-
guos de un rombo forman un rectingulo.
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18, Losangulos de la base de un trapecio isdsceles son iguales.

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilitero y los
puntos medios de las diagonales son los vértices de un paralelogramo.

20. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema de Pitigoras.

21, El segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual-
quier cuadrilitero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrili-
tero se bisecan entre si.

22. EI segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale-
los de un trapecio biseca a ambas diagonales.

23. La suma de los cuadrados de las -distancias de cualquier punto de un
plano a dos vértices opuestos de cualquier rectingulo es igual a la suma de los
cuadrados de sus distancias a los otros dos vértices.

24, Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 23.

25. Si O, A, By C son los vértices sucesivos de un paralelogramo, y
D y E los puntos medios de los lados AO y BC, respectivamente, los seg-
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC.

12. Resumen de férmulas. A intervalos apropiados el estudiante
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados
obtenidos. £n tales tablas se apreciard a simple vista no solamente las
relaciones importantes sino también algunas analogfas o propiedades
comunes ; también servirdn para reducir a un minimo los resultados
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos & con—
tinuacién un resumen , en forma de tabla, de los principales resultados
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta—
dos claramente definidos en su mente, y, en particular, debe notar
el paralelismo entre la condicién geométrica por una parte y su repre—
sentacién analitica por otra.

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA

Longitud P, P3 de un segmento de recta
dirigido, P31 Pg3, con punto inicial P, y
punto final Pj.

Py P3 coincidiendo con el eje X
Pi(x10), Pa(xa. 0). Py P3 paralelo P,P3 = x3— x1.
aleje X; Py(x1, y). Pa(xs. y), y#O0.

P, P3 coincidiendo con el eje Y
P.(0, y1). Pa(0, ya). Py P3 paralelo PPy = y3 — y1.
alejeY: P1(x, y1), Pa(x, ys), x #0.

Distancia d entre dos puntos dados - 5 3
Pi(x1, y1) ¥ Pa(xs ya). d=V (x1—x)?+(y1 = ya)?.
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CONDICION GEOMETRICA

REPRESENTACION ANALITICA

31

Coordenadas (x, y) del punto P que x = X1 + rx2
divide al segmento rectilineo dirigido P, P, 14
con puntos extremos dados Py(x1, y1) y y1 + rys r > =1
Pa(xs, y3), en larazén dadar=P, P : PPy. ¥ < 1+r
Coordenadas (x, y) del punto medio = X1+ x2
del segmento dirigido, P; P2 cuyos extre- 2
mos dados son los puntos P;{(x,, y1) ¥ g = + ys
P3(x2, ya). 2
Pendiente m de la recta que pasa por los
dos puntos dados diferentes Py(x1, y1) ¥ m = YL T U2 o) o 4,
Pa(xa, yz). X1 = X2
A'ngulo. 9 'formado por ldos re'ctas con tg 0 ) Tl ] WP S
pendiente inicial mi y pendiente final mj. 1 +mima
Condicién necesaria y suficiente para el
paralelismo de dos rectas dadas de pendien- m; = mo.
tes m; y ma.
Condicién necesaria y suficiente para la
perpendicularidad de dos rectas dadas de mimz = — 1.

pendientes my y ma.




CAPITULO II

GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS

13. Dos problemas fundamentales de la Geometria analitica. En
este capftulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda-
mentales de la Geometria analftica.

I. Dada una ecuacién interpretarla geométricamente , es decir,
construir la gréfica correspondiente .

II. Dada una figura geométrica, o la condicién que deben cumplir
lns puntos de la misma, determinar su ecuacién.

El lector observard que estos problemas son esencialmente inversos
entre sf. Estrictamente hablando, sin embargo, ambos problemas
estdn tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro-
blema fundamental de toda la Geometria analitica. Por ejemplo,
veremos méis adelante que, después de obtener la ecuacién para una
condicién geométrica dada, es posible, frecuentemente, determinar
por un estudio de esta ecuacién posteriores caracteristicas geométricas
y propiedades para la condicién dada. Nuestro propésito al considerar
inicialmente separados los dos problemas no es de mueha necesidad
sino , m4s bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar
nuestra atencién sobre un nimero menor de ideas a la vez.

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuacién. Su-—
pongamos que se nos da una ecuacién de dos variables, £ y ¥, que
podemos escribir, brevemente, en la forma

S, y)=0. (1)

En general, hay un niimero infinito de pares de valores de z y y que
satisfacen esta ecuacién. Cada uno de tales pares de valores reales se
toma como las coordenadas (x, y) de un punto en el plano. Este con—
venio es la base de la siguiente definicién :
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Derinicién 1. El conjunto de los puntos, y solamente de ague-
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuacién (1), se llama
grdfica de la ecuacién o, bien, su lugar geométrico.

Otro concepto importante estd dado por la

Derinicién 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen Ia
ecuacién (1) pertenece a la grdfica de la ecuacion .

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun-
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién pertenecen a su lugar
geométrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto
satisfacen una ecuacién, ese punto pertenece a la grafica de esa ecuacién
y, reciprocamente, si un punto estd sobre la grifica de una ecuacién ,
sus coordenadas satisfacen la ecuacién. Esto es, evidentemente, el
enunciado de una condicién necesaria y suficiente (Art. 9). Como las
coordenadas de los puntos de un lugar geométrico estin restringidas
por su ecuacién tales puntos estardn loealizados, en general, en posi-
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un trazo definido
llamado curva, grafica, o lugar geométrico.

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuacién
u=x3-8x34 15 x. (2)

Dando diversos valores a x y calculando los valores correspondientes de y.
obtenemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores
correspondientes, tomado como las coordenadas de un punto., nos permite
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20.

En Algebra se estudia el trazado de graficas del tipo (2). El pro-
cedimiento consiste en trazar un cierto nimero de puntos y dibujar una
linea continua que pasa por todos ellos. tal como estd indicado en la
figura 20. Pero, al hacer esto, se supone que la gréifica entre dos
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la
grifica particular que estamos considerando, no es verdadero para
las graficas de todas las ecuaciones. Por tanto, bajo este supuesto,
podemos introducir muchos errores en el trazado de la grifica entre dos
de sus puntos. Para evitar errores de este tipo, debemos hacer una
investigacién preliminar de la ecuacién para ciertas caracteristicas
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la
ecuacion y se describird en los articulos que siguen inmediatamente
al presente.

El lector no debe creer que toda ecuacidn del tipo (') tiene, necesariamente,
una grifica. Por ejemplo, la ecnacién

x2+yt+4=0 3

Lehmana. — 8.




