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El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analiticn 
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 
10s principios fundarnentales de Geonletria elelnental, Trigonoilletria 
plana y Algebra. 

En su prepumidn el autor se 1x1 esforzado, principal~nente, en satis- 
facer las necesidades de ri~aestros y alalilnos. Una simple lectura del 
indice mostrarQ que 10s temas considerados son aquellos incluidos gene- 
rallnente en 10s libros de tcxto de Geomctria analitica. Creeinos que el 
iriaestro encontrari en cste libro todo el material que puede considerar 
como esencial para un curso de ests materia, ya quc no tw conveniente, 
por lo general, el tener que complenlcntar un libro dc texto con material 
de otros libros. 

El n16todo didictico etnpleado en todo el lihro consta de las siguien- 
tcs partcs: orientaci6n, lnotivo, tliscusitin y cjen~plos, a la manera de 
una lcccirin oral. 

l'ara orientacicin dcl cstudiante, el autor ha usaclo el metodo dc pre- 
sc~ntar pril~lero ideas fa~i~iliarcs y pasar luego paulatinalnente y de una 
n1anrl.a natural a nuevos conceptos. Por esta mzcin, cada capitulo co- 
n~ienzn con un articulo preliminar. Este enlace dc 10s conocimientos 
a~\teriorrs del estudiante con 10s nuevos conceptos de la Geometria ana- 
litica es tle considerable in~portanciit, porque un ma1 entendimiento del 
ir16todo nnalitico en 10s principios conducid, inrvitablemente, a dificul- 
tatlcs continuas en las pnrtes m6s nvanzadas. 

En el desarrollo de 10s temm se ha pllesto cspecial cuidado en fijar el 
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci- 
lniento bdsico de 10s nGtodos analiticos y no haga una sinlple adquisicicin 
de hechos geom6tricos. Se ha heello todo lo posible por encauzar el pro- 
ceso de razonnmiento de tal mnnera que apsrte a1 estudiante de la :area 
de nlemorizar. 

En  general, henlos resumido en fornla de teoreinas 10s resultados de 
la discusidn de un problema o una proposicidn particular. Este proce- 



dimiento no solamede sirve para llamar la ntenci6n sobre 10s resultndos 
lmportnntes, sino catnbiQn clasiiica a dichos resultados para futura refe- 
rencin. 

El maestro verli que este libro se presta en sf a ser dividido en lecciones 
para 1&? tareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualnlente 
de uno o mlis ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la 
teoria explicada. 

Q~eremos ahora llamar la atenci6n sobre algunas caracteristicas espe- 
ciales del libro. El estudio de la ~eomkGia  tibfditica no alcanza uno de sus 
princ:ipsles objetivos si no da un anlilisis completo de cualquiera investiga- 
cilh particular que se trate. El ser conciso en la presentaci6n no se justifica. 
siertamente si una conclusi6n estli basada en la discusibh:di?'dri"'~ virios 
onsos posibles. E s . p ~ r  esto pue la ~inveatigaci61i ,de cada cuestidn sk ha 
hecho tan, completa como ha sido posiblei; f !loicasos 'excep~ionales no 
han sido consideradoe. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-5 
cusi6n de Ins posiciones relati~ad de do; Wdtas  it.."^); 1it"determina- 
ci6n de la distancia de unarekta ti un pu'h'to dado (A&: 93) ' j i  el &stu?fi&: 
de las fanlilias o hrtces de cfrcunferencias (Art. 421.; ' , '  

, ; , ; i ,  

Otra partichlaridad de :ed& obra es el. dar en forriikde tabla o cbiidh' 
sin6ptic0, un regumen d&;.CYrMulasy reswltados estreehamente rellcidl' 
nados. .Una larga e~~riencia:"hk.~ciotitiehddo a1 iiitok"B'eiqu&'pa?u , .  , 1 3 '  
estudiantes es una gr&n dpuda, ,jj:figb :db tales res~&-+s:" . ' t i ' !  

:'- ' " '  i 

Se observarli que se han introducido varios t6rminos "iikddi' .P&' 
ejemplo el eje focal y el eje. normal paka las se~ciorl&'kbhida'~i' (Xit.' 00), 
el nombre indz'cador para el. ihvathibte' B2 - 4AC dk'~&'~b\ilhbi6n, gkheril' 
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el t Q r r n i n o ~ ~ & ~ ~ h ? i @ & l ' d b '  
coordenadas polares (Art. !8b).: . ~ ~ e e r n o g ~ q d ~ ; : i ~ - ~ i s d d ~ : $ ~ &  ,fe"r~riibds y 
el de 10s parentesis rectdfr&llii'& phfi:~nbei~l':ld'iifiiiiek+d'dire&di&!ddL 
una recta en el espacio (Art. 1s1jSes .hhy'c-jfi+&fik!,$t&. ' , ::'!' ! .'.": : .  ; f : , : :  : '  

El  desarrollo de In, ~eometria'analitie&'a?lr ~~~d&i'b!'e$'~ofi6f~e'r&%?h:'-' 
mente m& completo . que el que aparece e n  ,1ti'ntijrbkg ;Bd I'db 88tbi"iIk': 
texto. Un buen fundament6 ijh ~66mitiiir';iti~liti'c&'d&~$$'#d~iil i?Q'd@~@@ : 
valor phra estudios posteriireb'@L Matelr i~kek~.~ ;Fcii ej&:tn'fild~' ii.h.kbtb&d ' 
raz-onado de intersecci6n de khid&ifi$i& 3 &ii%$"in dl !&$$hhYd a$Yd $'k ' 
gran ayuda para la c o m p i e n s i ' 6 n " & ' n i ~ ~ h ' 6 $ ~ ~ ~ h i ~ ~  'd6 '&~~ii~o'?$fitiitksi- 
mal. Creemos, tarribign, que se H a  i f ic~ufdd"'sCif l~~~t:e '~d%rid ba?b.'qc& ' 
el libro pu&a ser ficilmente.adaptg&d'& si'j ciiik6~e.~&dddt~~'k~@~fib&' 

, , : a  ( . , i  ,:. ' . . , I  ,;.:!,,!,!:; .>; :,< , : ' ; . ~ i ;  . , , ,  
del eapacio. 

Como es deseable que el istudiante enfticii~k ~d'sit8fi6?&hi6bbf6'!u~ ihi- 
nirno de conceptos a la vez, se han agrupado 10s t e m e  semejanies en 
articulos y capituloi individudea. Esto evita l& dekentajas de la dis- 
tracciijn causada por la- d?$eisi6n de 10s temas en todo el libro. Por 
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares estA con- 
tenida en un solo capitulo. Esta concentracicin de material hace que el 
libro sea ~ n h s  6til para consulta aun despue's qne el estudiante haya ter- 
niinado su curso de Geometria analitica y este' dedicado a estudios m i s  
avanzados. 

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco 
horas por semana pero es fitcilmente adaptable a cursos m i s  cortos. El 
maestro puede tambie'n omitir ciertas partes de Geometria annlitica del 
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar CBlculo 
infinitesimal. 

Se ha dado especial atencicin a 10s ejercicios, de 10s cuales hay 1920 
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho n1is de lo que normalmente 
resuelven 10s alumnos en un curso, pero permite una variaci6n de tareas 
de aiio a aiio. A1 final del libro se dan las soluciones a la magoria de 
estos ejercicios. Ademis hay 134 ejen~plos resueltos completa~nente. 

Se incluyen dos ap6ndices. El  primer0 consiste en una lista resumen 
de f6rmulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y 
Trigonometria plana. El  segundo apBndice consiste en una serie de 
tablas nume'ricas para ser usndas en 10s c8lculos. 

E l  autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller 
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacibn en Is 
realizacibn de eu tarea. E l  profesor Miller ha leido el manuscrito com- 
pleto cuidadosamente y ha contribuido mucho a1 valor del libro por sus 
titiles augestiones y critica constructiva. 

CHARLES H. LEHMANN 
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CAPITULO PRIMER0 

SISTEMAS DE COORDENADAS 

1. IntroduccMn. El objeto de este capftulo es presentar algunos 
de 10s conceptos fundamentales de la Geometrfa analftica plana. 
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen 
la base del estudio de la Geometrfa analitica . En particular, se harh 
notar c6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometrfa 
elemental por 10s mdtodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrarh 
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras 
rectilineas . 

2. Segmento rectilineo dirigido. La porci6n de una linca recta 
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilbneo o 
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extremos del seg- 

Fig. I 

mento. Asi, en la figura 1, para la recta 1, AB es un segmento 
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre- 
senta porAB. 

El lector ya esth familiarizado con el concepto geomdtrico de 
segmento rectilineo. Para 10s fines de la Geometrla analftica afia- 
diremos, a1 concepto geomdtrico de segmento, la idea de senlido o 
direccidn. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB 
es generado por un punto que se mueve a lo largo de la recta 1 de A 
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB est& dirigido de 
A a B ,  e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1. 
En este cam, el punto A se llama origen o punto inicial y el punto B 
eztremo o punto $na2. Podemos tambih obtener el mismo segment0 
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dirigi6ndolo de B  a A  ; entonces B  es el origen y A  el extre~no , y el 
segmento se designa por B A .  El sentido de un segmento dirigido se 
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial. 

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, lag longitudes 
de 10s segrnentos dirigidos , AB y BA , son las mismas. En Geome- 
tria analitica , sin embargo, se hace una distinci6n entre 10s signos de 
estas longitudes. Asi , especificamos , arbitrariamente , que un seg- 
mento dirigido en un sentido serii considerado de longitud positiva, 
mientras que otro , dirigido en sentido opuesto , serii considerado 
como un segmento de longitud negatiutz. De acuerdo con esto, si 
especificamos gue el segmento dirigido AB tiene una longitud posi- 
tiva , entonces el segmento dirigido B A  tiene una longitud negativa , 
y escribimos - 

A B = - % Z .  (1 1 

Consideremos ahora tres puntos distintos A ,  B  y C sobre una 
l'mea recta cuya direcci6n positiva es de izquierda a derecha. Hay 

A C B  - C A  B  - A B C  - 
(a) (b) (4 

Fig. 2 

3 ! = 6 ordenaciones posibles de estos puntos , como se muestra en la 
figura 2.  Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes 
positivas , tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a 
estas ordenaciones : -- - - 

AC + CB = AB , 
-- - - 

(a1 

C A  + AB = CB , (b  1 

Denlostraremos en seguida que todas estas relaciones est&n inclui- 
das en la relaczaczdn fundamental: 
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- 
En efecto, por ( I ) ,  ?% = - BC, de manera que la relaci6n ( a )  
puede escribirse 

AC-BC-AB, 

de donde, pasando - BC a1 segundo miembro , obtenemos ( 2 ) .  - 
Anblogamente , por ser CA - - AC y ?% = - BC* por ( 1 ) , la 
relaci6n ( b) se convierte en 

- 
- A C + A B =  - BC,  

en donde , por transpwici6n, obtenemos tambihn (2). La relaci6n 
(c) estb ya en la forma (2). Como anteriormente, usando ( I ) ,  
vemos que (d) , (el y ( j  ) se reducen cada una a (2) . 

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos 
introducido 10s conceptor, de direcci6n y s i p 0  con respecto a 10s 
segmentos rectillneos. Ahora vamos a dar un paso m&s introduciendo 
la idea de correspondencia entre un punto geomhtrico y un ndmero 

P; p2 0 A PI p 
X' ! *X 

(5 '1 G2) to) (1) (511 (2) 

Fig. 3 

real. Consideremos (fig. 3) una recta Xf X cuya direcci6n positiva 
es de izquierda a derecha, y sea 0 un punto fijo sobre esta linea. 
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es 
un punto de Xf X distinto de 0 y situado a su derecha, la longitud 

puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto 
cualquiera de Xf X situado a la derecha de 0 y tal que el segmento 
dirigido OP , de longitud positiva , contiene z veces a la unidad adop- 
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde a1 
ndmero positieo x. Anhlogamente, si Pf es un punto cualquiera 
de Xf X situado a la izquierda de 0 y tal que el segmento dirigido 
OPf tenga una longitud negativa de zf unidades, entonces diremos 
que el punto Pf corresponde a1 nilmero negativo xf . De esta manera, 
cualquier ndmero real z puede representarse por un punto P sobre la 
recta XfX . Y reciprocamente, cualquier punto dado P situado 
sobre la recta X X represents un ndmero real x , cuyo valor numt?rico 
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es poaitivo o 
negativo segdn que P estt? a la derecha o a la izquierda de 0. 

De acuerdo con esto , hemos construido un esquema por medio del 
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntoa de una 
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recta y 10s ndmeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde- 
nado. En el caso particular considerado, como todos 10s puntos estan 
sobre la misma recta, el sistema se llama sistema unidimensional o 
sistema coordenado lineal. Refirihndonos a la figura 3 ,  la recta X'X 
se llama eje y el punto 0 es el origen del aistema coordenado lineal. 
El ndmero real z correspondiente a1 punto P  se llama coordenada del 
punto P  y se representa por ( z ) .  Evidentemente , de acuerdo con 
las convenciones adoptadas, el origen 0 tiene por coordenada (0) y 
el punto A tiene por coordenada ( 1 ) .  El punto P  con su coordenada 
( z )  es la representaci6n geomhlrica o grdfica del n6mero real zr, y la 
coordenada ( z )  es la representaci6n analitica del punto P .  Ordina- 
riamente escribiremos el punto P  y su coordenada jilntos, tal como 
sigue : P ( z ) .  

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por 
el sistema coordenado lineal ee ftnica. E s  decir, a cada n h e r o  
correeponde uno y eolamente un punto sobre el eje, y a cada punto 
del eje correspode uno y solamente un ndmero real. 

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos 
puntos dados cualesquiera , tales como PI (zl ) y Pa ( 2 1 )  de la figura 3 . 
En Geometria analltica, se dice qne 10s puntos eattin dados cuando se 
conocen sus coordenadas . Por tanto , XI y za son ndmeros conocidos . 
Por la relaci6n ( 2 )  del Articulo 2 ,  tenemos : 

- -- 
Pero, OP1 = zl y OP2 = 22. Luego, 

- 
n + P 1 P 2 = z z ,  

de donde , - 
PlPl  = 2 2  - a. 
- - 

La longitud del segmento dirigido P2 PI , obtenida de PI P2 por me- 
dio de la relaci6n ( I )  del Articulo 2 ,  es 

En cualquier cam, la longitud de un segmento dirigido se obtiene 
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto 
final. Este resultado se enuncia como sigue : 

l ' r o a ~ ~ a  1 .  En un sistema coordenado lineal, la longitud del sey- 
rnenlo d6zpido que me dos puntos dados se obtiene, en mgnitud y signo, 
restando tn roordenada del origen de lu coordenada del eztremo. 
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La distaneta entre dos puntos se define como el valor numerico o 
valor absoluto de la longitud del segmento rectilfneo que une ems dos 
puntos . Si representamos la distancia por d l  podemos escribir : 

Ejemplo. Hallar la distancia entre 10s puntos PI (5) y P2 ( -  3 ) .  

Solucibn. Por el teorema 1 .  las longitudes de 10s segmentos dirigidos son 

Entonces, para cualquiera de 10s dos segmentos dirigidos, la distancia esti 
dada por 

d -\-81=181 =8. 

4. Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado 
lineal, cuyos puntos e san  restringidos a estar sobre una recta, el eje , 
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi- 
gaci6n analitica de propiedades geombtricas . Asi , por ejemplo , es 
imposible estudiar las propiedades de 10s puntos de una circunferencia. 
Para extender la utilidad del metodo analitico , consideraremos ahora 
un sistema coordeuado en el cual un punto puede moverse en todas 
direcciones manteniendose siempre en un plano. Esbe se llama sistema 
coordenado-bidimensional o plano , y es el sistema coordenado usado 
en la Geometrfa analitica plana . 

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y , 
ademhs , el mhs importante, es el sistema coordenado rectangular, 
familiar a1 estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono- 
metrla. Eate sistema, indicado en la figura 4 ,  consta de dos rectas 
dirigidas X X y Yf Y , llamadas ejes de cootdenadas , perpendiculares 
entre st. La recta X f  X se llama eje X; Yf Y es el eje Y; y su punto 
de interseccihn 0 ,  el origen . Estos ejes coordenados dividen a1 plano 
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tsl como se indica 
en la figura 4 .  La direcci6n positiva del eje X es hacia la derecha ; la 
direcci6n positiva del eje Y , hacia arriba. 

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema 
rectangular. En efecto, se traza P A  perpendicular a1 eje X y PB 
perpendicular a1 eje Y. La longitud del aegmento dirigido OA se 
representa por z y se llama abscisa de P; la longitud del segmento 
dirigido OB ae representa por y y se llama ordenada de P .  Los dos 
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ntimens reales, z y y , se Ilaman corndenadas de P y se representan 
por (z , y) . Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de 0 
son positivas y a Ia izquierda son negativaa; las ordenadas medidas 
sobre Y arriba de 0 son positivas y abajo eon negativss. Los signos 
de las coordenadas en 10s cuat~o cuadrantes est&n indicados en la 
figura 4 .  

Es euidente que a cada punto P del plano eoordenado le corres- 
ponden uno y solamente un par de coordenadas (z , y) . Rec-fproca- 

Y '  

Fig.  4 

mente , un par de coordenadas (z , y) cualesquiera determina uno y 
solamente un punto en el plano coordenado. 

Dadas las coordenadas (z , y) , z # y , quedan determinados 
dos puntos, uno de coordenadas (z , y) y otro de coordenadas (y , z) 
que son diferentes . De aquf que sea importante escribir las coordena- 
des en su pmpio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la 
ordenada en el segundo. Por esta r a d n  un par de coordenadas en el 
plano se llama un par ordenado de nlimeros rertles. En vista de nues- 
tra discuai6n anterior, podemos decir que el sisterna coordenado rectan- 
gular a el plano estnblece una correspondencia biuntvoca entre cada punto 
del phno y un par ordenado de nzimeros reabes. 

La localizaci6n de un punto por medio de sus coordenadas se llama 
trazado del punto. Por ejemplo , para trazar el punto (- 5 ,  - 6 )  , 
sefialarernos primer0 el punto A ,  sobre el eje X , que estA 5  unidades 
a la izquierda de 0 ; despuds , a partir de A ,  sobre una paralela a1 
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eje Y ,  mediremos seis unidades hacia abajo del eje X , obteniendo asl 
a1 punto P(- 5 ,  - 6) .  La construcci6n est& indicada en la figura 5 ,  
en la que se han trazado tambihn 10s puntos (2, 6) , (- 6 ,  4 )  y 
(4,  - 2 ) .  

El trazado de 10s puntos se facilita notablemente usando papel 
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas 
paralelas a 10s ejes coordenados. La figura 5  es un modelo de papel 

Fig. 5 

de esta clase. Se recomienda a1 estudiante el empIeo de papel coorde- 
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud. 

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son 
cero , veremos que todos ellos estin sobre el eje X ,  y el sistema coor- 
denado plano se reduce a1 sistema coordenado lineal. POT lo tanto, el 
sistema coordenado lineal es , simplemente , un caso especial del siste- 
ma plano . 

Otro sistema plano que tendremos ocasi6n de usar es el sistema de 
coordenadas polares . Las coordenadas polares se estudiar6n mbs ade- 
lante en un capitulo especial. 

El lector deberi observar que en 10s sistemas coordenados que han 
sido estudiados, se establece una correspondencia entre 10s puntos y el 
conjunto de 10s niimeros reales. No se ha hecho mencidn de 10s niime- 
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no 
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especifican nada para 10s ndmeros complejos , no consideraremos tales 
ndmeros en nuestro estudio de la Geometria analftica . 

Ejemplo. U n  t r i i ngu lo  equili tero OAB cuyo lado tiene una longitud a 
es t i  colocado de tal manera que el virtice 0 es t i  en el origen, el virtice A es t i  

sobre el eje de las X y a la derecha 

Y de 0 ,  y el virtice B es t i  arriba del 

A B 
eje X. Hallar las coordenadas de 10s 
virtices A y B y el Area del t r i in-  
gulo. 

Solucibn. Con  referencia a 10s 
ejes coordenados, el t r i ingulo  es t i  en 
la posici6n indicada en la figura 6. 
Como a = a. la abscisa del punto  
A es a. Tambi in ,  por  estar A sobre 

0 
el eje de las X ,  su ordenada es 0. 

C A P a r  tanto,  las coordenadas del verti- 

Fig .  6 

ce A son (a. 0). 
Si  trazamos la altura BC. per- 

pendicular al lado OA, sabemos, por 
la Geometria elemental, que C es el 

punto  medio de O A .  P o r  tanto ,  la abscisa de C es a. Como BC es paralela 
2 

al eje Y, la abscisa del punto  B es tambiin It. La ordenada de B se obtiene 
2 

ahora muy ficilmente por  el teorema de Pitbgoras; dicha ordenada es 

Las coordenadas del virtice B son, pues, (4, $0). 

E l  irea del t r i ingulo  (Apendice IA, 1) es 

EJERCICIOS. Grupo 1 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Si A y B son dos puntoa diferentes de una recta dirigida, demostrar que 
A B + B A - 0  y A A - a - 0 .  

2. Demortrar que las relaciones (d) , (e) y ( f )  son casos particularor do la 
relaci6n (2) del Articulo 2. 
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3. Si  A, B ,  C y D s o n c u a t r o  puntos dist intos cualesquiera de una recta 
dirigida, demostrar que,  para todas las ordenaciones posiblea de estos puntos  
sobre la recta, se verifica la igualdad 

AR+BC+CD=AD.  

4. Hallar la distancia entre 10s puntos  cuyas coordenadas son: (- 5) y 
(6 ) ;  (3) Y ( - 7 ) :  ( - 8 )  y ( -12 ) .  

6. La distancia entre dos  puntos es 9. Si uno de 10s puntos es (- 2 ) ,  
hallar el o t ro  punto .  (Dos casos.) 

6. E n  un sistema coordenado lineal, P l ( x 1 )  y Pz (xz )  son 10s puntos  
extremos dados de un segmento dirigido.  Demostrar que la coordenada ( x )  de - -  
un  pun to  P que divide a PI  Pa en la razdn dada r = P I  P : P Pz es 

7. Haciendo r = 1 en la fdrmula obtenida en el ejercicio 6,  demostrar que 
la coordenada del p u n t o  medio de un segmento rectilineo es la media aritmitica 
de las coordenadas de sus puntos  extremos. 

X. Hallar 109 puntos  de trisecci6n y el pun to  medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son 10s puntos  ( -  7) y ( -  19) .  

9. U n  extremo de un segmento dirigido es el pun to  ( -  8) y su pun to  
medio es ( 3 ) .  Hallar la coordenada del o t ro  extremo. 

10. Los extremos de un  segmento dirigido son 10s puntos P I  (1) y P a  (- 2)  -- 
Hallar la razdn P 2 P  : ~ P I  en que el pun to  P (7) divide a este segaento .  

11. U n  cuadrado, de lado igual a 2 a ,  tiene su centro en el origen y sus 
lados son paralelos a 10s ejes coordenados. Hallar las coordenadas de sus cuatro 
virtices. 

12. T res  virtices de un  rectingulo son 10s puntos  (2, - I ) ,  (7, - 1) y 
(7, 3) . Hallar el cuarto virtice y el drea del rectingulo. 

13. Los virtices de un t r i ingulo  rectingulo son 10s puntos  (1, - 2 ) .  
(4, - 2 ) .  (4. 2 ) .  Determinar las longitudes de 10s catetos. y despuis calcular 
el irea del t r i i ngu lo  y la longitud de la hipotenusa. 

14. E n  el t r i i ngu lo  rectingulo del ejercicio 13, determinar primero 10s 
puntos medios de 10s catetos y ,  despuis, el pun to  medio de la hipotenusa. 

16. Hallar la distancia del origen a1 pun to  (a. 6 ) .  

16. Hallar la distancia entre 10s puntos  (6, 0 )  y (0. - 8 ) .  

17. Los virtices de un  cuadril i tero son 10s puntos  ( I .  3 ) ,  (7, 3 ) .  (9, 8) 
y (3. 8 ) .  Demostrar que el cuadril i tero es un paralelogramo y calcular s o  Area. 

18. Dos de 10s virtices de un  t r i ingulo  equil i tero son 10s puntos  (- 1. 1) 
y (3, 1).  Hallar las coordenadas del tercer virtice. (Dos casos.) 
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19. Demostrar que 10s puntos (- 5, 0) .  (0, 2) y (0, - 2) son 10s vhr- 
tices de un tri ingulo is6sceles, y calcular su irea. 

20. Demostrar quo 10s puntos (0, 0 ) .  ( 3 .  4) ,  (8, 4) y (5. 0) son 10s 
virtices de un t;r.~bo, y calcular su irea. 

5 .  Caracter de la Geometrfa analitica. La Geometrla elernentar, 
conocida ya  del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del 
presente estudio. Acabamos de ver que par-medio de un sistema 
coordenado es posibIe obtener una correspondencia biunivoca entre 
puntos y ndmeros reales. Esto , como veremos, nos permitiri apIicar 
10s mt5t5dw del AnLKsis a la Geometrfa , y de ah1 el nombre de Geo- 
metria analitica. A1 ir avanzando en nuestro estudio veremos, por 
ejemplo , c6mo pueden usarse , ventajosamente , 10s mt5todos alge- 
braicos en la resoluci6n de problemas geom6tricos. Reciprocamente , 
10s metodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener 
una representaci6n geomdtrica de las ecuaciones y de Ias relaciones 
funcionales . 

de sistema coord(lnado, que caracteriza a la Geome- 
fut5 introducido por primera vez en 1637 por el matc!mL- 

tic0 franc& Rent5 Descartes (1596-1650). POF esta raz6n, la Geome- 
tria analitica se conoce tambibn con el nombre de Geometrla cartesiana. 
Por la parte que toma en la unificaci6n de las diversas ramas de las 
matemkticas , la introducci6n de la Geometrfa analftica represents 
uno de 10s adelantos mLs importantes en el desarrollo de lag mate- 
mfiticas . 

En Geometria pura , el estudiante recordarb que , generalmente , 
era necesario aplicar un metodo especial o un artificio , a la soluci6n de 
cada problema ; en Geometria analitica , por el cont~ario, una gran 
variedad de problemas se pueden resolver muy fficilmente por medio de 
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde- 
nado. El  estudiante debe tener siempre presente que esth siguiendo un 
curso de Geometria analitica y que la soluci6n de un problema geom6- 
trico no se ha efectuado por Geometria analitica si no se ha empleatlo 
un sistema coordenado. Segdn esto, un buen plan para comenzar la 
soluci6n de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados 
propiamente designados . Esto es de particular importancia en 10s 
primeros pasos de la Geometria analitica, porque un defecto muy 
comdn del principiante es que si el problema que trata de resolver 
se le dificulta, estb propenso a caer en 10s m6todos de la Geome- 
tn'a pura. El  estudiante deberfi hacer un esfuerzo para evitar esta 
tendencia y para adquirir el mt5todo y espiritu analitico lo m i s  pronto 

mlwl!b 
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pdzl ,  yl) y Pd22, y2) 
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7)  . Vamos a determinar la dis- 
tancia d entre Pi y P2, siendo d = [P1/. Por PI P2 tracernos las 
perpendiculares PI A y P2 D a ambos ejes coordenados, como se in- 
dica en la @ura, y sea E su punto de intersecci6n. Consideremos el 
triBngulo rectfingulo PI EPt . For el teorema de PitBgoras , tenemos : 

+ I  

Fig.  7 

Las coordenadas de 10s pies de las perpendiculares a 10s ejes coorde- 
nadosson A(x1, 0 ) ,  B ( 0 ,  y l ) ,  C(x2,  O ) ,  D ( 0 ,  92) .  Luego, pore1 
teorema 1 (Art. 3) tenemos 

Sustituyendo estos valores en (1 ) , obtenemos 

d2 = (21 - ~ 2 ) ~  + (y1 - y2)2, 
de donde , 

d = d ( X I  - 21)' + ( p i  - ~ 2 ) ' .  

Este resultado se enuncia como sigue : 

TEOREMA 2 .  La distancia d entre dos puntos P ~ ( X I ,  yl) y Pz(xz, y2) 
estd dada por la j6muEa 

d = d ( x i  - ~ 2 ) ~  + (yl - - ~ 2 ) ' .  

NOTAS. 1.  En  la demostracidn del teorema 2,  no  se h i zo  menci6n de 10s 
cuadrantes en que se encuentran 10s puntos P I  y Pa. Seg6n esto el resultado 
del teorema 2 es completamente general e independiente d, la situacibn de 10s 
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puntos P I  y Pz. La posici6n de n n  pun to  en un cuadrante particular e r t i  
determinada por 10s signos de sus coordenadas. 

2. La distancia d es positiua, siendo PI Pn el valor numirico o absoluto 

Y de la longitud del segmento rectili- 
neo. P o r  esta razdn n o  aparece en la 
f6rmula ningun signo delante del ra- 
dical. Debe entmderse, por  conue- 
nio,  que si n o  aparece ning6n signo 

p1(3,3) delante de la raiz coadrada indicada 
de una cantidad, se considera siempre 
que se trata del valor positiuo. Si se 

x debe tomar la raiz cuadrada negativa. 
debe aparecer el signo menos delante 
del radical. Asi,  el valor positivo de 
la raiz cuadrada de una cantidad a se 

expresa por  di, el valor negativo 
Y' por - da, y ambos valores, el po- 

Fig.  8 sitivo y el negativo por  * 6;. 
Ejemplo .  Demostrar que 10s puntos 

son vertices de un t r i ingulo  equilitero. 

Solucibn. E l  t r i ingulo  del problema es el indicado en la figura 8. Por  el 
teorema 2, tenemos: 

Loego el t r i ingulo  es equili tero,  ya que todos sus lados son de igual longitud. 

7. Divisibn de un segmento en una razbn dada. 

TEOREMA 3 .  Si PI (XI,  y ~ )  y P2 (x2 , y2) son los eztremos de un 
segmento PI Pz , las coordenadas (x , y) de un punto F que divide a este - - 
segmento en la razdn dada r = PI P : P Pz son 

XI + rxz x = -  y l + r y a  r f  - 1 .  
l + r  ' Y' l + r  

DEMOSTRACI~N . Por 10s puntos P I ,  P , P2, tracernos perpen- 
diculares a 10s ejes coordenados, tal como se indica en la figura 9.  
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Por Geometrfa elemental , las tres rectas paralelas PI A1 , PA y Pz Az 
interceptan segmentos proporcionales s o b r e las dos transversales 
PI PI y A1 A1 . Por tanto, podemos escribir 

PIP AIA 
-_ P-. 
PPi A Ai 

J,aw coordenadas de 10s pies de las perpendiculares a1 eje X son 
Al(x1, 0 ) ,  A(%, O), Az(22, 0 ) .  
Por tanto, por el teorema 1 , del y 
Artbulo 3 ,  tenemos 

Sustituyendo e s t o  s valores 
( 1 )  , obtenemos 

2 - 21 r = -  
2 2  - 2 '  

de donde , 
i1 

Fig.  9 

Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos 
- - 
PIP BIB y -yl r = - - = -  
PPa BBt V a - V '  

de donde . 

E n  el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
dirigido PI Pa, es r  = 1 , de manera que 10s resultados anteriores se 
reducen a 

S e g h  esto tenemos el siguiente 

COROLARIO. La8 coordenadas del punto rnedio de un segmento diri- 
gido cuyos puntos eztremos son (XI , yl) y (XZ , yz) son 
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NOTAS. 1. E n  Geometria elemental. las relaciones ( I )  y (2) se escriben 
sin considerar el signo. E n  Geometria analitica, en cambio, lae razones deben 
ser consideradas con su signo, ya que eetamos tratando con segmontos rectilineos 
dirigidos. 

2. A1 usar las f6rmulas del teorema 3, debe cuidarse de que l a  sustitnci6n de 
las coordenadas sea correcta. P o r  esta raz6n. frecuentemente es preferible n o  
sustituir en estas f6rmulas sino oscribir directamente 10s valores de las razones, 
tal como 10s dan las f6rmulas (1) y ( 2 ) .  Esto  se muestra en el ejemplo que 
damos a continuaci6n. 

3. Si el punto  de divisi6n P  es externo a1 segmento dirigido P1P2,  la raz6n 
r  es negativa. 

Y 

Fig.  10 

Ejemplo. Si P I  (- 4. 2) y P2 (4, 6 )  son 10s puntos  extremos del segmento 
dirigido P I  Pa, hallar las coordenadas del punto  P  ( x ,  y )  que divide a este -- 
segmento en la raz6n P I P  : PP2 = - 3. 

Solucidn. Como la raz6n r  es negativa. el punto  de divisibn P es externo, 
tal como se indica en la figura 10. Si aplicamos el teorema 3  directamente, 
obtenrmos 

x l + r x a  - 4 + ( - 3 ) 4 = 8 ,  x = =  
l + r  1 - 3  

Si.  como se sugiere en la nota 2  anterior, escribimos las razones dirrctamen- 
te, obtenemos tambiin 

- 
P I P  x - ( - 4 )  r = =  = - 

4  - x  3, de donde, x  = 8 :  
P  Pa 

- 
P I P  y - 2  

y n = = - -  = - 3, de donde. y = 8. 
P P a  6 - y  
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EJERCICIOS. Grupo  2 

D i b ~ j e s e  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar el perirnetro del cuadril i tero cuyos virtices son (- 3, -1).  
(0. 3 )  9 (3, 4 ) .  (4, - I ) .  

2. Demostrar que 10s puntos  ( -  2. - 1 ) .  (2, 2 ) ,  (5, - 2 ) ,  son 10s 
virtices de un t r i ingulo  is6sceles. 

3. Demostrar que 10s puntos (2 ,  - 2 ) .  (- 8, 41,  (5, 3) son 10s vertices 
de u n  t r i ingulo  rectingulo,  y hallar su irea.  

4. Demostrar que 10s tres puntos  (12, 1 ) .  (- 3, - 2 ) .  (2, - 1)  son 
colineales, es decir, q u e  estin sobre una misma linea recta. 

5 .  Demostrar que 10s puntos  (0, 1 ) .  (3, 5 ) .  (7, 2 ) .  (4, - 2)  son 10s 
vertices de un cuadrado. 

6. Los  vertices de un t r i ingulo  son A (3, 81 ,  B (2, - 1) y C (6. - I ) .  
Si  D es el pun to  medio del lado BC. calcular la longitud de la mediana AD. 

7. Demostrar que 10s cuatro puntos  (1. 1 ) .  (3, 5 ) ,  (11, 6 )  , (9, 2)  
son 10s virtices de n n  paralelogramo. 

8. Calcular el irea del t r i ingulo  cuyos vertices son 10s puntos  (0, 0 ) .  
(1, 2 ) .  (3, -4 ) .  Sugestidn. Usese la segunda f6rmula del Apindice IA,  I .  

9. U n o  de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el p u n t o  
(3. - 2 ) .  Si la abscisa del o t ro  extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos  solu- 
ciones. ) 

10. Determinar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que el pun to  
(x .  y) equidista de 10s dos puntos (- 3, 5 ) .  (7, - 9). 

11. Hallar 10s puntos  de trisecci6n y el pun to  medio do1 segmento cuyos 
extremos son 10s puntos  (- 2. 3) y (6, - 3 ) .  

12. Los puntos  extremos de un segmento son P l ( 2 ,  4) y Pa (8. - 4) . 
Hallar el pun to  P ( x ,  Y) que divide a este segmento en dos partes tales que --  
Pap : P P I  = - 2. 

13. U n o  de 10s puntos  extremos de un segmento es el pun to  (7, 8 ) .  y su 
pun to  medio ea (4, 3).  Hallar el o t ro  extremo. 

14. Los extremos de un segmento son 10s puntos  P1(7,  4) y Pz ( -1 ,  - 4 ) .  - -- 
Hallar la raz6n P I P  : PPa  en que el pun to  P ( I .  - 2) divide a1 s e g m e n t ~ .  

15. Los puntos  medios de 10s lados de un t r i ingulo  son (2. 5 ) ,  (4, 2) y 
(1. 1) .  Hallar las coordenadas de 10s tres virtices. 

16. Los virtices de un t r i i ngu lo  son A ( -  1. 3 ) ,  B (3, 5) y C (7, - I )  . 
Si D es el pun to  medio del lado AB y E es el pun to  medio del lado BC, demos- 
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC. 

17. E n  el t r i i ngu lo  rectingulo del ejercicio 3, dernostrar que el p u n t o  medio 
de la hipotenusa equidista de 10s trea virtices. 
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18. Demostrar que 10s aegmentos que unen 10s puntos  medios de lo8 lados 
sucesivos del cuadril i tero del ejercicio 1 forman u n  paralelogramo. 

19. Loa virtices de un t r i ingulo  son (2, - I ) ,  (-4, 7) .  (8. 0).  Hallar.  
para cada una de las medianas, el pun to  de trisecci6n m i s  cercano a1 p u n t o  medio 
del lado correspondiente. Demostrar que eate pun to  es el mismo para cada una 
de las medianas y, por  tanto,  que las medianas concurren en un punto.  Este 
punto  se llama baricentro del tr i ingulo.  

20. E n  el t r i ingulo  cuyos virtices son (XI ,  y l ) .  (xz, yz) , (xs,  y s ) .  
demostrar que las coordenadas del baricentro son 

Util izar este resultado para comprobar el ejercicio 19. 

8. Pendiente de una recta. Dos rectas a1 cortarse forman dos 
pares de lngulos opuestos por el v6rtice (fig. 11 ) . Por tanto , la ex- 
presi6n ' ' el lngulo comprendido entre dos rectas ' ' es ambigua , ya 

Fig .  11 

que tal lngulo puede ser el a o bien su suplemento el 8 .  Para hacer 
una distinci6n entre estos dos 8ngulos, consideramos que las rectas 
est6n dirigidas y luego establecemos la siguiente 

DEFINICI~N. Se llama dngulo de dos rectas dirigidas a1 formado 
por 10s dos lados que se alejan del v6rtice. 

Asi, por  ejemplo, segun esta definicibn, el i ngu lo  quo forman las rectas 
dirigidas 11 y 12 (fig. 11) es el i ngu lo  a. Sin embargo, si la direccibn de a n a  
de estas rectas, digamos 11. se invierte, el i n g u l o  formado por  las dos rectas es 
el i ngu lo  suplementario p. 

Si 11 y Is son paralelas, diremos que el i n g u l o  comprendido entre ellas es de 
0' cuando tienen la misma direccibn, y de 180' cuando tienen direcciones 
opuestas. 

NOTA. E n  la f igura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el 
i ngu lo  y = 360' - a tambi in ,  segun la definicibn 1, es el i ngu lo  de las rectas 
11 y 13. Este i n g u l o  y > 180' se llama cingulo c6ncaoo. Siempre que hablemos 
de Ingulo  de dos rectas, 8610 consideraremos inga los  5 180°. 
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DEFINICI~N 2 .  Se llama dngulo de inclinacidn de una recta el 
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando 63ta .3e 
considera dirigida hacia arriba . 

Asi , de acuerdo con las definiciones 1 y 2 ,  el ingulo de inclinaci6n 
de la recta 1 (fig. 12) es a, y el de 1' es a ' .  Evidentemente, a 
priede tener cualquier valor comprendido entre 0" y 180" ; es decir, 
su interval0 de variaci6n esth dado por 

Para la mayor parte de 10s problemas de Geometria analitica, em- 
plearemos mis  la tangente del hngulo de inclinaci6n que el Bngulo 
mismo . Seglin esto : 

DEFINICI~N 3 .  Se llama pen- Y 

diente o coejiciente angular de una 2' 

recta a la tangente de su ingulo de 
inclinaci6n. 

La pendiente de una recta se 
designa comlinmente por Ia letra m. 
Por tanto, podemos escribir X' 0 *X 

m =  t g a .  (2)  

Por (1) y (2) se ve que la pen- Y' 

diente puede tornar todos 10s valores Fig. 12 
reales. Si a es agudo, la pendiente 
es positiva , como para la recta 1 en la figura 12 ; si a' es obtuso , 
como para la recta 1' , la pendiente es negativa. Cualquier recta que 
coincida o sea paralela a1 eje Y seri perpendicular a1 eje X ,  y su 
ingulo de inclinaci6n serh de 90". Como tg 90" no esth definida, 
la pendiente de una recta paralela a1 eje Y no existe. Podemos 
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular a1 cje X no 
tiene pendiente. El estudiante recordarh , probablemente , la igualdad 
tg 90" = a, , cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente 
ya que oo no es un nlimero. Esta igualdad es una manera simb6lica 
de expresar que, a medida que el Bngulo a se aproxima m9;s y 1x16s 
a 90°, tg a se hace y permmece mayor que cualquier nrimero polritivo 
por g r a d e  que se suponga . 

TEOREMA 4 .  Si PI (XI , yl) y P2 (xr, yt ) son dos puntos dijerentes _ 
eualesquiera de una recta, la pendiente de la recta ks 
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DEMOSTRACI~N. Consideremos la recta PI A de la figura 13, 
determinada por 10s puntos PI y Pz, y sea a su 4ngulo de inclina- 
ci6n. Por PI y P2 tracemos las perpendicularea PI A1 y Pz As a1 
eje X ,  y por Pz tracernos una paralela a1 eje X que corte a PI A1 
en B.  El Bngulo PI Pz B = a ,  y ,  por Trigonometria, tendremos 

, 

Fig.  13 

Las coordenadas de 10s puntos A1 , Az y B son A1 (XI, 0)  , A2 (22, 0) 
y B (%I, y2). Por tanto, por el teorema 1 , Art. 3 ,  tenemos 

Sustituyendo estos valores en (4)) obtenemos lo que se queria de- 
mostrar . 

NOTAS. 1. E l  valor de m dado por  la f6rmula (3) n o  es t i  definido anali- 
ticamente para XI = xa. E n  este caso, la interpretacibn geomitrica es que una 
recta determinada por  dos puntos  diferentes con abscisas iguales es paralela a1 
eje Y y,  po r  tanto,  como se anotb  anteriormente, n o  tiene pendiente. 

2 .  E l  orden en que se toman las coordenadas en (3) no  tiene importancia. 

yaque  Y2 - wm. E l  estudiante debe evitar, en cambio. el error muy 
X 2  - X I  X I  - X I  

frecuente de tomar las ordenadas en un  orden y las abscisas en el ordcn contrario,  
ya que esto cambia el signo de m. 
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el dngulo dc inclinaci6n de la recta que pasa 
por 10s puntos (1. 6 ) .  (5, - 2) .  

So;ucibn. Esta recta se muestra en la fignra 14. Por el teorema 4 tenemos, 
para la pendiente, 

m = 6 - ( - 2 )  = 8 = - 2 .  
1 - 5  - 4 

De la tabla B del Apkndice I1 tenemos. para Ingulo de inclinaci6n. 

a = arc tg (- 2) = 116O 341. 

Fig. 14 

9. Significado de la frase "condici6n necesaria y suficiente". En 
este aftfculo nos apartaremos momenaneamente de nuestro estudio de 
la Geometria analitica para considerar el significado de una expresi6n 
que se presenta frecuentemente en Matemhticas. La expi.esi6n par- 
ticular a que nos referimos es ' ' una condici6n necesaria y suficiente ' '. 
Veamos primem su significado con un ejemplo . 

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometria el+ 
mental : 

Si un trihngulo es idsceles , 10s Bngulos opuestos a 10s lados iguales 
son iguales. 

Este teorema establece que si un tritingulo es idsceles necesa- 
riamente se verifica que 10s 4ngulos opuestos a 10s lados iguales son 
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos Bngulos 
iguales es una condicidn necesaria para que el triBngu10 sea isbsceles. 
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Pero el reciproeo de este teorema tambi6n es verdadero , a saber : 
Si dos hngulos de un trihngulo son iguales, 10s lados opuestos a 

estos hngulos son tambi6n iguales , y el trihngulo es ~dsce les  . 
Este teorema establece que la existencia de dos hngulos iguales es 

suficiente para que un trihngulo sea ishceles. De ahi deducimos que la 
existencia de do8 hngulos iguales es una condicidn suficienle para que 
el trihngulo sea is6sceles. 

Podemos entonces combinar ambos teoremas , directo y recfproco , 
en el siguiente enunciado bnico : 

Una condicidn necesaria y sujiciente para que un trihngulo sea is6s- 
celes es que dos de sus hngulos Sean igualew. 

Una frase de uso frecuente en lugar de ' ' una condioi6n necesaria y 
suficiente " es " si y solamnte si " . Asi el enunciado precedente 
puede escribirse : 

Un triAngulo es idsceles si y solamente s i  dos de sus Angulos son 
iguales . 

De una manera mhs general, si la hip6tesis A de un teorema 
implica la verdad de una tesis B ,  entonces B es una condicidn nece- 
saria para A .  Por otra parte , si , recfprocamente , B implica la 
verdad de A ,  entonces B es una condicidn suficiente para A 

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condici6n puede ser 
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un 
trihngulo sea equil4tem , es necesario que sea is6sceles ; pero la condi- 
ci6n no es suficiente, ya que un trihngulo puede ser isdsceles sin ser 
equilhtero . 

Puede hrtber mhs de una condici6n necesaria y suficiente para la 
verdad de un teorema . Asi , una condici6n necesaria y suficiente para 
que un triAngulo sea equilhtero es que sea equiingulo. Y otra condi- 
ci6n necesaria y suficiente para que un trihngulo sea equjlhtero es la 
jgualdad de sus tres alturas. b 

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome- 
trfa analftica , tendremos omsiones frecuentes de deducir condiciones 
necesarias y suficientes de naturaleza analitica para diversas propieda- 
des geom6tricas. 

10. Angulo de doe rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas 
11 y t 2 .  Sea C su punto de intersecci6n y A y B 10s puntos en que 
cortan a1 eje X .  Sean 81 y 82 10s dos 4ngulos suplementarios que 
forman. Cada uno de estos hngulo2, 81 y 82, se rniden, tal iomo 
indican las flechas curvadas, en senlido contrario a1 de tas manecillas 
de un r e b j ,  o sea, en sentido posilivo , como en Trigonornetria. La 
recta a partir de la cual se mide el hngulo se llama recta in ic id;  
la recta hacia la cual se dirige el Angulo se llama recta jinat. Las 
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inieial 
y pendiente final , respectivamente . 

Designemos por a1 el Bngulo de inclinacidn de la recta 11 y por m~ 
la pendiente ; para la recta 1.2, sean a2 y mz el Bngulo de inclinaci6n 
y la pendiente , respectivamente. Para el &ngulo 81 , la recta inicial 
es 11, la pendiente inicial es ml , la recta final es 12 y la pendiente 
final es mz ; para el Bngulo 82, la recta y la pendiente iniciales, y la 

kt  
Fig. 15 

recta y pendiente finales, e s t h  dadas por h ,  m, 11 y ml, respecti- 
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de 10s Bagulos 81 y 82 
cuando se oonocen las pendientes ml y m2 de 10s lados que forman 
estos Bngulos . 

Por Geometria elemental, un Bngulo exterior de un tri&ngulo cs 
igual a la suma de 10s dos Bngules interior- opuestos. Por tanto, en 
el triBngulo ABC , siendo 8 1 = Angulo ACB , tendremos : 

0 sea, 

Tumando las tangentes de ambos miembros de { I ) ,  tenemos (Ap6n- 
dice IC , 6) 
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Pero ml = tg a1 y m2 = tg aa. Luego, de (2),  

Para el tri4ngulo ABC , con 82 por &ngulo exterior, tenemos 

82 = a1 + (180' - a? ) .  

Tomando tangentes de ambos miembms, obtenemos (ApBndice IC , 
6 Y 3 )  

tg a1 4- t!g (180' - az) - - - tg a1 - tg az 
tg O2 - 1 - tg a ,  t (180' - az) 1 + tg a1 tg a2 ' 

de donde obtenemos el resultado buscado : 

Comparando (3) y (4) , vemos que solamente difieren en el signo , 
lo cual era de esperarse , ya que 81 y d2 son hngulos suplementarios. 
Para calcular un hngulo especificado eu esencial saber si se debe usar 
la f6rmula (3) o la (4) ,  es decir, debemos tener la seguridad de que 
estamos calculando un hngulo particular o su suplemento. Esto se 
resuelve muy sencillamente ~i obsemrtmos que , en ambos resultados , el 
numerador se obtiene rsslando la pendiente inicial de la pendiente final. 
De acuerdo con esto tenemos el siguiente 

TEOREMA 5.  Un dngulo especificado 6 jormado por dos rectas estd 
dado por la jdrmula 

en donde ml es la pendiente inicial y m? la pendiente final correspon- 
diente a1 dngulo d .  

NOTA. Si ml mz = - 1,  tg B n o  est i  dcfinida por la f6rmula ( 5 ) .  Este 
caso seri  considerado m i s  adelante en el corolario 2. 

Del teorema 5 podemos deducir lrts condiciones de paralelismo y 
perpendicularidad de dos rectas , conocidas sus pendientes . 

En efecto , seg15n vimos en el Articulo 8 ,  si dos rectas son parale- 
las, el 4ngulo fonnado por ellas es 0' 6 180'. En cualquiera de 10s 
 OR casos , la f6rmula (5) se reduce a 

m2 -- m1 
0 = 

1 + ml m z  ' 
de donde , nz~ - m2 ; es decir , las pendientes son iguales. 
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Reclpmcamente , si ml = mz , ( 5 )  se reduce a 

t g e  = o ,  

de donde se deduce que 8 es igual a O0 6 180°, y , en consecuencia , 
10s rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Articulo 9 ,  una 
condici6n necesaria y suficiente para el paralelismo de dos recias es 
que sus pendientes Sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro- 
lario de gran importancia prhctica : 

COROI~RIO 1. La condici6n necesaria y suficiente para que do8 
rectas Sean paratelas es que sus pendientes Sean iguales. 

Si dos rectas son perpendiculares, el hngulo comprendido entre ellas 
es de 90'. En este caso, como no puede usarse la relaci6n ( 5 )  para 
hallar el valor de 0 , escribiremos (5) en la forma 

Como ctg 90' = 0 ,  para que la fracci6n sea cero debe anularse el 
numerador , es decir , 

0 = 1 +mlrnz, 
de donde , ml me = - 1. 

Recipmcamente , si ml mz = - 1 , la f6rmula (6) se anula y , por 
lo tanto, 

c tg8  = 0 ,  

de donde , 8 = go0, y las rectas son perpendiculares. Segdn esto 
tenemos el 

COROLARIO 2 .  La condici6n necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean perpendiculares entre s i ,  es que el producto de sus pendientes 
sea igual a - 1 . 

NOTA. E l  corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi- 
valente: Dos rectas son perpendiculares ea t re  si  si la pendiente de una de las 
rectas es reciproca y de signo contrario de la p e n d i e n t ~  de la o t ra  recta, o ,  mas 
brevemente, s i  las pendientes son negativamente reciprocas. 

Ejemplo. Hallar  el i n g u l o  agudo del paralelogramo cuyos vkrtices son 
A ( - 2 .  I ) ,  B ( l ,  5 ) .  C ( I0 .  7)  y D ( 7 .  3 ) .  

Solucibn. E l  primer paso es indicar la  direcci6n posit iva del i n g u l o  que  se 
busca que,  en este caso, es el angulo  C de la f igura 16. Entonces el l adc  B C  da 
la peildiente inicial ml y el lado  C D  la pendiente f ina l  ma. 

P o r  el teorema 4 del Ar t i r u lo  8 tenemos para las pendientes 
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Despuis. por  el teorema 5, tenemos 

de donde, C - 40° 36'. 

Fig. 16 

EJERCICIOB. Grupo 3 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Digase el ingulo  de inclinaci6n de cada una de las siguientes rectas diri-  
gidas: a )  E l  eje X .  b) El eje Y. c)  Una recta paralela a1 eje X y diri-  
gida hacia la derecha. d )  Una recta paralela a1 eje X v dirigida hacia la 
izquierda. 

2. Digase la pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a )  E l  
eje X. b )  Una  recta paralela a1 eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz- 
quierda. c )  La  recta que pasa por  el origen y biseca a1 cuadrante I. d )  La 
recta quc pasa por el urigen y biseca a1 cuadrante I1 

3. Demostrar el teorerna 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual 
el Ingulo  de inclinaci6n a sea obtuso. 

4. Hallar la pendiente y el i ngu lo  de inclinaci6n de la recta que pasa por  10s 
puntos  (- 3 ,  2 )  y (7 .  - 3 ) .  

5. Los virtices de un  t r i ingulo  son 10s puntoa (2. - 21,  (- 1, 4) y 
(4. - 5 )  . Calcular l a  pendiente de cada uno  de sus lados. 

6 .  Demostrar, po r  rnedio de pendientes, que  10s puntos  (9. 2 ) ,  (11. 6 ) .  
( 3 ,  5 )  y ( I ,  1) son virtices de  un  paralelogramo. 

7 .  U E ~  recta de pendiente 3  pasa p o i  el p u n t o  (3,  2 ) .  La  a-bscisa de ot ro  
p u n t o  de la recta ez 4. Hailar su ordenada. 

8. U t a  recta de pendionte - 2  pasa por  el pun to  (2. 7) y por 10s puntos  
A y B. Si la ordemda de A es 3 y la abscisa de B u 6, jcui l  es la abscisa de A 
y cud1 la ordenada dc  B? 

9. Tres  dt  l a  vvirtices de un paralelogramo -son (- 1. 4).  (1. - 1) Y 
(6, I ) .  Si  la ordenada del cllarto v i r t k e  es 6, 1cu61 es s u  abscisa? 
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10. Hallar 10s ingulos  interiores del t r i i ngu lo  cuyos virtices son 10s puntos  
(- 2, I ) .  (3, 4) y (5. - 2 ) .  Comprobar  10s resultados. 

11. Demostrar que 10s puntos  (1, 1 ) .  (5, 3 ) .  (8, 0 )  y (4, - 2) son v i r -  
tices de un paralelogramo, y hallar su i ngu lo  obtuso. 

12. Demostrar que 10s puntos  (1. I ) .  (5, 3) y (6. - 4) son virtices de 
un t r i ingulo  is6sceles. y hallar uno  de 10s ingulos  iguales. - 13. Hallar 10s ingulos  del cuadril i tero cuyos vlrtices son 10s puntos  
(2. 5 ) .  (7. 3 ) .  (6. 1) y (0. 0 ) .  Comprobar  10s resultados. 
--, 14. Dos  rectas se cortan formando u n  ingu lo  de 135'. Sabiendo que la recta 

f inal  tiene una pendiente de - 3, calcular la pendiente de la recta inicial. 

..- , 15. Dos  rectas se cortan formando u n  ingu lo  de 45'. La  recta inicial pasa 
po r  10s puntos  (- 2. 1) y (9, 7 )  y la recta f ina l  pasa por  el pun to  (3, 9) y 
por  el punto  A cuya abscisa es - 2. Hallar la ordenada de A. 

16. Hallar el irea del t r i i ngu lo  cuyos virtices son A (1, - 3 ) .  B (3, 3) y 
C(6 ,  - 1) ernpleando el seno del i ngu lo  BAC. S u g c s t i d n .  Ver Apindi-  
ce IC.  12. 

- t- 17. P o r  medio de las pendientes demuistrese qne 10s tres puntos  (6. - 2)  . 
(2, 1)  y ( -  2. 4) son colineales. 

18. Una recta pasa por  10s dos puntos  (- 2, - 3 ) .  (4, I ) .  Si un  pun to  
de abscisa 10 pertenece a la recta, icual  es su ordenada? 

19. Hallar la ecuaci6n a la cual debe satisfacer cualquier pun to  P (x, y) que 
pertenezca a la recta que pasa po r  10s dos puntos  (2. - 1 ) .  (7, 3 ) .  

--t.-20. Hallar  la ecuaci6n a la cual debe satisfacer cualquier pun to  P ( x ,  y )  
que pertenezca a la recta que pasa po r  el pun to  (3, - I )  y que tiene una pen- 
diente igual a 4. 

21. Demostrar que la recta que pasa por 10s dos puntos  (- 2. 5) y (4,  1) 
es perpendicular a la que pasa por  10s dos puntos  (- 1, I )  y (3, 7 )  . 

22. Una recta 1 1  pasa por  10s puntos  (3, 2) y (- 4. - 6 ) .  y otra recta 12 

pasa por  el pun to  (- 7, 1)  y el pun to  A cuya ordenada es - 6. Hallar la abs- 
cisa del pun to  A. sabiendo que f 1  es perpendicular a 1 2 .  

23. Demostrar que 10s tres puntos  (2, 5 ) .  (8. - 1) y (- 2, 1 )  son 10s 
virtices de u n  t r i i ngu lo  rectingulo,  y hallar sus ingulos  agudos. 

24. Demostrar que 10s cuatro puntos  (2, 4 ) .  (7, 3 ) .  (6. - 2)  y ( I ,  - I )  
son virtices de u n  cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen 
mutuamente en partes iguales. 

25, Demostrar que 10s cuatro puntos  (2, 2 ) .  (5, 6 ) .  (9, 9 )  y (6, 5) son 
~ d r t i c e s  de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su 
p u n t o  medio. 

11. Demostraci6n de teoremas geometric06 por el metodo analitico. 
Con 10s resultados obtenidos en este capf ulo es posible demostrar muy 
fLcilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por 10s m6todos 
de la Geometria analitica. El estudiante comprenderii el alcance de la 
Geometrla analftica comparando la  demostracidn analitica de un teo- 
rerna con l a  dernostraci6n del misrno teorema dada en Geometria ele- 
mental . 

En relaci6n con la demostracibn analitica de un teorema, son nece- 
sarias ciertas precauciones. Como en la demostracidn se emplea un 
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sistema coordenado , es muy dtil construir la figura de manera que se 
facilite la demostraci6n. Uha figura debe colocarse siempre en la 
posici6n mds simple, es decir , en uua posici6n tal que las coordenadas 
de 10s puntos de la figura simplifiquen lo mds posible 10s c&lculos 
algebraicos. Por ejemplo , en un teorema relativo a un trihngulo 
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu- 
ra 17 (a) , teniendo 10s vertices las coordenadas que se indican. Pero 
es mBs sencillo suponer el tridngulo en la posici6n indicada en la 
figura 17 (b) ; en efecto, para esta posici6n solamente tenemos tres 
cantidades , a ,  b y c , que considerar , mientras que si con~ideramos 

Fig. 17 

el trihgulo dado en la figura 17 (a) serln seis las cantidades que 
entrardn en nuestros cdlculos. Una posici6n andloga a la dada en la 
figura 17 (b) es aquella en que ningtin v6rtice esth en el origen , pero 
un v6rtioe estd sobre uno de 10s ejes coordellados y 10s otros dos estbn 
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujarh las figuras corres- 
pondientes a este caeo . 

Por afdn de simplificaci6n no se debe caer, sin embargo, en el 
extremo opue~to  y situar la figura de tal manera que el teorema 
quede restringido. Por ejemplo , las coordenadas para 10s vertices del 
tribngulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades a y b , 
pero csts figura es el caw especial de un triangulo recthngulo y no 
semirfa para la demostraci6n de un teorema relativo a un trihngulo 
cualquiera. Tambi6n es muy d?il el usar letras y no ndmeros para las 
coordenadas de 10s puntos . 

Como primer paso en la demostraci6n analftica de un teorema , se 
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y ,  despues, colocar la 
figura en una de las posicionea m4s simples, sin particularizar el teo- 
rema, tal como se esplic6 cn el pdrrafo anterior. A continuaci61.1, 
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todos 10s puntos comprendidos por el teorema deberhn designarse 
por coordenrtdas apropiadav marcadas sobre la figura. El procedi- 
miento a seguir despuds de esto depende de la propiedad o propiedades 
particulares que van a dernostrarse y se comprenderd mejor por medio 
de ejemplos . 

Ejemplo 1. Demostrar analiticamente que las rectas que unen 10s puntos  
medios de 10s lados sucesivos de cualquier cuadrilitero forman un paralelo- 
gramo. 

Fig.  18 

Demoetracibn. Una de las posiciones mis  simples para un  cuadrilitero 
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D. E. I: y G  10s puntos  me- 
dios de 10s lados sucesivos del cuadrilitero OABC. Tenemos que demostrar 
que el cuadrilatero DEFG ee un paralelogramo. Esto sugiere la obtenci6n de 
las pendientes de 10s lados de DEFG. Escas pendientes se obtienen muy ficil-  
mente siempre que se conozcan las coordenadas de 10s puntos D .  E ,  F y G .  
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser lor puntos medios de 10s 
lados del cuadri!itero dado. bastar6 aplicar la3 formulas del punto  rnedio de un 
segrnrnto. Seg6n esto, la obrencion de las coordenadas sera el punto  de partida 
de la demosrracion. 

P o r  el corolario del teorema 3 dcl Articulo 7, tenemos, para las coordenadas 
de 10s puntos  medios: 

D :  ( 2 ,  2 )  osea .  (f. +)# 

F :  (*. 2 *), 2 osea ,  (+, f )* 
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P o r  el teorema 4. Articulo 8, tenemos, para las pendientes de 10s lados 
de DEFG: 

b  b + d  --- - - 
L L a 

Pendiente de DE = = _. 
a  a + c  c '  - - 
2 2 

b + d - d  

Pendiente de EF = 2 2 -  
b  

--; 
a + c  c + e  a - e  --- 

2 2 

d  - - 0  
2 d .  Pendiente de FG = -- = -. 

c + e - 2  c  - 
2 2 

Siendo idinticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos, 
seghn el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Anilogamente. 10s lados 
EF y DG son paralelos. Po r  tanto. la figura DEFG es un paralelogramo. y 
el teorema esta demostrado. 

Fig.  19 

Ejemplo 2. Demostrar analitiramente quo. si las diagonales de un parale- 
logramo son perpendicnlares entre si ,  el paralelogramo en un  rombo. 

Demostracidn. Una de las posiciones m i s  sencillas para un paralelogramo 
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a 10s vertices 
A y C sus coordenadaa como esti  indicado. Como OABC es on paralelogramo. 
el lado BC es paralolo e igual a1 lado OA. Luego. la ordenada do B es igual r 
la ordenada d e  C, y la abscisa de B es a unidades mayor que lanbscisa de C. 
T o d o  esto lo indicamos analitiramente asignando las coordenadas (a + b ,  c)  al 
vlrtice B. 



Por  hipbtesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun 
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica- 
mente, por la relaci6n 

C c  - -  -.-- 1. 
a + b  b - a  

de donde, 

c Z = a S - b 2 ,  y a = d b Z + c 2 .  

Pero a es la longitud del lado O A .  y, por  el teorema 2. Articulo 6, d b 2  + ca 
es la longitud del lado OC.  Por  tanto,  po t  set iguales dos lados adyacentes de 
OABC el paralelogramo es un r o m b ~ ,  como se queria demostrar. 

EJEBCICIOS. Grupo 4 

Los teoremas enunciados en 10s siguientes ejercicios deben demostrarse anali- 
ticamente. Para cada ejercicio dibujese una figura colocada, con respecto a 10s 
ejes coordenados, de manera que facilite la demostraci6n. 

1. Las diagonalea de un paralelogramo se dividen rnutuamente en partes 
iguales. 

2. Enunciar y demostrar el teorcma reciproco del anterior. 
3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto  

medio. 
4. E l  segmento de recta que une 10s puntos medios de dos lados cualesquiera 

dc un t r i ingulo  es paralelo a1 tercer lado e igual a su mitad. 
5. El  pun to  medio de la h i ~ o t e n u s a  de un  t r i ingulo  rectingulo equidista de 

10s tres virtices. 
6. Los ingulos  opuestos a 10s lados iguales de un t r i ingulo  is6sceles son 

iguales. 
7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6. 
8. Si las diagonales de un paral'elogramo son iguales, la figura es un rec- 

t ingulo .  
9. Las medianas correspondientes a 10s lados iguales de un t r i ingulo  is&- 

celes son igaales. 
10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9. 
11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vertices opuestos de un 

paralelogramo con 10s puntos medios de dos lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

12. El segmento que une 10s puntos medios de 10s lados n o  paralelos de 
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma. 

13. E l  segmento que une 10s puntos medios de las diagonales de un trapecio 
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de 10s lados paralelos. 

14. La suma de 10s cuadrados de 10s 1ado.s de un paralelogramo cualquien es 
igual a la suma de 10s cuadrados de sus diagonales. 

15. Los segmentos que unen 10s puntos medios de cada dos lados opuestos 
de un cuadrilitero cuaIquiera se bisecan entre s i .  

16 Los segmentos que unen 10s puntor  medios de cada dos lados contiguos 
de a n  rectingulo forman un  rombo, 

17. Los segmentos que unen 10s puntos medios de cada par de lados conti- 
guos de un rombo forman un rectdngulo. 
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18. L o s  i n g a l o s  de la base de u n  trapecio isbsceles son  iguales. 
19. Los  pun to s  medios de dos  lados opuestos de cualquier  cuadri l i tero y 10s 

pun to s  medios de las diagonales son  10s virtices de un  paralelogramo. 
20. Enunciar  y demostrar  el reciproco del teorema dc P i t igoras .  
21. E l  segmento que une 10s pun to s  medios de dos  lados opuestos de cual- 

quier  cuadri l i tero y el que une 10s pun to s  medios de las diagonales del cuadr i l i -  
tero se bisecan entre si. 

22. E l  segmento de recta que une 10s pun to s  medios de 10s lados n o  parale- 
10s de u n  trapecio biseca a ambas diagonales. 

23. L a  suma de 10s cuadrados de las distancias de cualquier  p u n t o  de un  
p lano  a dos  vir t ices opuestos de cualquier  rect ingulo es igual  a la  suma de 10s 
cuadrados de sus  distancias a 10s o t ro s  dos  virtices. 

24. Enunciar  y demostrar  el reciproco del teorema del ejercicio 23. 
25. Si  0, A ,  B y C son 10s vir t ices sucesivos de u n  paralelogramo, y 

D y E 10s pun to s  medios de 10s lados A 0  y BC, respectivamente, 10s seg- 
mentos DB y OE tiisecan a la  diagonal  AC. 

12. Resumen de f6rmulas. A intewalos apropiados el estudiante 
debe construir tablas que comprendan un sumario de 10s resultados 
obtenidos . Xn tales tablas se apreciarh s simple vista no solamente las 
relacioaes importantes sino tambien algunas analoglas o propiedades 
comunes ; tambi6n sewirhn para reducir a un mlnimo 10s resultados 
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos a con- 
tinuaci6n un resumen, en forma de tabla, de 10s principales resultados 
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta- 
dos claramente definidos en su mente , y , en particular, debe notar 
el paralelismo entre la condici6n geometrica por una park y su repre- 
sentaci6n analitica por otra . 

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 

Longi tud  PIPa de u n  segmento de recta 
dir igido.  PIPS,  con p u n t o  inicial PI  y 
p u n t o  f inal  Pa. 

PI  Pa coincidiendo con el eje X: - 
P I  (XI  0 ) .  Pa (xa. 0 ) .  P I  Pa paralelo PI  Pa = xa - X I .  
a1 eje X :  Pl(x1, y ) .  Pa(xa. y ) .  YZO. 

PI  Pa coincidiendo c o ~ l  eje Y :  
PI (0, yl) , Pa (0, ya) . PI  Pa paralelo 
a l e j e  Y ;  P l (x ,  y l ) .  Pa(x, ya), x  ZO. 

Distancia d entre dos  p u n r  o s  dados 
Pi(x1, yl) Y Pa(xa, ~ a ) .  d = t/ (xi - xa) a + (yl - ya)'. 
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CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 

Coordenadas (x ,  y )  del punto  P que x l  + rxa 
divide a1 segment0 rectilineo dirigido P I  P2, 
con puntos extremos dados PI*, y l L y  Y I  + ryz 
Plr(x2, yl), en la raz6n dada r=Pl  P  : PP2. 

= 
l + r  

Coordenadas (x ,  y)  dcl pun to  medio - X I  + x2 
del segmcnto dirigido. P1 P2 cuyos extre- 2 
mos dados son 10s puntos  P I  ( X I ,  y l )  y y,  + y, 
Pa (xa, ya). =Te 

Pendiente m de la recta que pasa por 10s 
dos puntos dados diferentes P l  (XI ,  y ~ )  y m = , 1/11 # x2. 
Ps (xa, y2). X l  -xa  

Angulo 0 formado por  dos rectas con t g e -  , ,1m2#-1.  
pendiente inicial mi y pendiente final ma. 1 +mima 

Condici6n necesaria y suficiente para el 
paralclismo de dos rectas dadas de pendien- ml = mz. 
tes ml y ma. 

Condici6n necesaria y suficiente para la 
perpendicularidad de dos rectas dadas de mi m2 = - 1. 
pendientes mi y mz. 



CAPITULO I1 

GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS 

13. Dos problemas fundamentales de la Geometrfa analfdca. En 
este capitulo haremos un estudio preliminar de doo problemua junda- 
nlentales de la Geometria analitica . 

I .  Dada una ecuaci6n interpretarla geomhtricamente , es decir , 
constmir la gdfica correspolidiente . 

11. Dada una figura geomhtrica, o la condici6n que deben cumplir 
h s  puntos de la misma , determinar su ecuaci6n. 

El lector observari que estos problemas son esencialmente inversos 
entre si. E~trict~arnente hablando , sin embargo, ambos problemas 
estbn tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro- 
blema fundamental de toda la Geometria analitica . Por ejemplo , 
veremos mbs adelante que , despuhs de obtener la ecuaci6n para una 
condici6n geomhtrica dada , es posible , frecuentemente , determinar 
por un estudio de esta ecuaci6n posteriores caracteristicas geomhtricas 
y propiedades para la condici6n dada . Nuestro prop6sito a1 considerar 
jnicialmente separados 10s dos problemas no es de mucha necesidad 
sino , m&s bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar 
nuestxa atenci6n sobre un ndmero menor de ideas a la vez. 

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuaci6n. Su- 
pongamos que se nos da una ecuaci6n de dos variables, z y y ,  que 
podemos escribir , brevemente , en In forma . 

En general, hay un ndmero infinjto cie pares de valores de z y y que 
satisiacen esta ecuaci6n. Cada uno de tales pares de valores realea se 
toma como las coordenadas (x , y )  de un punto en el plano. Este con- 
venio es la base de la siguiente definici6n : 
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DEFINICI~N 1 .  El conjunto de 10s puntos , y solamente de aqne- 
110s puntos cuyas coordenadas aatisfagan una ecuaci6n (1) , se llama 
grdfia de la ecuacidn o , bien , su Zugar geodtrico . 

Otro concepto importante eat& dado por la 
DEFINICI~N 2.  Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 

ecuaci6n (1 ) perhece a la grdjica de la ecuacidn . 
No debe insistirse mucho en aquello de que solamenle aquellos pun- 

tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuaci6n pertenecen a su lugar 
geombtrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuaci6n, ese punto pertenece a la grhfica de esa ecuaci6n 
y , reciprocnmente , si un punto est4 sobre la grhfica de una ecuacih ,  
sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n. Esto es , evidentemente , el 
enunciado de una condici6n necesaria y suficiente (Art. 9) .  Como las 
coordenadas de 10s puntos de un lugar geom6trico esthn restringidas 
por su ecuaci6n tales puntos estarhn l~calizados, en general, en posi- 
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un tram definido 
llamado curva , grttfica , o lugar geom6trico. 

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuaci6n 

Dando diversos valores a x y calculando 10s valores correspondientes de y .  
obtenemos 10s pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes. tomado como las coordenadas de un punto. nos  permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 

En Algebra se estudia el trazado de grhficas del tip0 (2). El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto nlimero de puntos y dibujar una 
linea continua que pas% por todos ellos . tal como est& indicado en la 
figura 20. Pero , a1 hacer esto , se supone que la gr4fica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo 10s puntos. Aunque esto es verdadero para la 
grhfica particular que estamos considerando, no es verdadero para 
las grhficas de todas las ecuaciones. Por tant,o, bajo este supuesto , 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la g rSca  entre dos 
de sus puntos. Para evitar errores de este tip0 , debemos hacer una 
investigaci6n preliminar de la ecuaci6n para ciertas caracteristicas 
antes de proceder a1 trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuacih y se describid en 10s articulos que siguen inmediatamente 
a1 presente. 

El  lector n o  debe creer que toda ecuaci6n del t ipo  (') tiene, necesariamente. 
nna grifica. For ejemplo, la ecuaci6n 


