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Ejemplo 1. Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (— 3, 7) y
(=3, —~1), y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacién de la
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos
y su excentricidad.

8olucién., Como los vértices V y V’ estin sobre el eje focal y sus abscisas
son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje

Yy focal es paralelo al eje Y. Por tanto, por el
A teorema 2, la ecuacién de la elipse es de la
V3, forma , )
(x — h)3 (y— k)2 _
F b3 + a3 =1
El centro C es el punto medio del eje ma-
yor VV'/, y sus coordenadas son, por lo
C|-3,3) tanto, (—3, 3). La longitud del e¢je ma-
yor VV/ es 8, como se puede ver ficilmente.
Por tanto, 2¢a =8 y a = 4. La longitud del
0 lado recto es 67 _ 2. Como a =4, se sigue
>X a
\y que 262 = 8, de donde b =2, y la longitud
vyl del eje menor es 4. Luego la ecuacién de la
V(=3-1) elipse es
Fig. 90 (x+3)’+ (y—3)’=1_
4 16

También, ¢? =q? —b? =16 —4 =12, de donde ¢ =2+ 3. Por tanto,
las coordenadas de los focosson F(—3, 3+2+/3) y F'(-3, 3 -2V3),
¢ 2vV3 V3

y la excentricidad e = Pl 4 P

Consideremos ahora la ecuacién de la elipse en la forma

(2—h)  @=kP _
a? b?

1. (2)
Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos
términos, obtenemos
b22? + aty? — 2b2hz — 2a%ky + bR + @tk —a?b* =0, (4)
la cual puede escribirse en la forma
A*+Cy+Dz+Ey+F =0, (5)
en donde, A=b, C=a*, D= —~202h, E= —2a%k y

F = b2R? + a®k* — a?b?. Evidentemente, los coeficientes A y C de-
ben ser del mismo signo.
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Recifprocamente , consideremos una ecuacién de la forma (5) y
reduzedmosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob-

tenemos
2)2 ( E)Q
(’”+2A N Y*2¢) oD+ AB® — 44CF )
C A - 44 C?
2 2 _
Sea M = cD +<;4AE202 4ACF. Si M # 0, la ecuacién (6) puede

escribirse en la forma
5) ()
(HzA N Y*3¢) _,
McC MA o

que es la ecuacién ordinaria de la elipse.

Como A y C deben concordar en signo, podemos suponer, sin
perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5)
debe representar una elipse, la ecuacién (7) demuestra que M debe
ser positivo. El denominador 44%2C?% de M es positivo; por tanto,
el signo de M depende del signo de su numerador CD*+AE*—4ACF,
al que designaremos por N. De acuerdo con esto, comparando las
ecuaciones (6) y (7), vemos que, si N > 0, (5) representa una
elipse ; de (6), si N =0, (5) representa el punto tinico

_Db _E
24’ ~2c)
llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0, la ecuacién (6)
muestra que (5) no representa ningtn Jugar geométrico real.

Una discusién semejante se aplica a la otra forma de la segunda
ecuacién ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemos el siguiente

(7)

TeorEMA 3. St los coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacién
AX*+Cy*+Dx+Ey+F=0

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto,
0 no represenla ningdn lugar geoméirico real.

Ejemplo 2. La ecuacién de una elipse es x? 4+ 4y? 4 2x — 12¢ + 6 = 0.
Reducir esta ecuacidén a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen-
tro, de los vértices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje
menor, de cada lado recto y la excentricidad.

Solucién., Vamos a reducir la ecuacidn dada a la forma ordinaria, comple-
tando los cuadrados. Resulta:

(x* +2)+4(y2 ~3g) = — 6
y (P +2x+ D+ 4y =39+ %) =—641+9,
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de donde, (x+1D?74+4(y —35)2 = 4,
de manera que la forma ordinaria es

(x+132 , (y=%)2 _
4 + 1z L.

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (—1, 34), yeleje focal es
paralelo al eje X. Como a®=4, a =2, y lascoordenadas de los vértices Vy V/

Y
i

]
N

»X

Fig. 91

son (— 142, %)y (—1~—2, %), osea, (1, %) y (— 3. 3), respectiva-
mente. Como ¢? = a? — b3, resulta, c = v/ 4 — | = /3, y las coordenadas

de los focos F y F/ son (~=14+V3, 34) y (=1 ~+3, %), respectiva-
mente. Lalongitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menores 26 =2, y la

longitud de cada lado recto es 2_b_’ = 32—1- = ], Laexcentricidades e = —=-—2—.
a a

El lugar geométrico estd representado en la figura 91,

EJERCICIOS. Grupo 28

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Deducir y discutir 1a ecuacidn ordinaria

(x —h)2 |, (u—h)? _
5 + o 1.
2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda
ecuacidén ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacidén ordi-
naria de la elipse.
3. Silaecunacién de una elipse viene dada en la forma -

b2(x —h)2+a%(y — k)% = a?b%,

demostrar que las coordenadas de sus vértices son (b +a, k), (h—a R). ¥y
que las coordenadas de sus focos son (h +c¢, k), (h —c, k), en donde,
¢ =V a® = b2,

4. Usar la primera ecuacion de la elipse para deducir la siguiente propiedad
geométrica intrinseca de 1a elipse: Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes
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- mayor y menot son de longitudes @ y b, respectivamente, y Q es el pie de la
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en-
tonces .
002 13_62
I T

6. Aplicando la propiedad intrinseca de la elipse, establecida en el ejer-
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuacién ordinaria de la elipse.

6. Los vértices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y su excentri-
cidad es 14. Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas de sus focos y las
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto.

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) vy (—4, —6), vla
longitud de cada lado recto es 6. Hallese la ecuacién de la elipse y su excen-
tricidad.

8. ILos vértices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) ylalon-
gitud de cada lado recto es %. Hallar 1a ecuacién de la elipse, las coordenadas
de sus focos y su excentricidad.

9. Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2), y lalongitud
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacién de la elipse, las coordenadas de sus vér-
tices y su excentricidad. :

10. El centro de una elipse es el punto (— 2, — 1) y uno de sus vértices es
el punto (3, — 1). Silalongitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacién |
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos.

11. El centro de una elipse es el punto (2, —4) y el vértice y el foco de un
mismo lado del centro son los puntos (—2, —4) y (— 1, —~ 4), respectiva-~
mente. Hallar la ecuacién de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje
menor y la de cada lado recto.

12. Discutir la ecuacién Ax? + Cy? + Dx + Ey+ F =0 cuando A y C
son ambos positivos y D = E = 0.

En cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuaciédn dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacién de una elipse, y determinense las coordenadas del
centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada
lado recto y la excentricidad.

13. x2 +4y?—6x+ 16y 421 =0,
14. 4x2 +9y2 4 32x — 18y + 37 = 0.
156. x3 4 4y2 — 10x — 40y + 109 = 0.
16. 9x? 4+ 4y? — 8y — 32 = 0.

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando los ejes coordenados.

18. Resolver el ejercicio 16 por traslacién de los ejes coordenados.

19. Siel centro de una elipse no esté en el origen, y sus ejes son paralelos a
los coordenados, demuéstrese que la ecuacidn de la elipse puede estar completa-
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus
puntos.

20, Hallar 1a ecuacién de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3),

2

21, Hallar 1a ecuacién de la familia de elipses que tienen un ceantro comin
(2, 3), uneje focal comin paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual

3
(-1, 4), (0, 3 - —\/—) y (— 3, 3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados.
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a V4. Dibujar tres elementos de [a familia asignando tres valores diferentes al
parimetro.

22. Laecuacion de una familia de elipses es 4x? +9y? 4+ ax + by — 11 =0.
Hallar la ecuacién del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3)
y 6. 1)

23. Laecuacién de una familia de elipses es hx? + 4y? + 6x — 8y — § =0.
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen-
tricidad iguala 15 .

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, 1) de la
elipse Ox2 4 y2 — 18x — 2y + 1 =

25. El punto medio de una cuerda de la elipse x2 4+ 4y? — 6x — 8y — 3 =0
es el punto (5, 2). Hallar la ecuacién de la cuerda.

26. Hallar e identificar 1a ecuacién de! lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que sa distancia del eje Y es siempre igual al doble de su
distancia del punto (3, 2).

27. Desde cada punto de lacircunferencia x? + y2 + 4x + 4y — 8 = 0, se
traza una perpendicular al diimetro paralelo al eje X. Hallar e identificar la
ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

28. Desde cada punto de la circunferencia x2 + y?2 —6x —2y+1 =0, se
~ traza una perpeadicular al didmetro paralelo al eje Y. Hallar e identificar la
ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

29, La base de un tridngulo es de longitud fija, siendo sus extremos los
puntos (0, 0) y (6, 0). Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
del vértice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de
los dngulos de las bases es siempre igual a 4.

80. Hallar e identificar {a ecuacidén del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias x?2+4y?—4y—12=0
y x2 4+ y2 =1. (Dos soluciones.)

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades més
importantes de la elipse estdn asociadas con sus tangentes. Como la
ecuacién de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden
determinarse empleando la condicién para la tangencia estudiada en el
Articulo 44. El procedimiento para la resolucién de problemas relati—
vos a tangentes a la elipse es, por lo tanto, idéntico al usado para la
circunferencia (Art. 45) y la pardbola (Art. 57). Por esto, se deja
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con—
tinuacion :

TEoREMA 4. La tangente a la elipse b*x* + a’y? = a?b? en cual-
quier punio Pi(x1, y1) de la curva liene por ecuacién
b*xix + aty1y = a?b?.
TEOREMA 5. Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la
elipse b*x? + aly? = a?b? son
y = mx =V a’m? + b?.
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Una importante propiedad focal de la elipse estd basada en el
siguiente teorema :

TroreMA 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus
puntos es bisectriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punlo.

DeMosTrACI6N. El teorema no pierde generalidad tomando la
ecuacion de la elipse en su forma candpica

b2 22 + a’y? = abl. (1)

En este caso, sea n (fig. 92) la normal a la elipse en un punto cual-
quiera Pi{z1, 1) de la curva. Sea a el dngulo formado por n y el
radio vector FP,, y f el formado

por n y el radio vector F/P;. Va- Y
mos a demostrar que o = f§. n

Por el teorema 4 anterior, la P(z,Y)
pendiente de la elipse en Py (21, 11)

b2a g a
es ——, de manera que la pen-

K7 \ F'(~c,0) Ol 1 F(c,0)] ™
diente de la normal n es Z—z%. Las
1

pendientes de los radios vectores

X

FP,y F'P; son xlyl— LY :cly-;- o Fig. 9
respectivamente. Entonces, por el teorema 5, Artfculo 10, resulta :
y._ &’y
tg o = 21—c bm =b’:2c1y;—a:a:1y1+zach_1.
1+( 7 )(ﬂﬂ) b2z —brem 4+ a® i
Iy — ¢ bx

Como el punto Py estd sobre la elipse, sus coordenadas (z1, y1) satis-
facen la ecuacién (1), es decir,

b2ri? + a’yi’ = a?b’.

Usando esta relacién y la relacién ¢ = a® — b*, tenemos :

q =0y B —a?) +ateyy  —cmy +atenn
- a*b?® — bx b2 (a® — cz1)

_eyi(—cm+at) oy
T ob(—cxHa?) B2



188 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

L

Andlogamente , tenemos

al Al 0N
tg B = o mtc =a2:r1y1+a2cy1—b2:c1y_1
(a yl)( 71 ) b? 2% + bz +
1+ b2z T 4C )
_zp@ =)+ atepn iyt dlop
- a’b® + bien T b (a4 cx)

_cplem+a®)  on
b*(cxy + a®) ~ b

Por tanto, como tga =tgf, a =f.

Aphcando la ley de la reflexién (Art. 59), el teorema 6 es evidente.
En efecto, consideremos una superficie de reflexién que tenga como
seccién recta una elipse ; supongamos que se coloca un foco luminoso
en el foco F de la elipse, y que un rayo incide sobre la elipse en el
punto Pi. Entonces este rayo serd refiejado de tal manera que el
dpgulo de reflexién £ sea igual al 4ngulo de incidencia a. Pero, por
el teorema 6, tal rayo reflejado pasari por el otro foco F’. Luego los
rayos de un foco luminoso colocado en un foco de la elipse al incidir
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco. Como
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas. los sonidos originados
en uno de los focos pueden ser ofdos claramente en el otro foco y ser
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se
basa la construccidon de las eimaras secretas.,

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la
elipse. Los arcos usados en la construccién tienen, frecuentemente,
la forma de arcos elipticos. En ciertos tipos de méiquinas se usan
engranes elipticos. Algunas partes estructurales de metal se constru~
yen de seccién recta elfptica. Es también interesante notar que los
planetas en su recorrido alrededor del Sol se mueven en 6xb1tas elipticas
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos.

EJERCICIOS. Grupo 29

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 del Articulo 63,

2. Demostrar el teorema 5 del Articulo 63,

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Articu-
lo 63: La ecuacidn de la tangente a la circunferencia x2 4+ y? = a? en cualquier
punto Pi(x1, y1) es xix + yry = a®. (Véase el ejercicio 10 del grupo 18,
Articulo 45.)
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4. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 5 del Articu-
lo 63: Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia

x3 4 y? = g2 son y=mx*u\/m“+_1.

(Véase el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.)
5. Demostrar fque la ecuacién de 1a tangente a laelipse a? x2 + b2 y2 = g2 b3,
en cualquier punto Py (x1, y1) es a?xi1x + b2y, y = a*b2.

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de 1a tangente y la
normal y las longitudes de 1a tangente, normal, subtangente y subnormal, para
la elipse y punto de contacto dados.

6. 2x24+3y2=135; (I, —1).
7. 4x2 4243 —-7x+y—-5=0; (2, 1).

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip-
se 4x3 4 5y3 = 8.
9. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3x’+y2+4a( 2y—3=0
que son perpendicularesalarecta x +y — 5 = 0.
10. Hallar las ecuaciones de las tangenies trazadas del punto 3, —1)ala
elipse 2x2 + 3y 4+ x—y — 5 =0,
11. Con referencia a la elipse x2 + 3y2 + 3x — 4y — 3 = 0, hallar los va-
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y + &k = 0:

@) cortan a la elipse en dos puntos diferentes;
b) son tangentes ala elipse;
¢) no cortan a la elipse.

12. Hallar el dngulo agudo de interseccién de las elipses 3x2 4+ 4y? = 43 y
4x2 + y? — 32x 4+ 56 = 0 en uno de sus dos puntos de interseccién.

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip-
se b3 (x —h)2+ a2 (y— k)2 =a?b?sony—)L =m(x —h) = v a?m? + b2,

14. Demostrar que 1a ecuacién de la normal a la elipse b2x? 4 a?y? = q%? b3
en el punto Py (x:1, y1) es a?yix —- b2x1y — a®x1y1 + b2xy1y1 = 0.

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en
cualquier punto de la elipse.

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa
por su centro, la elipse es una circunferencia.

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un

digmatro son paralelas entre si.
Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los'puntos

ex de uno de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad.
Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje
menor.
20. Porel punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse

2x*+ y?+2x — 3y —2=0.

Hallar las coordenadas de los pantos de contacto.
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21. Si desde un punto exterior P; se trazan tangentes a una elipse, el seg-
mento de recta que une los puntos de contacto se 1lama cuerda de contacto de P,
para esa elipse. (Véase el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si Pi(x1, y1)
es un punto exterior a la elipse b2x2 + a?y? = a2b?, demuéstrese que la ecuacién
de la cuerda de contacto de Py es b2xyx + a?yi1y = a?b2. (Véase el teorema 4
del Art. 63.)

22, Hallar la ecuacién de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la
elipse x? 4 2y? = 2.

23, Demostrar que 1a ecuacidn del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse

b2x? + a?y? =qa?b?2 es y=—_2 _x, m#=0.

alm

Obsérvese que el lugar geométrico es una recta que pasa por el centro y, por
tanto, es un didmetro de la elipse. (Véase el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57.)
24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea anilogo
al teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse. )
26. Demostrar que si un didmetro de una elipse biseca todas las cuerdas
paralelas a otro didmetro, el segundo didmetro biseca a todas las cuerdas parale-
las al primero. Tales didmetros se llaman didmetros conjugados de la elipse.



CAPITULO VIII
LA HIPERBOLA

64. Definiciones. Una hipérbola es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llama-
dos focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y
menor que la distancia entre los focos.

La definicién de la hipérbola excluye el caso en que el punto mévil
se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepcién del segmento

Tl
B
£ B L
T P
F Dl \r ;
V' C %
DI
D __A L,
B!
Fig. 93

comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento
no pueden pertenecer al lugar geométrico.

El lector debe observar la estrecha analogia que existe entre las
definiciones de la hipérbola y elipse. La analogia entre estas dos cur-
vas se encontrari frecuentemente a medida que avancemos en nuestro
estudio de la hipérbola .

En el articulo siguiente veremos que la hipérbola consta de dos
ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En la figura 93 se ha
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dibujado una porcién de cada una de estas ramas; los focos est4n
designados por Fy F/. La recta I que pasa por los focos tiene varios
nombres ; como para la elipse creemos conveniente introducir el tér-
mino eje focal para designar esta recta. El eje focal corta a la hipér-
bola en dos puntos, V y V’, llamados vértices. La porcién del eje
focal comprendido entre los vértices, el segmento VV’, se llama
eje transverso. El punto medio C del eje transverso se Hama centro.
La recta I’ que pasa por C y es perpendicular al eje focal I tiene
varios nombres ; nosotros, como lo hicimos para la elipse, considera—
mos conveniente introdueir ¢l término eje normal para esta recta. El
eje normal 1’/ no corta a la hipérbola ; sin embargo, una porcién defi-
nida de este eje, el segmento AA’ en la figura 93, que tiene C por
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado
se dard en el siguiente articulo. El segmento que une dos puntos dife-
rentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; estos puntos pue-
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB/, o uno de
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV’. En
particular, una cuerda que pasa por un foco, tal como EE’ se llama
cuerda focal TUna cuerda focal, tal como LL’, perpendicular al eje
focal I se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la
hipérbola tiene dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C, tal como
DD, se llama didmetro. Si P es un punto cualquiera de la hipérbola ,
los segmentos FP y F'P que unen los focos con el punto P se llaman
radios vectores de P.
65. Primera ecuacion ordinaria de la hipérbola. Consideremos la
hipérbola de centro en el origen y
1( cuyo eje focal coincide con el eje X

(fig. 94). Los focos F 'y F'! estan

entonces sobre el eje X. Como el

(r,y) 14 centro O es el punto medio del
segmento FF’, las coordenadas

X de Fy F’ serdn (¢, 0) y (— ¢, 0),

Fl=¢,0)J]V" O V\F{(c0) . :
respectivamente, siendo ¢ una
A’ constante positiva. Sea P(z, y)

un punto cualquiera de la hipérbo-

la. Entonces, por la definicién de

Fig. 94 la hipérbola, el punto P debe sa-

tisfacer la condicién geométrica

siguiente , que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las
distancias del punto a los focos es una cantidad constante,

||FP| - |F7P}| = 2a, (1)
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en donde @ es una constante positiva y 2a < 2¢. La condicién geo—
métrica (1) es equivalente a las dos relaciones,

|FP| - |F"P| =2a, (2)
|FP|-|F'P|= —2a. (3)

La relacién (2) es verdadera cuando P esti sobre la rama izquierda
de la hipérbola ; la relacién (3) se verifica cuando P estd sobre la
rama derecha .

Por el teorema 2, Articulo 6, tenemos

|FPl=v @—=c ¥4}, |[FPl=vVz+ec)+4,

de manera que la condicién geométrica (1) estd expresada analftica—
mente por

VEe—c)l+y—vV(E+c)+y =2, (4)
ViEz—c)+y—Viz+e)lt+y = —2a, (5)

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3),
respectivamente.

Por el mismo procedimiento usado al transformar y simplificar la
ecuacién (2) del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a

(* — a®)x? — a’y? = a%(c? — a?). (6)

Por ser ¢ > a, ¢*— a? es un ndmero positivo que podemos desig—
nar por b*. Por tanto, sustituyendo en la ecuacién (6) la relacién
b® = ¢t — a2, ' (7)
obtenemos
b2z? — a?y? = a'b?,

que puede escribirse en la forma

2 2

Z-%=1 (8)
Podemos demostrar reciprocamente, que si Pi(z;, y1) es un punto

cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién (8), entonces P;

satisface la condicién geométrica ( 1) y, por lo tanto, estd sobre la

hipérbola. Luego la ecuacién (8) es la ecuacién de la hipérbola.
Estudiemos ahora la ecuacién (8) de acuerdo con el Articulo 19.

Las intersecciones con el eje X son a y — a. Por tanto, las coorde—

nadas de los vértices Vy V son (a, 0) y (—a, 0), respectiva-

Lehmann. — 18.
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mente, y la longitud del eje transverso es igual a 2a, que es la cons-
tante que interviene en la definicién. Aunque no hay intersecciones
con el eje Y, dos puntos, A0, b) y A’(0, —b), se toman como
extremos del eje conjugado. Por tanto, la longitud del eje conjugado
es igual a 2b.

La ecuacién (8) muestra que la hipérbola es simétrica con respecto
a ambos ejes coordenados y al origen.

Despejando y de la ecuacién (8), resulta:

y=:t-%\/z2—a’. (9)

Por tanto, para que los valores de y sean reales, x estd restringida a
variar dentro de los intervalos 22 a y < —a. De aquf que nin-
guna porcién del lugar geométrico aparece en la regién comprendida
entre lasrectas t=a y 2= — a.

Despejando z de la ecuacién (8) se obtiene

z==t=%\/y2+b2, (10)

de la cual vemos que r es real para todos los valores reales de y.

Segun esto, las ecuaciones (9) y (10), juntas, con la simetria del
lugar geométrico , muestran que la hipérbola no es una curva cerrada
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende
indefinidamente hacia la derecha, arriba y abajo del eje X, y la otra
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo
del eje X.

La hipérbola (8) no tiene asintotas verticales ni horizontales.
En el siguiente artfculo demostraremos, sin embargo, que la curva
tiene dos asintotas oblicuas.

De la ecuacién (9) y de la relacién (7), hallamos que la longitud
\ ]
de cada lado recto es 2—:—.

Como para la elipse , la excentricidad e de una hipérbola esté defi—
nida por la razén —;—. Por tanto, de (7), tenemos

v+ b
a

(11)

[
e = —=
a

Como ¢ > a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la
unidad .
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Si el centro de la hipérbola estd en el origen pero su eje focal eoin—
cide con el eje Y, hallamos, anflogamente, que la ecuacién de la
hipérbola es '

r_=_,. (12)

La discusién completa de la ecuacién (12) se deja al estudiante.

Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuacién ordi—
naria de la hipérbola. Son las més simples de esta curva por lo que nos
referiremos a ellas como formas canénicas.

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

TEeEOREMA 1. La ecuacion de la hipérbola de centro en el origen , eje

focal coincidente con el eje X, y focos los puntos (¢, 0) y (— ¢, 0), es
x2 y2
gl

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas
de los focos sean (0, ¢) y (0, — ¢), entonces la ecuacion es

2 xi
G-m=l

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, ¢
esidn ligadas por la relacién

¢ =al+ bl
También , para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados

2
rectos es 2—2—, y la excentricidad e estd dada por la relacién

VEED
&

c
e= — = 1.
a

NOTA. La posicién de una elipse con relacién a los ejes coordenados puede
determinarse como se indic6 en la nota del teorema 1 del Articulo 6. Este mé-
todo no es aplicable a 1a hipérbola, ya que podemos tenera> b, a< b o a=b.
La posicién de la hipérbola se determina por los signos de los :veficientes de las
variables en la forma candnica de su ecuacion. La variable de coeficiente posi-
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de 1a hipérbola.

Ejemplo. Los vértices de una hipérbola son los puntos V (0, 3) vy
V' (0, —3), y sus focos los puntos F(0, §) y F’/(0, — 5). Hallar la ecua-
cién de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y comjugado, su
excentricidad y [a longitud de cada lado recto. )
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Solucién. Como los vértices v los focos estin sobre el eje Y, el eje focal
coincide con el eje Y. Ademis, el punto medio del eje transverso esti, eviden-

temente, en el origen. Por tanto, por el teorema |, la ecuacién de la hipér-
bola es de la forma

La distancia eatre los vértices es 2a = 6, longitud del eje transverso. La
distancia entre los focos es 2c = 10, Por tanto, a=3 y ¢ = 5, de donde
Y

3
(0,5)

(0,3)

U
|4
0
A ‘
V'|(0,-8)
7

1(0-5)

Fig. 95

b2 =2 — g2 =125 — 9 =16, Porlotanto, b = 4, y la longitud del eje conju-
gado es 2b = 8. Laecuacidn de la hipérbola es entonces

li—_x3= 1.
9 16

La excentricidad es e = C = ;—. y lalongitud de cada lado recto e
a
22 _2:16_ 32
a 3 3
El lugar geométrico estd representado en la figura 95, en donde el ¢je conju-
gado esti indicado por el segmento AA’ del eje X.

EJERCICIOS., Grupo 30

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar que las ecuaciones (4) y (5) del Articulo 65 se reducen cada
una a la ecnacién (6).

2. Demostrar que si P; es un punto cualquiera canyas coordenadas (x1, yi1)
satisfacen la ecuacién h2x? — a%y? = g? b3, entonces Py esti sobre la hipérbola
representada por esta ecuacién.
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. » . . 2 2 . . . ",
3. Deducir la ecuacién ordinaria L’ — *_ = 1 a partir de la definicién de
a

b'l
hipérbola.
4, Desarrollar una discusion completa de la ecuacién ordinaria
y? _ X _ 1
@ b

6. Demostrar un procedimiento para obtemer, con escuadras y compis,
puntos de una hipérbola, dados los focos y 1a longitud de su eje transverso.

En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuacién dada de 1a hipérbola, hi-
llense las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes transverso
y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Tricese y discli-
tase el lugar geométrico.

6. 9x2 — 4y2? = 36. 8. 9y? — 4x3 = 36.
7. 4x3 —9y? = 36. 9., x3 -4yt =4,

10, Los vértices de una hiperbola son los puntos V (2, 0), V/(—2, 0),
y sus focos son los puntos F(3, 0), F/(— 3, 0). Hallar su ecuacién y su ex-
centricidad.

11. EI centro de una hipérbola esti en el origen, y su eje transverso esta
sobre el eje Y. Si un foco es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3,
hillese 1a ecuacién de la hipérbola y 1a longitud de cada lado recto.

12. Losextremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3)
y (0, —3). y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacién de la
hipérbola y su excentricidad.

13. Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0, —4). y su excentricidad
es igual a 3. Hallar la ecuacidén de la hipérbola y las coordenadas de sus focos.

14. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el
eje X. Hallar su ecuacién sabiendo que su excentricidad es ¥4V 6 y que la
curva pasa por el punto (2, 1).

16. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado estd sobre
el eje X. Lalongitud de cada lado recto es 3§, y la hipérbola pasa por el punto
(— 1, 2). Hallar su ecuacién.

18. Hallar la ecnacién de la hipérbola que pasa por los puntos (3, —2) y
(7, 6), tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el cje X.

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definicién de hipérbola, hallar
la ecuacién de dicha curva a partir de los datos dados. Mediante an cambio de
coordenadas, poner la ecuacién en la primera forma ordinaria.

17. Focos (— 7, 3), (—1, 3); longitud del eje transverso = 4,
18. Vértices (1, 4), (5, 4): longitud del lado recto = 5. k
19, Viértices (3. 4). (3, —2); excentricidad = 2.

20. Demostrar que la longitud del eje conjugado de una hipérbola es media
ptoporcional entre las longitudes de su eje transverso y su lado recto.

21. Si k es un nimero cualquiera diferente de cero, demostrar que la ecua-
¢ién 3x2 — 3y? = k representa una familia de hipérbolas de excentricidad igual

aVv?Z.



198 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

22. Si P, (x1. y1) es un punto cualquiera de la hipérbola b3x?—a2y?=a2h?,
demoatrar que las longitudes de sus radios vectores son |exi +al| y |ex:1 — al.

23. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (6, 5) de la hipér-
bola 5x3 — 4y? = 80.

24, Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (6, 0) es siempre igual al doble
de su distancia de la recta 2x — 3 = 0.

25. La base de un tridngulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos
(3, 0) vy (— 3, 0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico del
vértice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre
igual a 4, Trazar el lugar geométrico.

66. Asintotas de la hipérbola. Si de la forma candnica de la
ecuacién de la hipérbola

bzt — a?y® = a?b?, (1)
despejamos y, obtenemos

y= =% % -\/ rt__ g ,
que puede escribirse en la forma

| \ :
y=d=;x\/1—%. (2)

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuacién
cuando una de las variables aumenta numéricamente sin lfmite. (Ver
nota 3, Art. 18.) Si un punto de la hipérbola (1) se mueve a lo
largo de la curva, de manera que su absecisa x aumenta numéricamente
sin limite, el radical del segundo miembro de (2) se aproxima més y
més a la unidad , y la ecuacién tiende a la forma

b
y==+—_z. (3)

. b
Como la ecuacién (3) representa las rectas y = %z Yy=—7,%

esto nos conduce a inferir, de la definicién de asfntota (Art. 18), que
la hipérbola es asintota a estas dos rectas. Ahora demostraremos
que esta deduccién es correcta .

Sea P1(z1, 1) un punto cualquiera de la parte superior de la rama
derecha de la hipérbola (1), como se indica en la figura 96. La ecua-

cién de la reeta y = % z puede escribirse en la forma

bx —ay= 0. (4)
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Por el teorema 9 del Articulo 33, la distancia d de la recta (4) al
punto Pi(z:, y1) estd dada por

| bzt — ay |
_ T, 5
eV sy (5
Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de
(5) por | bas + ay1|, obtenemos
_ | b2 2:2 — a? yi?|
Vb4 at bz +ap|
Pero como P: estd sobre la hipérbola (1), b*z:® — a*yi® = a?b?, de
manera que la ecuacién (6) puede eseribirse en la forma
d= a’h?

vV +atbantap|
Si P se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde-
finidamente del origen, sus coordenadas, x:1 y y1, aumentan ambas

(6)

(7)

Y L%
y=—1Lz A y=2% v
FACHYN
»X
0
Fig. 96

de valor sin limite, de manera que, por la ecuacién (7), d decrece
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue, de acuerdo con esto,
por la definicién de asintota (Art. 18), que la recta (4) es una asin-
tota de la rama derecha de la hipérbola (1).

Si P: estd sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipér—
bola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alejan-
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas 1 y %
aumentan de valor ambas sin limite en la direccién negativa. La
ecuacién (7) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende
a cero, de donde se sigue que la recta (4) es también una asintota de
la rama izquierda de la hipérbola (1).
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Quedan dos casos por considerar que son, cuando P: estd sobre la
parte inferior de la rama derecha y cuando estd sobre la parte superior
de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los
dos parrafos anteriores, podemos demostrar que la recta br + ay = 0
es una asintota de ambas ramas de la hipérbola (1).

Estos resultados se resumen en el siguiente :

TeoREMA 2. La hipérbola b?x* — a’y® = a’b?, liene por asinlotas
las rectas bx —ay =0 y bx+ay=0. ..

g T e A
ES S

NOTAS. 1. Silaecuacién de una hipérhola esti en su forma candnica, las
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el término constante
por cero y factorizando el primer miembro. Asi, parala hipérbola 9x2 —4y?=36,
tenemos 9x2 — 4y? = 0, dedonde. (3x + 2y) (3x — 2y) = 0, y las ecunaciones
de las asintotas son 3x +2y =0 y 3x — 2y =0,

2. La grifica de una hipérbola puede esbozarse muy ficilmente trazando sus
vértices y sus asintotas. Las asintotas actiian en la grifica como lineas guia
(ver nota 4, Art. 18).

Ejemplo. Hallar la ecuacidn ae la hipérbola que pasa por el punto (6, 2)
tiene su centro en el origen, su eje transverso estd sobre el eje X, y una de sus
asintotas es la recta 2x — 5y = 0.

S8olucién. Porel teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta 2x45y =0.

Las ecuaciones de ambas asintotas
Y pueden obtenerse haciendo % igual
2y =0 a cero en la ecuacién

2z -5y
/ (2x = 5¢) (2x + 5y) = k.
X o sea,
0
/‘\ 4x2 — 25‘/3 = k.

Como la hipérbola buscada debe

Fig. 97 pasar por el puato (6, 2), las

coordenadas de este punto deben

gsatisfacer 1a ecuacién de la hipérbola, Por tanto, si hacemos x =6 y y =2 en

la Gltima ecuacién, ballamos k = 44, y la ecuacién de la hipérbola que se
busca es

2x+5y=0

4x2 — 25¢% = 44.

La grifica es la figura 97.

67. Hipérbola equildtera o rectangular. Consideremos la hipér-
bola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud.
Entonces @ = b, y la ecuacién b*z? — a*y® = a?b? toma la forma més
sencilla

r —y:=at. (1)

Debido a la igualdad de sus ejes, la hipérbola (1) se llama hipérbola
equtldlera.
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Por el teorema 2 del Articulo 66, las asintotas de la hipérbola
equildtera (1) son las rectas t —y =0y £+ y =0. Como estas
rectas son perpendiculares, resulta que las asintotas de una hipérbola
equildtera son perpendiculares entre si. Por esta razén la hipér-
bola equildtera se llama también hipérbola rectangular. Es un ejercicio
facil demostrar que, reciprocamente, una hipérbola rectangular es
también equildtera .

Una forma particuiarmente simple y tGtil-de la ecuacién de la hipér-
bola equildtera es

=k, (2)

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando
los métodos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2) tiene
por asintotas a los ejes coordenados, ¥ que, si k es positivo la grifica
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se
giran los ejes coordenados un 4ngulo de 45°, la ecuacién (2) se trans-
forma en ' — y'* = 2k, que es la ecuacién de una hipérbola equi-
latera .

Fig. 98 Fig. 99

68. Hipérbolas conjugadas- Si dos hipérbolas son tales que el eje
transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra, se
llaman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces la hipérbola
conjugada de la otra, y también se dice que cada hipérbola es conju-
gada con respecto a la otra .

Si la ecuacién de una hipérbola es

3 2
S—fi=1, (1)



202 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

entonces, de acuerdo con la definicién, la hipérbola conjugada de (1)
tiene por ecuacién
2 2
-5 (2)
Evidentemente, la ecuacién {2) puede obtenerse de la ecuacién (1)
cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de (1). Asi,
si la ecuacién de una hipérbola es 2z* — 7y* = 18, entonces la ecua-
cion de su hipérbola conjugada es 7y? — 2z = 18.

El par de hipérbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asinto-
tas, se han trazado en la figura 99. Es un ejercicio sencillo demostrar
que un par de hipérbolas conjugadas tienen un centro comin, un par
comtn de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro.

El estudiante debe observar el rectdngulo dibujado en la figura 99.
Un bosquejo aproximado de un par de hipérbolas conjugadas pueden
obtenerse facilmente construyendo primero este rectdngulo, ya que sus
diogonales son las asintotas.

EBEJERCICIOS. Grupo 31

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Siel punto P, (x1, y1) estd sobre ]a parte inferior de la rama derecha de
la hipérbola b*x? — a3y? = q¥b3, demostrar que la recta bx + ay = 0 es una
asintota de la rama derecha.

2. Siel punto P;(x1. y1) estd sobre la parte superior de la rama izquierda
de la hipérbola 53 x? — g2 y? = g3 b3, demostrar que la recta bx + ay = 0 es una
asintota de la rama izquierda.

3. Demostrar que la hipérbola b?y? — q3x2 = a?b? tiene por asintotas las
rectas by —ax =0 y by + ax =0.

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

4x2 ~ S5y =7,

5. Hallar los puntos de interseccién de la recta 2x — 9y + 12 = 0 con las
asintotas de 1a hipérbola 4x2 — Qy2? = 1.

6. Hallar 1a ecuacidén de la hipérbola que pasa porel punto (3, — 1), su
centro esta en el origen, su eje transverso estd sobre el eje X, y una de sus asin-
totas es la recta

2x +3v2y=0.

7. Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (2, 3), tiene su
centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje Y, y una de sus asintotas

eslarecta 2y — VvV 7x = 0.

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipérbola 16x2 —9y? = 144
a una cualquiera de sus dos asintotas.

9. Demostrar que si las asintotas de una hipérbola son perpendiculares entre
si, la hipérbola es equilitera.
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10. Discatir y trazar la grifica de la ecnacién xy = — 8.

11. Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola equildtera es igual
a V1.

12. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola equilitera a sus asintotas es una constante.

13. Hallar e identificar l1a ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu-
lares es siempre igual a una constante.

14. Hallar la ecuacién de la hipérbola equilatera que pasa por el punto
(=1, — %) y tiene por asintotas a [os ejes coordenados.

15. Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hipérbola equila-
tera a su centro es media proporcional entre las longitudes de los radios vectores
del punto. Sugestién: Véase el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65, y el
ejercicio 11 de este grupo.

16. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, y la excentricidad de la
hipérbola que es conjugada a la que tiene por ecuacion

Ox3 — 4y3 = 36.

17. Demostrar que dos hipérbolas conjugadas tienen las mismas asintotas.

18. Demostrar que los focos de un par de hipérbolas conjugadas estin sobre
una circunferencia. o -

19. Demostrar que si una hipérbola es equilitera, su hipérbola conjugada
es también equilitera,

20, La excentricidad de la hipérbola b2 x2 — a2y? = g2b? es e;. Sila ex-
centricidad de su hipérbola conjugada es 22 demostrar que ey : ez = b : a.

21. Silas excentricidades de dos hipérbolas conjugadas son ey y ez, demos-
trar que e1? 4 e3% = ¢1%eg3.

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asintotas
de una hipérbola es igual a 1a longitud de su semieje conjugado.

23, Si @ esel dugulo agudo de inclinacién de una asintota de la hipérbola
b2x? — a®y? = a2b?, demostrar que su excentricidad es igual a sec w.

24. Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hipérbola,
corta a la curva sglamente en un punto.

25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola a sus asintotas es constante.

69. Segunda ecuacién ordinaria de la hipérbola. Si el centro de
una hipérbola no est4 en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes
coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina-
ron ambas formas de la segunda ecuacién ordinaria de la elipse
(Art. 62). Por esto, se deja al estudiante, como ejercicio, el demos-
trar el siguiente teorema :

TrOREMA 3. La ecuacidn de una hipérbola de centro el punio
(h, k) y eje focal paralelo al eje X, es de la forma

G=h? _ =k _,
PO :
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St el eje focal es paralelo ol eje Y, su ecuacién es

(y — k)? (x — h)?
a? - b? =

1

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje Iransverso, b la
del semieje conjugado, ¢ lu distancia del centro a cada uno de los focos,
y a, b, ¢ estdn ligadas por la relacion

¢ =a’+ b2,
. . . 2b?
También , para cada hipérbola , la longitud de cada lado recto es oY

la excentricidad e estd dada por la relacién

\/a’+b2>
a

1.

C
e=‘—=
a

Una discusién de la segunda forma ordinaria de la ecuacién de la
hipérbola , andloga a la discusién que para la elipse nos condujo al
teorema 3 del Artfculo 62, nos da el siguiente

TeoREMA 4. 8i los coeficientes A 'y C difiercn en el signo, la
ecuacion

Ax*4+Cy?+Dx+Ey+F=0

representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados, o un par de
rectas que se cortan .

Ejemplo. Discutir el lugar geométrico de la ecuacién
Ox? — 4y? — 54x + 8y 4+ 113 = 0. n

Soluci6én. Vamos a reducir la ecuacién (1) a la forma ordinaria comple-
tando los cuadrados. Entonces,

9(x3 —6x) = 4(y? ~ 2y) = — 113
9(x? —bx + 9 —4(y? =2y + 1) = — 113 + 81 — 4,
9(x—3)2—4(y — 1) = — 36,

Yy

de donde,

de manera que 11 forma ordinaria es

(y—;)l)’_ (x-;ﬂ’ =l, (2)

que es la ecuacién de una hipérbola cuyo centro C esel punto (3, 1) y cuyo eje
focal es paralelo al eje Y (fig. 100) .

Como a2 =9, @ =3, y las coordenadas de los vértices V y V'’ son
(B, 14+3)y 3,1=3), osea, (3, 4) vy (3, —2)., respectivamente. Como

2= qg?4 b2, =19+ 4 =113, y las coordenadas de los focos F y F/ son
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G. 1+v13)y G, 1 — V13), respectivamente. Lalongitud del eje trans-
verso es 2a = 6, la del eje conjugado es 2b =4, y la de cada lado recto es

263 _ _8- La excentricidad es e = & = _\il_;
a 3 a 3

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos el teorema 2 del
Articulo 66, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbola es el punto (3, 1)

Y

ﬂ\
\

0 >X
V'|3,~2
FI
Fig. 100

y nio el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo
origen sea el centro C (3, 1), la ecuacion (2) sz reduce a la forma candnica

y/2 x'2

o2 _ =1

9 4

de modo que las ecuaciones de las asintotas referidasa los nuevos ejes se obtienen

de la relacidén
2 /2
‘-’_9 - X1 =0,

Pero esta Gltima relacién al ser referida a los ejes originales X y Y. tomala
forma

(y—1D2 _ (x~=3)%_
9 4 0. ®

y — | x——3) y-—-l_x—3)=0
( 7t ™2 3 2 '
de manera que las ecuaciones de las asintotas referidas a los ejes originales
X y Y son

de donde,

y—1, x—=3_ y—1 _ x—3_
Tt =07 S5 —5— =0
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o sea, 3x4+2y—~11=0, vy 3x—2y=7=0,

Elestudiante debe observar que la relacién (3) puede obtenerse inmediatamente
reemplazando el término constante por ceto en el segundo miembro de la ecua-
cién ordinaria (2). (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.)

EJERCICIOS. Grupo 32

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 3 del Articulo 69.

2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segun-
da ecuacién ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecunacién
ordinaria de la hipérbola.

3. Silaecuaciédn de una hipérbola estd dada en la forma

b2(x — h)?2 —a?(y — k) ? = a?b3,

demuéstrese que las coordenadas de sus vértices son (h 4+ a, R), (h—a. k),
y que las coordenadas de¢ sus focos son (b +¢, k), (h —¢, R), siendo
¢c=+'a% b,

4. Emplear la primera ecuacion ordinaria de la hipérbola para deducir la
siguiente propiedad geométrica intrinseca de la hipérbola: Si el punto O es el
centro de una hipérbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes
a y b, respectivamente, y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual-
quier punto P de la hipérbola a su eje focal, se verifica que

00! _ PO* _

a®

5. Por medio de la propiedad iatrinseca de la hipérbola, establecida en el
ejercicio 4, deducir ambas formas de la segunda ecuacién ordinaria de la hi-
pérbola.

6. Losvértices de una hipérbola son los puntos (— 1, 3) y (3, 3), y su
excentricidad es %. Hallar [a ecuacién de la hipérbola, las coordenadas de sus
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto.

7. Losvértices de una hipérbola son los puntos (—2, 2) vy (=2, ~ 4),
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuacién de la curva, las coorde-
nadas de sus focos y su exceatricidad.

8. E! centro de una hipérbola es el punto (2, — 2) y uno de sus vértices
el punto (0, — 2), Silalongitud de su lado recto es 8, hallar la ecuacién de
1a curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad.

8. Los focos de una hipérbola son los puntos (4, —2) y (4, — 8), v la
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuacién de 1a hipérbola, la longi-
tud de su lado recto y su excentricidad.

10. El centro de una hipérbola es ¢l punto (4, 5) y uno de sus focos
es (8, 5). Si laexcentricidad de 1a hipérbola es 2, hallar su ecuacién y las lon-
gitudes de sus e jes transverso y conjugado.

11, Los vértices de una hipérbola son los puntos (— 3, 2) vy (-3, =2),
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuacién de la hipérbola, las
coordenadas de sus focos y su excentricidad.



LA HIPERBOLA 207

12, Demostrar el teorema 4 del Articulo 69.
13. Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

b2(x — h)2 —a?(y — k)3 = a?b?
son bx +ay —ak — bh =0y bx —ay + ak — bh = 0.

En cada uno de los ejercicios 14-18, reducir la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacién de la hipérbola y determinar las coordenadas
del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes tramsverso y conjugado,
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas.

14, x2 —Oy? —4x 4+ 36y — 41 =0,
15, 4x2 — 9y3 4 32x + 36y + 64 = 0.
16. x2 —4y? —2x+1 =0.

17. 9x2 — 4y? 4 54x + 16y +29 = 0.
18. 3x2 — y24+30x+78=0.

19. Resolver el ejercicio 14 por traslacién de los ejes coordenados.

20, Hallar el dngulo agudo de interseccion de las asintotas de la hipérbola
Ox2 = y3 —36x — 2y + 44 = 0.

21, Hallar laecnacién de 1a hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene
el eje focal paralelo al eje X, y sus asintotas son las rectas 2x +y—3 =0y
2x —y—1=0.

22. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) essiempre igual al triple
de su distancia alarectay + 1 = 0.

28. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 1) es siempre igual al
doble de su distancia de la recta x +2 =0,

24, La base de un triingulo es de longitud fija, siendo sus extremos los
puntos (0, 0) y (4, 0). Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
del vértice opuesto si uno de los ingulos de la base es siempre igual al doble
del otro.

25. Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante, Demostrar que el
lugar geométrico de P es una hipérbola.

70. Propiedades de la hipérbola. Muchas propiedades de la hi-
pérbola estdn asociadas con sus tangentes. Como la ecuacién de una
hipérbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em—
pleando la condicién para tangencia discutida en el Articulo 44. Las
demostraciones de los teoremas 5 y 6, enunciados a continuacién, se
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas
con los andlogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas4y5).

TeOREMA 5. La ecuacion dela tangente a la hipérbola
b2 x% — a2y2 = a’b?

en cualquier punto P1(x1, y1) de la curva es

2 g2 = a2 h2 ¥ R )
b*’xix —aly,y = a?b®. ,\ “\o A;\’%’?w)\%)
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TreorEMA 6. Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola

b2x? — a?y® = alb?
de pendiente m son

y=mx =+ alm? — b? ‘m|>£.
? | a

La hipérbola tiene una propiedad focal andloga a la de la elipse.
Esta propiedad estd basada en el siguiente teorema 7. La demostra-
cién es semejante a la del teorema andlogo para la elipse (teorema 6,
Art. 63) y, por tanto, se deja al estudiante como ejercicio.

TeorEMA 7. La tangente a una hipérbola en cualquier punto de la
curva es bisectriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punto.

Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de
ejercicios, hay teoremas anslogos sobre la elipse; esto se hace notar
en cada caso recomendando al lector que compare el teorema particular
con su anilogo en el grupo 29 del Articulo 63. También debe obser—
varse que si en una ecuacién relativa a una elipse se sustituye la can-
tidad b? por — b%, la relacién andloga se verifica entonces para la
hipérbola.

EJERCICIOS. Grupo 33

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1, Demostrar el teorema 5 del Articulo 70.
2. Demostrar el teorema & del Articulo 70.
3. En el teorema 6 del Articulo 70, (por qué la pendiente m estd restrin-

gida a los valores comprendidos en el intervalo | m| > i? Interpretar el resul-
a

tado cuando [m| = b
a

4, Demostrar el teorema 7 del Articulo 70.
En cada uno de los ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor-

mal y las longitudes de 1a tangente, normal, subtangente y subnormal, parala
hipérbols dada, en el punto de contacto indicado.

5., 3x3—y2=2; (L. 1). .
6, 2x2 -3yt —6x—4y+12=0; (4 2).
7. 3x3-2y3+3x—4y—12=0; (2,1).
8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola
x3—2y? +4x —8y —6=0

que son paralelas a la recta 4x — 4y + 11 = 0.
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9. Hallar el 4ngulo formado por las tangentes trazadas del punto (3, 6)
a la hipérbola x3 — y2 4+ 4x — 2y — 5 = 0.
10. Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx —1
son tangentes a la hipérbola 4x3 — 9y? = 3¢,
11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipér-
bola b2(x — h)? — a2 (y — k)2 = a?b? son

Y-k=mx—h) VT8, [m|>o (8N

(Ver el ejercicio 13 del grupo 29, Art. 63.)

\ 12, Sedan unahipérbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70,
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier
punto de la curva.

13. Demostrar que la ecuacién de la normal a 1a hipérbola bZx3—a3y3=qa3532
en el punto Pi(x1, y1) es ady1x + b3x1y — a?x1yr — b¥x1y1 = 0. (Ver el
ejercicio 14 del grupo 29, Art. 63.)

14. Demostrar que la elipse 2x2 4 y? = 10 y la hipérbola 4y? — x3 = 4 son
ortogonales entre si en sus puntos de interseccién.

15. Demostrar que la elipse x? 4 3y? = 6 y la hipérbola x2 — 3y? = 3 tie-
nen los mismos focos. Tales curvas se llaman c¢dnicas homofocales. Demostrar
que la elipse y la hipérbola del ejercicio 14 son también homofocales.

16. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hipér-
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del
semieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29, Art. 63.)°

17. Demostrar que la pendiente de una hipérbola en cunalquier extremo de
cualquiera de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad. (Ver
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63.)

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipér-
bola es el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las
asintotas.

19. En un punto cualquiera P, excepto el vértice, de una hipérbola equi-
litera. se traza una normal que corta al eje focal en el puato Q. Si O es el
centro de la hipérbola, demuéstrese que | OP|=|PO | .

20, Demostrar que el tridngulo formado por una tangente cualquiera a una
hipérbola y sus asintotas tiene un area constante.

21. Las tangentes en los vértices de una hipérbola cortan a otra tangente
cualquiera en los puntos P y Q. Demostrar que los puntos P y Q y los focos
de 1a hipérbola estidn sobre una circunferencia.

22. Si desde un punto exterior P,, se trazan tangentes a una hipérbola, el
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P, para
esa hipérbola. Si P (x1. yi1) es un punto exterior a la hipérbola

b2 x% — a2y? = a?b3,
demuéstrese que la ecuacién de la cuerda de contacto de P es
bixix — a’y1y = a?b2.

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.)
23. Hallar la ecuacién de la cuerda de contacto del punto (—2, 4) de la
hipérbola 3x2 — 242 = 3.

Lobmanss — 14,

\
o)
(o\g \'b\"

)
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24. Demostrar que la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hipérbola

b

b3x3 — a2y? = a?h? es y-%z—x; m#0 m>» = —_,
aim a

Obsérvese que el lugar geométrico es una linea recta que pasa por el centro; su
ecuacidn es, por lo tanto, la ecuacién de un didmetro de la hipérbola. (Ver el
ejercicio 23 del grupo 29, Art. 63.)

25. Demostrar que si un didmetro de una hipérbola biseca a todas las cuer-
das paralelas a otro diimetro, el segundo diimetro biseca a todas las cuerdas
paralelas al primero. Tales didmetros se laman didmetros conjugados de la
hipérbola. (Ver el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.)

71. Primer resumen relativo a las secciones cénicas. La paribola ,
elipse e hipérbola se llaman secciones cénicas o, simplemente, cénicas.
Hemos visto que &i la ecuacién

Az*+ Cy’+ Dz +Ey+ F=0

representa un lugar geométrico real, éste debe ser una seccién cdnica
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de los ejes coorde—
nados, o bien uno de los casos excepeionales de un punto, dos rectas
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. Estos
casos excepcionales se llaman también formas limite de las cénicas o
cénicas degeneradas .

En el cuadro que se da a continuacién, hemos indicado los resul-
tados principales obtenidos hasta aqui. Por conveniencia nos referimos
al eje tinico de la pardbola como a su eje focal. Ademdis, para que el
cuadro quede completo, hemos indicado que la paribola tiene una
excentricidad igual a la unidad ; esto serd establecido en el capitulo
siguiente. Como la elipse y la hipérpola tienen cada una un centro,
se llaman cdnicas cenirales. La paribola, no teniendo centro, se
llama cénica no ceniral. La circunferencia puede considerarse como un
caso especial de la elipse.

En Ja formacién del cuadro, ha sido necesario, debido al tamaiio
limitado de la pigina, restringir algunos de los datos a referencias
para otras partes del libro. FEl estudiante debe, por lo tanto, repro-
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e
incluir todos los datos dados en las referencias. Puede afiadir también
otros datos, como, por ejemplo, las ecuaciones de las tangentes a las
cénicas.
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CAPITULO IX
ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

72. Introduceién. En cste capftulo haremos un estudio de la
ecuacién general de segundo grado,

A+ Bry+ Cy*+ Dr+ Ey+ F = 0. (1)

En particular, considerarcmos el caso en que la ecuacién (1) contiene
un término en zy, es decir, el caso en que B # 0. Demostraremos
que por medio de una rotacién de los ejes coordenados siempre es posi-
ble transformar la ecuacién (1) en otra de la forma

A2+ C'y*+ D'z’ +E'y +F' =0, (2)

en la que uno de los coeficientes A’ y C’, por lo menos, es diferente
de cero, y no aparece el término en 2/y’ .

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuacién (2) representa un lugar
geométrico real, representa o bien una ednica o uno de los casos exeep -
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleza de un
lugar geométrico no se altera por transformacién de coordenadas, se
sigue que, si la ecuacién (1) tiene lugar geométrico, este lugar geo-
métrico debe ser también o una seccién conica o uno de los casos
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto, la ecua-
ciéon (1) se toma, generalmente, como la definicién analftica de conica.
De esto podemos inferir la existencia de una definicién geomélrica que
incluya a todas las e¢énicas. Veremos mis adelante (Art. 75) que tal
definicién general existe para la pardbola, la elipse e hipérbola.

73. Transformacién de la ecuacién genera! por rotacion de los ejes
coordenados. Apliquemos a la ecuacién general

Az?+ Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+F =0, (1)
en donde B = 0, las ecuaciones de transformacién por rotacién

T=2'cosf —ysenb, y=2z'senf +y cosb,
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bﬂ Vi
dadas en el teorema 2 del Articulo 588 Tenemos :
Az cos 0 —y sen )2+ B(x' cos 9 —y' sen §) (x' sen § + ' cos 6 )
+C(x'sen 6 + 4y cos8)* 4+ D(z' cos 6§ — y' sen 8)
+E(@send +y cosf)+F=0.

Si desarrollamos y agrupamos los términos, obtenemos
A+ B'ry +Cly*+D'e +E'y + F' =0, (2)
en donde,

A’ = Acos*fd + Bsen 6 cos§ + Csen® 9, l

B’ = 2(C — A) sen 6 cos 0 + B(cos? § — sen? §),
= Asen? — Bsen 6§ cos § + C cos® 9,

D’'=Dcosf + Esen b,

E'=FEcos@ —Dsené,

F'=F,

( (3)

8i la ecuacién transformada (2) va a carecer del término en z'y’,
el coeﬁciente% B’ debe anularse. Por tanto, debemos tener

2(C —A)sen 8 cos § + B(cos* § —sen’§) = 0.

Por medio de las férmulas trigonométricas del 4ngulo doble (Apén-
dice IC, 7), esta iltima ecuacién puede escribirse en la forma

(C— A)sen20 + Bcos20 = 0. (4)
Si 4 # C, dela ecuacién (4) tenemos la relacién
B
tg 20 = i-C

Si A = C, entonces la ecuacién (4) se reduce a la forma
Bcos20 = 0.
Como B » 0, por hipétesis, se sigue (Apéndice IB, 2) que
cos 260 =0. (5)

El 4ngulo de rotacién 6 queda restringido al intervalo 0° < 4 < 90°
(nota, teorema 2, Art. 51), de manera que el intervalo de variacién
para 26 es 0° <29 < 180°. Por tanto, de la ecuacién (5), tenemos

20 =90° y 6 =45°,
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Resumiendo :
TeorEMA 1. La ecuacién general de segundo grado
Ax* + Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0, (1)
en donde B = 0, puede transformarse siempre en otra de la forma
Ax*+Cy*+ DX +Ey + F =0, (6)

sin término en X'y’ , haciendo girar los ejes coordenados un dngulo posi-
tivo agudo 6 tal que

B .
tg20=m, st A C,

6 =45°, si A=C.

NOTA. Por medio del teorema 1, es posible determinar el dngulo 6 y por
tanto, los valores de sen 6 y cos 0 para usarlos en las ecuaciones de transforma-
cién por rotacién. Dz aqui que las ecuaciones de transformacién pueden obte-
nerse antes de hacer la sustitucién en la ecuacidon original. Esto nos conduce a
reducir considerablemente la cantidad de operaciones en los problemas del tipo
del ejemplo 2 del Articulo 51.

Del teorema 1 podemos deducir una conclusién muy importante.
El 4ngulo de rotacién ¢ es de 45°, si A = C, o bien tal que

: B .
tg20—m, si A#=C.

Como B = 0, tg 20 = 0, y, por tanto, 6 es diferente de cero en
todos los casos. De acuerdo con esto, la ecuacién general (1) puede
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un dngulo
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuacién (6) repre—
senta una seccién conica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con)
uno de los ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la
ecuacién (1) representa una cénica, el eje foeal debe ser oblicuo con
respecto a los ejes coordenados y recfprocamente. Este resultado lo
enunciamos en el siguiente teorema :

TEOREMA 2. St la ecuacién general de segundo grado,
Ax* +Bxy+Cy’+ Dx+Ey+F =0, (1)

en donde B # 0, representa una seccién cénica, el eje focal es oblicuo
con respecto a los ejes coordenados, y reciprocamente .
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74. El indicador I = B®* — 4AC. En el Articulo 73 vimos que,
si los ejes coordenados giran un dngulo ¢, la ecuacién general

Az + Bry+Cy* + Dz + Ey+ F=0, B0, (1)
se transforma en la ecuaeidn
Az*+ B2y +C'y*+ D'+ E'y + F' =0, (2)

en donde,

A’ = A cos* 6 + Bsen § cos § + C sen® ¢,
B = 2(C — A) sen 6 cos 6 + B(cos? § — sen? §),
C’'= A sen’9 — Bsen 8 cos § + C cos? §,

D' = Dcos 9+ Esené, (3)
E' = FEcos§ —Dsené,
F =F.

7

Ma4s aiin, si se selecciona el 4ngulo de rotacién 8 como lo especifica
el teorema 1 del Articulo 73, la ecuacién (2) toma la forma
AIII2+CIyIZ+D/zl+EIyI+F/-0‘ (4)

En el Artfculo 71 presentamos un resumen de la naturaleza del
lugar geométrico de la ecuacién (4). Por ejemplo, si 4’ o C’ son
iguales a cero, uno u otro, la ecuacién (4) representa una paribola
cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados
o constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o
coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningin lugar
geométrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de
expresién, que la ecuacién (4) representa una cénica género pardbola.
Para los demé4s casos se usarin términos semejantes al anterior segin
las siguientes definiciones :

DrrinicioNEs. 1. Si uno de los dos coeficientes A’ o C’ es
igual a cero, la ecuacién (4) representa una cénica género pardbola ,
es decir, uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del
Articulo 56.

2. 8i A’ y C’ son del mismo signo,; se dice que la ecuacién (4)
representa una cénica del género elipse, es decir, uno cualquiera de los
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62.

3. Si A’y C’ son de signo contrario, se dice que la ecuacién (4)
representa una cénica del género hipérbola, es decir, uno cualquiera
de los casos especificados en el teorema 4 del Artfculo 69.

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono-
métrica sen® § + cos? # = 1, podemos demostrar facilmente que

B’* — 44/C’ = B* — 4AC. (5)
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El lector debe notar particularmente que la relacién (5) es indepen-
diente de 6, el dngulo de rotacién. Como la cantidad B* — 44C no
cambia de valor para ninguna rotacién de los ejes coordenados, se
llama invariante y se dice que es tnvarianie por rotacion.

Cuando la ecuacién (1) es transformada en la ecuacién (4),
B!’ =0, yla relacién (5) se reduce a

B> —4AC = —44'C'. (6)

Si uno cualquiera de los coeficientes 4’ o C’ es igual a cero, la
ecuacién (4) y, por tanto, la (1), es del género parsbola. En este
caso, la relacién (6) muestra que B —4AC = 0.

Si A’ y C’ son del mismo signo, la ecuacién (4) y, en conse-
cuencia, la (1), es del género elipse. En este caso, la relacién (6)
muestra que B?* —44C < 0.

Si A’ y C'’ difieren en el signo, la ecuacién (4) y, en conse-
cuencia la (1), es del género hipérbola. En este caso, la relacién (6)
muestra que B* — 44C > 0.

Como la expresién B* — 4AC indica la naturaleza del lugar geo-
métrico de la ecuacién (1), llamaremos indicador * a este invariante.
Denotaremos el indicador por la letra mayiscula I, es decir,

I =B —-4AC.
Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente
teorema :
TeoREMA 3. La ecuacidn general de segundo grado ,

Ax +Bxy + Cy’+ Dx+Ey + F =0,

representa una cénica del género pardbola , elipse o hipérbola , segtin que
el indicador, I = B? — 4AC, sea cero, negalivo o positivo.
Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geométrico de la ecuacién
5x% 4 dxy + 2y? — 24x — 12y + 29 = 0. @)

Reducir la ecuacién a su forma candnica por transformacién de coordenadas.

Trazar ¢l lugar geométrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido

necesarios. :
Solucién. Para la ecuacién (7), el indicador es

I = B2~ 4AC =42—-4.5.2=—24,

Como I <0, laecuacién (7) es del género elipse.

* N DEL T. Muchos autores llaman discriminante a esta expresidn,
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Para suprimir el término en xy, hacemos girar los ejes coordenados un angu-
lo 8 tal que

B 4 4
20 = = % _4
LRl wer el sur Rl S

De tg 20 podemos obtener cos 26 ya sea por medio de un tridngulo rectingulo o
por la relacién

1 1
cos 28 = = —
sec 24 \/tg’20+l

de donde,

1 3
0§ =—"—"7"-" =—5‘.

AU EE™E

Obsérvese que por ser § agudo, 264 estd en el primero o en el segundo cuadrantes
en donde el coseno y la tangente de un angulo son del mismo signo. De este
valor de cos 26 podemos obtener los valores de sen 8 y cos 8 por medio de las
férmulas trigonométricas del angulo mitad (apéndice IC, 8). Asi,

\/l—cosle \/1~(3/s) 1
sen § = = = ——
2 2 24

\/l+c0520 \/14—(3/5) 2
cos § = = —_—.
2 2 V5

Las ecuaciones de transformacidn por rotacidn son entonces

|

Ixl — o

xﬂx’cose—y’aen0=x—_y',
V3
I+2

u=xsen0+gcosﬂ=— y'

V3

Sustituyendo estos valores de x ¥ y en la ecuacién (7), obtenemos

(*51)+ (”‘_")('“") (A7)
EPYY 2 ) 12 "+2")+29=0

1a cual, por simplificacién, toma la forma

6x2 + y7 — 12V 5% +29 = 0. (®

La ecuacién (8) puede simplificarse, bien por una traslacién de los ejes
X'’y Y’ o completando los cuadrados. El estudiante debe verificar el resul-
tado, que es la elipse (fig. 101)

bx"z 4 ¢ =1,
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En los problemas del tipo considerado en este articulo, la grifica
se construye, generalmente, a partir de la ecuacién més simple obte-
nida finalmente por transformacién de coordenadas. Se puede hacer
una comprobacién parcial de la exactitud de esta grafica comparando
sus intersecciones con los ejes originales, cuando existen dichas inter—

Fig. 101

secciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a
partir de la ecuacién original .

El teorema 3 del Articulo 52 establece que el orden en que se efec—
tden la traslacién y la rotacién no tiene importancia. Fué anotado,
sin embargo, en la nota 2 de este teorema que, si los términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotacién
de los ejes antes de la traslacién. En seguida demostraremos la
razén de esto. Si reemplazamos z y y en la ecuacién general (1) por
sus valores dados en las ecuaciones de transformacién para traslacién

s=a+h, y=y +k,
obtenemos
A@ +hry2+BE+hR(y+Ek)+Cy +k)?2+DE +h)
+EW+ k) +F=0,

la cual, por desarrollo y agrupacién de términos, toma la forma

Az* + Bzr'y' 4+ Cy'* + 2Ah + Bk + D) ' + (Bh + 2Ck + E)y’'
+ (Ah* + Bhk 4+ Ck*+ Dh+ Ek + F) = 0. (9)

Para eliminar los términos de primer grado de la ecuacién (9) basta
determinar los valores de h y k& que satisfacen a las ecuaciones

24h+Bk+ D=0, Bh+2Ck+E=0.
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Este sistema tiene una solucién tinica para h y &k, dada por la regla de
Cramer (Apéndice IB, 6), solamente si el determinante del sistema

24 B

= 4AC_ B 0.
B 20 *

Por tanto, sila ecuacién (1) es del género paribola, en donde
I=PRB—44C =0,

no podemos eliminar los términos de primer grado comenzando por una
traslacién. En general, por lo tanto, simplificaremos la ecuacién (1)
girando primero los ¢jes.

EJERCICIOS. Grupo 34

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y (2) del Articulo 74.

1. Demostrar que la cantidad B? — 4AC es invariante por rotacién, de-
mostrando que B/2 — 4A'C/ = B% — 4AC. (Relacién [5], Art. 74.)

2. Demostrar que la cantidad A 4+ C es invariante por rotacién, haciendo
verque A’ 4+ C' = A 4+ C. Sugestién. Usense la primera y tercera relaciones
de (3), Art. 74.

3. Si B 0 pero uno cualquiera de los coeficientes A o C es cero, o
ambos A y C son cero, demuéstrese que la ecuacién (1) es del género hi-
pérbola.

4. Si A y C difieren en el signo, demuéstrese que la ecuacién (1) es del
género hipérbola ya sea que B sea positivo, negativo o nulo.

5. Demostrar que la ecuacién (1) es del género paribola si los términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto.

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la cOnica que representa la
ecnacién dada, y reducir la ecuacién a su forma canénica por transformacién de
coordenadas. Trazar el lugar geométrico, cuando exista, y todos los sistemas
de ejes coordenados.

6, 4x? —24xy + 11y? 4+ 56x — 58y + 95 = 0.

7. 4x2 — 12xy + 92 -8V 3x — 14/ 13y + 117 = 0.
8. 3x% —d4xy — 4y? 4 16x + 16y — 12 = 0.

9, 5x?+2xy+10y2 —12x — 22y + 17 = 0.
10. x? 4+ 8xy + 16y2 —4x — 16y +7 = 0.

11, 12x2 4+ 12xy + 7y2 — 4x + 6y — 1 = 0.

12, 2x? —12xy + 1842 +x =3y~ 6=0.

13. 8x2 — 24 xy + 15y2 + 4y — 4 = 0.

14, 3x?—2xy+392+2V2x -6V 2Ig+2=0.
16, 4x2 — 20xy +25y2 +4x — 10y + 1 = 0.

16, x?+2xy+y?+2x—-2y—1=0,
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el método del Articulo 74.

18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el método del Articulo 74,

19. Elevando al cuadrado dos veces, eliminense los radicales de la ecuacién
x'% 4 y¥% = 1. Demostrar que el lugar geométrico de la ecuacidén resultante es
una paribola, y determinar qué porcidén de esta curva representa el lugar geomé-
trico de la ecuacién original.

20. Silos ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen
sea el punto (h, k), demostrar que la ecuacion general

F(x, y) =Ax?2 4+ Bxy+Cy?+ Dx+Ey+TF =0

se transforma en otra ecuacién cuyo término constante es igual a f(h, k).

75S. Definicién general de cénica. Veamos ahora una definicién
geométrica de cénica que incluye a la pardbola, la elipse y la hi-
pérbola.

DeriNicién. Dada una recta fija I y un punto fijo F no conte—
nido en esa recta, se llama cdnica al lugar geométrico de un punto P
que se mueve en el plano de [ y F

Y de tal manera que la razén de su

| distancia de F a su distancia de !
es siempre igual a una constante
positiva.

La recta fija [ se llama directriz,
el punto fijo I, foco, y la constan—
te positiva, a la que designaremos
por e, excentricidad de la cénica.
Cuando ¢ = 1, la definicién ante—

»x rioresla de la pardbola (Art. 54).

F(p,0) Sin ninguna pérdida de genera~
lidad, podemos tomar el eje ¥

Fig. 102 como directriz del punto F(p, 0),

p # 0, como foco (fig. 102). Sea
P(z, y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Desde P tracemcs
el segmento PA perpendicular al eje Y. Entonces, por la definicién
anterior, el punto P debe satisfacer la condicién geométrica

|PA|

3

e, (1)

lo cual puede expresarse analfticamente por la ecuacién

VE—p)Q+y _
|z
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Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacién, quitando
denominadores y trasponiendo, resulta

l—e)z*—2pz+y*+p*=0. (2)

Podemos demostrar, reciprocamente, gue cualquier punto cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacién (2) es un punto que satisface la
condicién geométrica (1) y, por tanto. estd sobre el lugar geomé-
trico. De acuerdo con esto, la ecuacién (2) es la ecuacién buscada .

Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que
el lugar geométrico de la ecuacién (2) es una cénica, pero su natura-
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e. Hay
entonces dos casos generales por considerar: 1. e=1; II. e#=1.

I. e=1. En estecaso, la ecuacién (2) toma la forma

—2pz+yt +p*=0.

Esta ecuacién puede escribirse

¢=%{z—%),

que representa una pardbola cuyo vértice es el punto (% ) 0) ¥y cuyo

eje coincide con el eje X.
II. e=1. En este caso, 1 —e* 0. Dividiendo la ecuacién
(2) por 1 — €*, obtenemos

. 2p ¥y P’
s vkl e g

Completando el cuadrado en z, podemos reducir esta ecuacién a la
segunda forma ordinaria de la ecuacién de una cénica central

2
P
z—
(-122) .
it L (3)
(1—e?)2 1—e¢?

El que la ecuacién (3) represente una elipse o una hipérbola depende
del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos :

a) e<1; b) e>1.

a) e<1. En este caso, 1 — ¢ <0,y ambos denominadores
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tanto, el lugar

_‘—d
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geométrico de la ecuacién (3) es una elipse. Vamos ahora a demos-
trar que el valor de e dado por la ecuacién (3) es idéntico al valor

previamente definido de % (Art. 61).

En efecto: Por ser

pi eZ Ze2
Cefmeyr Y Vi
tenemos :
o gt b ple? ple’

Q—e)t 1 —¢
pe? prer(l — &) piet

Ta=—arT Q—e) Q-

Entonces
i2= pie4 -(1—82)2_62
a? (1 —e’)’ pte? ’

4
de donde , 2 = ¢ Quees lo que se queria demostrar.

b) e>1. En este caso, 1 —e? < 0. Por tanto, con el fin de
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuacién (3) en

la forma
2
4
(x—'l - e’) .y

TP e et
(1 —e¢?)? e —1

Ewvidentemente, el lugar geométrico de la ecuacién (4) es una hipér-
bola. Anédlogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar
que el valor de e dado por la ecuacién (3) es idéntico con su valor

previamente definido de -;4 (Art. 65).

Podemos ahora establecer el siguiente teorema :

TeoREMA 4. Una cénica es una pardbola , una elipse o una hipér-
bola, segan que su excentrictdad sea igual a, menor que, o mayor que la
unidad.

NOTA. El lector debe observar el paralelismo entre los valores del indicador
I = B? — 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en
el siguiente cuadro.
PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA
Indicador I = B% — 4AC I=0 I<0 1>0

Excentricidad e e=1 e<l e> 1
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Ejemplo 1. Deaterminar la ecuacién de la cénica que tiene por foco el punto
F(—~1, —12), directrizlarecta !l :x —y + 1 =0 y excentricidad e = 15 .

Solucién. Por la definicién general, el lugar geométrico es una elipse, y
su ecuacion puede obtenerse a partir de la relacion

Vix+D2++2? 1
Ix—y+1] 2
V2
Si elevamos al cuwadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos
términos, obtenemos la ecuacién buscada,

7x2 4+ 2xy 4+ 7y* 4+ 14x + 34y +39=0.

Esta ecuacién representa laelipse de {a figura 103.

A

/

4

Fig. 103

La determinacién de la ecuacién de la directriz de una pardbola ya
ha sido considerada en el Capitulo VI. Ahora determinaremos las
ecuaciones de las directrices de las cénicas centrales. Estas cénicas
tienen cada una dos focos y, por tanto, dos directrices, correspon—
diendo una a cada foco.

De la simetria de las cdnicas, se s'lgue, por la ecuacién (2), que
el eje focal es perpendicular a la direetriz. Por tanto, si tomamos la
ecuacién de la elipse en su forma candnica ,

= z 1{)—2 =1, (5)
las ecuaciones de sus directrices son de las formas x =k y z=1,
correspondiendo a los focos (¢, 0) y (— ¢, 0), respectivamente, tal
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como se indica en la figura 104. Para el foco (¢, 0) y su directriz
correspondiente = k, tenemos, de la definicién general de las c6-
nicas,

Viz—-c) +y*

Tz — k]| =e. (6)

Se deja al lector, como ejércicio , la demostracién de que la ecuacién
(6) se reduce a la forma ordinaria

etk —c
( + l—ez) y:

e k—c) ek —c)
(1—e)t 1 ¢

=1. (N

Como las ecuaciones (5) y (7) representan un mismo lugar geomé-
trico, una elipse cuyo centro
Y estd en el origen, de la ecuacién

x=1 z=k (7) se sigue que

/—\ ek—c=0,

R 0 d

) =~ x  de donde,
F=C=06_0

et e e
Fig 104 Por tanto, para el foco (c, 0),
de la elipse (5}, la ecuacién de
ia directriz es z=%. Andlogamente, para el foco (— ¢, 0) y la
directriz correspondiente x =1, hallamos z = — -(:—.

Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hipér-
bola, b*z* — a?y? = a*b?, que sus focos (c, 0) y (—c¢, 0) tienen
por directrices correspondientes a las rectas cuyas ecuaciones son, res—

. a a
pectivamente, ¢ = - Yy z=- -
Los resultados precedentes esidn comprendidos en el siguiente

TeoremA 5. Para la elipse b*x* + a’y? = a’b? y la hipérbola
b*x? —aly? = a’b?, cada una de excentricidad e, los focos (ae, 0)
y (—ae, 0) tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas

. a a .
ecuaciones son X =-- Y X = — =, respectivamente.
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BEjemplo 2. Hallar las coordenadas de los focos y las ecuaciones de las direc-
trices correspondientes de 1a hipérbola 3x2 — y2 = 12.
Solucién. E:cribiendo la ecuacién en la forma ordinaria,

2 2
X _ ¥ =,
4 12
vemos que a? = 4 y b2 = 12, Por tanto, ¢? = g% 4+ b? = 16, y la excentrici-
dad e = £ = % = 2. Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuacién de la
a

Y

(—4,0) (3,0)

x=-11z=1
Fig. 105
directtiz correspondiente al foco (4, 0) es x =&, o sea, x =1, y la ecua-
e

¢ién de la directriz correspondiente al otro foco (— 4, 0) es x = — &, o sea,
e

x = — 1 (fig. 105).

EJERCICIOS. Grupo 35

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuacién de 1a cénica respectiva a
partir de los datos dados.

1. Foco (0, 0); directriz: x +2y +2 =0; excentricidad = 1.

|

2. Foco (1, —2); directriz: x — 2y = 0; excentricidad = T

3. Foco (— 1, —1); directriz: 4x 4+ 3y = 12; excentricidad = 5.
4. Foco (3, 3); directriz: x + 3y = 3; excentricidad = 2. _
V10

6. Foco (1, —3): directriz: 3x +y — 3 = 0; excentricidad = T‘

Lehmann. — 16,
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuma-
¢ién (2) es un punto que satisface la condicién geométrica (1) del Articulo 75.

7. Hallar las coordenadas del vértice de la pardbola del ejercicio 1.

8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo |, Articulo 75.

9. Demostrar que la ecnacién (7) del Articulo 75 se deduce de la ecnacién
(6) del mismo articulo.

10. En laecuacién (7) del Articulo 75, demostrar que si & = £ ¢l deno-
e

2(h — )2 2(h —

minador k= )? es igual a a? y el denominador Mes igual a b2.
(1 —e2)2 1 — e?

11. Demostrar que el punto (— age, 0) y larecta x = — % son un foco y

e
una directriz correspondientes de la elipse b2x? 4 a2y? = a2 b2.

En cada uno de los ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de los focos y las
ecuaciones de las directrices correspondientes de la cdnica cuya ecuacién se da.
Dibujar una figura para cada ejercicio.

12, 5x2 4 9y2 = 45, 14, 5x2 4 y2 =35,
18, 16x2 — 9y? = 144, 16. 2y? —-7x2 = 14.
16. 9x? 4+ 25y? — 18x — 50y — 191 = 0.

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hipérbola.

18. Por medio del teorema 5, Articulo 75, resolver el ejercicio 20 del gru-
po 27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65.

19. Para la elipse a?x? 4 b2y? = a2b2, demostrar el teorema correspon-
diente al teorema 5 del Articulo 75.

20, Para la hipérbola a3x? — b3y2 = g2H2, demostrar el teorema corres-
pondiente al teorema 5 del Articulo 75.

76. Tangente a la cénica general. La determinacién de las ecua-
ciones de las tangentes a las cdnicas se facilita considerablemente por
el uso de la ecuacién de la tangente a la cénica general ,

Az* 4+ Bzy+ Cy*+ Dz +Ey+F =0,

en un punto de contacto dado, tal como lo establece el teorema 6.
La demostracién de este teorema se apoya en la aplicacién de la condi-
cion para tangencia (Art. 44) y, por tanto, se deja al estudiante
€Omo ejercicio .

TrorREMA 6. La ecuacién de la tangente a la conica general
Ax2+4+Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+ F =0, (1)

en cualquier punio de contacto dado P1{x1, yi), es

Axix + %(x:y+y1x)+0y1y+g (x+x)+ %(y+y1)+F =0. (2)



ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 227
NoTAS. 1. Si las variables en la ecuaciéon (1) se escriben en la forma:

x? = xx, xﬁg,y L‘%‘_x,y=$,

=yy, x=
y el subindice | es colocado a una variable en cada término, se obtiene inmedia-
tamente 1z ecuacién (2). Este método para recordar la ecuacién de la tangente
es muy uril, pero el estudiante debe observar que, segin todo lo demostrado, se
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado con dos variables.

2. El teorema 6 puede usarse aiin cuando no se conozca el punto de contacto.
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
(4, 1) ala cénica

2x2 —xy+y? 4+ x—-3y+2=0. (3)

Solucidn. Sean (x1, y:i) las coordenadas de uno de los dos puntos de con-
tacto. Entonces, por la nota | del teorema 6 anterior, la ecuacién de la tan-
gente en este punto de contacto es

xix— WV laytyix)+yiy+ Y (c+x) - ¥y +y)+2=0. (4

Como el punto (4, 1) debe estar sobre esta tangente, sus coordenadas deben
satisfacer esta Gltima ecuacién, y tenemos

8xi— Vi (xai+4dyd+u+ YV @+x)-%0+y)+2=0,
la cual se simplifica y se reduce a
16x; - 5y1+5=0. 5)

Las coordenadas (x;, y:) del punto de contacto satisfacen la ecuacién (3),
y tenemos

2x2 -1ty +x1 -3y +2=0. 6)

Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son x; =0, y, =1, y
40 _ 241 40 241
[TERGENTE] 13’ n3)
Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cada punto de con-
tacto, o también sustituyendo las coordenadas de cada uno de los puntos de
contacto en la ecuacion (4). Por cualquiera de los dos métodos obtenemos
y—1=0y 32x 4+ 103y — 231 = 0 para las ecuaciones buscadas.
El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo.

X, = . Por tanto, los puntos de contacto son (0, 1) y (

77. Sistemas de conicas. En la ecuacién general de las cénicas,
Az*+ Bry+Cy*+ Dx -+ Ey+ F=0, (1)

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que, sin embar-
go, no son independientes, porque uno cuando menos de los tres
coeficientes A, B y C es diferente de cero, y, si dividimos la ecua-—
cién (1) por uno de estos coeficientes diferentes de cero vemos que
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o parimetros independien—
tes. Portanto, la ecuacién de una cénica estd perfectamente deter-
minada por cinco condiciones independientes, como méximo. Por
ejemplo, una conica esid determinada si se conocen las coordenadas
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una pardbola, sin embargo,
sélo se requieren cuatro condiciones, pues en este caso los coeficientes
de la ecuacién (1) satisfacen ia relacion B? —4AC = 0, Para deter-
minar la ecuacién de una e¢6nica que pasa por un grupo de cinco puntos
dados, basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en
la ecuacién (1) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones,
para cinco cualesquicra de los coeficientes , en términos del sexto coefi--
ciente, siempre que este tiltimo coeficiente sea diferente de cero.

Si una ecuacién algebraica de segundo grado con dos variables con-
tiene una o mds constantes arbitrarias o parimetros independientes,
representa , en general , una familia o sistema de cénicas. Hemos dis-
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas
de circunferencias {(Art. 42); por tanto, los principios bésicos de los
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, la

ecuacién
22 —2zy+ky*+2x—y+1=0 (2)

representa una familia de curvas de un pardmetro. La ecuacién de
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o
determinando un valor particular para k. Asi, la ecuacién (2) repre-
senta una pardbola si k = 1, elipses si k > 1 e hipérbolas si k < 1.

Una familia de cénicas interesante es el sistema formado por las
cénicas que pasan por las intersecciones de dos cénicas dadas. Siu y v
son las funciones de segundo grado en las dos variables z y y, enton-
ces las dos cénicas dadas pueden representarse por las ecuaciones

u=20, (3)
v=0. (4)

Si las cénicas (3) y (4) se cortan, las coordenadas de cualquiera de
los puntos de interseccién satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) y,
por tanto, satisfacen también a la ecuacién

utkv=0 (5)

para todos los valores del parimetro & (ver el Articulo 42). En con-
secuencia , la ecuacién (5) representa una familia de curvas que pasan
por las intersecciones de las cénicas (3) y (4). Como k es una cons-
tante, el grado de la ecuacién (5) no puede ser mayor que 2, y, en
general , la ecuacién representard, por lo tanto, un sistema de cénicas.
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Pero, para algin valor de k, el elemento correspondiente de la tami-
lia (5) puede ser una recta; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar
el eje radical (Art. 43).

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por el punto (2, — 1)
y los puntos de interseccién de las cénicas x2 4+ 2xy —2¢? +2x+y+1 =9y
2x -+ xy+u?—9x+3y—-—4=0.

Solucién., La ecuacién de la familia de curvas que pasan por los puntos de
interseccién de las cdnicas dadas son

x3 4+ 2xy =202+ 24 y+ 1+ Q22+ xy+ y* ~S5x+3y—4)=0. (6)

Si una de las curvas de la familia (6) pasa porel punto (2, — 1), las coorde-
nadas de ese punto deben satisfacer 1a ecuacidén (6), y tenemos

4—-4~244-14+14+4r@B-24+1—-10-3-4)=0,

de donde, 2+ A(—10)=0 y k = 1. Sustituyendo este valor de k-en (6),
obtenemos
7x2 4+ llxy =93 +5x+8 +1=10

como ecuacién de la cénica buscada.
El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo.

Consideraremos ahora el caso importante de las cénicas homofocales ,
es decir, aquellas que tienen el mismo foco. Un sistema tal, para
cénicas centrales, se representa convenientemente por la ecuacién

zz 2

¥ _
a* +k TR
en donde k es el pardmetro. En la discusién que sigue, -considerare~
mos a > b. Evidentemente, k& no puede tomar ninguno de los valo-
res —a® o — b o cualquier otro valor menor que — a?.
Para todos los valores de k > — b?, la ecuacién (7) representa
elipses. Para cada elipse, la distancia del centro a uno de sus focos
estd dada por

c=V{(@+k)—@*+Fk) =+ at —b2,

1, (7

Como ¢ es una constante independiente del valor de &k, todas las
olipses tienen los mismos focos (d= Va -, 0).

Para todos los valores de & tales que — a® < k< —b?, la ecua-
<cién (7) representa hipérbolas. En este caso, el primer denominador
en-el primer miembro de (7) es positivo y el segundo denominador es
negativo ; por tanto, la ecuacién puede escribirse en la forma

2 .y

ey < pay Skl
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Entonces, para cada hipérbola, la distancia del centro a uno de sus
focos estd dada por

c=V(@+ik)+(—=B—"F) =V a —b.

Luego todas las hipérbolas tienen los mismos focos, y estos focos son
idénticos a los de las elipses. Hemos demostrado entonces que, para
todos los valores admisibles de % la ecuacién (7) representa un sistema
de elipses e hipérbolas homofocales. En la figura 106 aparecen varios
elementos de este sistema , siendo los focos los puntos F y F’/. Como
todas estas ednicas ticnen un eje focal comidn y un eje normal co—
min, se dice que son coaziales.

Sea Pi1(x1, y1) un punto cual-
quiera no eontenido en ninguno de
los ejes coordenados. Si una cé—
nica del sistema (7) pasa por P,
sus coordenadas (z1, 71 ) deben
satisfacer a la ecuacién (7), y
tenemos

que puede escribirse en la forma
K+ (a2 + b — 25 — a2k + a?b?
— b —a’p?=0. (8)

‘ Para a > b, puede demostrarse
que las rafces de esta ecuacién cuadritica en k son reales y desiguales,
estando comprendida una entre — a? y — b?, y siendo la otra mayor
que — b?. (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente.) Pero
para la primera raiz el sistema (7) produce una hipérbola, y para la
segunda rajz , una elipse. Por tanto, tenemos el siguiente resultado :

Por un punto cﬂalquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados ,
pasan una hipérbola y una elipse del sistema (7) de cénicas homofocales.

Tracemos los radios vectores de Pi; son los inismos para ambas,
la hipérbola .y la elipse, ya que estas cénicas son homofocales. Sea
P1T la bisectriz del 4ngulo FP,F’ formado por los radios vectores
de P1. Entonces, por el teorema 6 del Articulo 63, Pi1T .es normal a
lu elipse en Pi. y por el teorcma 7 del Artfeulo 70, .P: T es tangente
&« la hipérbola en P;. Por tanto, la elipse y la hipérbola se cortan
ortogonalmentc en P,. Como P; representa un punto cualquiera no
contenido en un eje coordenado , tenemos.el siguiente resultado :
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La familia de elipses y la familia de hipérbolas del sistema (7) de
conicas homofocales son trayeclorias orfogonales entre sf.

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de c6nicas cen—
trales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia auto-
ortogonal de pardbolas es el sistema de dichas curvas que tienen un
foco comin y un eje comin. Tal sistema puede representarse conve-
nientemente por la ecuacién

y'=4k(z+ k), (9)

en la que el pardmetro  puede tomar todos los valores reales excepto
cero. Las pardbolas del sistema (9) tienen un foco comin en el origen,
vy el eje X como eje comin ; se abren hacia la derecha o hacia la
izquierda seglin que k>0 o k < 0. Las pardbolas que se abren en di-
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver los ejercicios 28-30
del grupo 36 siguiente. )

EJERCICIOS. Grupo 36

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76,
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar las ecuaciones de 1a tangente y de 1a normal a 13 ¢énici
x? =2xy+y?4+d4x —y—-3=0

en el punto (1, 2).
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a 1a ¢énica

x? ~xy+y*+2x-2y—~1m=9,
de pendiente 3.
3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la ¢6nica

x3—2xy+y?+2x—-6=0,

trazadas porel punto (— 3, — 7).

4. Parael punto (1, 1) delacdénica x? + 2xy 4+ y? +2x — 6y = (. hallar
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente,
normal, subtangente y subnormal.

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c¢6nica 3xy —2x+y -1 =10
que son perpendiculares a la recta 2x — 2y + 7 = 0. , )

6. Hallar el ingulo agudo de interseccién delarecta2x —y— 1 =0y la
¢dnica x? — 4xy + 4y? 4+ 2y — 2x — 1 = 0 en cada uno de sus puntos de intcr-
seccidn. '

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 7

8. Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45),
teorema 4, Articulo 57; teorema 4, Articulo 63, y teorema 5, Articulo 70,
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Articulo 76. '
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9. Hallar la ecuacién de la tangente a Ja circunferencia
x4+ y*+Dx+Ey+F=0

en el punto de contacto P, (x1, yi1).

10. Por tres métodos diferentes, hallar la ecuacién de la tangente a la
circunferencia x? + y? — 4x — 6y — 12 = 0 en el punto (5, 7).

11. Suponiendo que & es una constante diferente de cero, demostrar que el
tridngulo formado por los ejes coordenados y cualquier tangente a la hipérbola
equilitera xy = k tiene un drea constante. (Ver el ejercicio 20 del grupo 33,
Articulo 70.)

12, Sia es una constante diferente de cero, demostrar que la suma .lgebrai-
ca de los segmentos que una tangente cualquiera a la ¢c6nica

= 2xy+y?—2ax —2ay+ a2 =0

determina sobre los ejes coordenados es igual a a.
13. La ecuacién de una familia de cénicas es

3+ xy—y*+ax+by+5=0,

Hallar 1a ecuacién del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (1, 2)

7 26
Y (‘ 3 T)'
14, Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por los cinco puntos (= 1, 6),
2.5, 34, &y (=54.
15, Hallarlaecuacién de la paribola que pasa por los cuatro puntos (1, 0),

(5 -3 )Y

18. Hallar la ecuacién de la c¢énica que pasa por los cinco puntos (1, 1),
1 5
O - =) , 2, = 1.
@ 0. (-5 3) @Oy @ -D

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados, tricense cinco elementos de
la familia de c6nicas representada por la ecuacién (2) del Articaulo 77, asignan-
do al parimetro % los valores — 1, 0, 1, 2, 3.

18. Hallar la ecuacién de la ¢énica que pasa por el punto (— 2, 3) y por
las intersecciones de las c6nicas

3+ 2xy+y?—2x+3y+1 =0y Ixy+2x—y—2=0.

19, Hallar 1a ecuacién de la cdnica que pasa por el punto (4, — 2) y por
las intersecciones de las conicas

xt+xy+yi+x~-3y—1=0y 2xT—xy—2x+y =

20. Escribir la ecuacién de la familia de curvas que pasan por las intersec-
ciones de la circunferencia 2x2 + 2y? = 5 y la elipse x3 4 3y2 = 5. Demostrar
que, cuando el parimetro es igual a — 1, el elemento de esta familia consiste en
dos rectas que se cortan.

21. Hallar las ecuaciones de las paribolas que pasan por las intersecciones
de las cénicas #x? 4+ 4?2 — 23 =0y xy +3x 45y +3 =0. Sugestidn. Cal-
ciilese €l valor d2l parimetro usando la rela¢ién B? — 4AC = 0.

22. Hallar {as ecuaciones de las paribolas que pasan por las intersecciones de
las cdnicas 2xy +2¢* 4+ 3x —g— 1 =0y 23 —xy+ 292+ x+y—-3=90




