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en donde se escoge el signo superior o el inferior segin que la recta esté
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto.

Por el corolario al! teorema 4, Artfculo 110, y por las ecuacio-
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente

CoroLarIO 1. De los nitmeros directores de una recta uno, cuando
menos , es diferente de cero.

Por el teorema 3, Articulo 110, tenemos:

Corovrario 2. Un sistema de niimeros directores para la recta que
pasa por los puntos Pi(xi, yi, z1) y Pa(%2, y2, 22) estd dado por

[%2 —x1, y2—y1, 22—m].

Ejemplo. Los nimeros directores de una recta / son [2, — 2, — 1]. Ha-
Ilar los cosenos directores de [ si la recta estid dirigida de tal manera que el
ingulo f es agudo.

Solucién. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de /, cuando la
recta no esta dirigida, son

cos 0 = = 2 = = %, cosff == %, cosy = ¥ 4.

V22 (=2)2+(-1)?

Como [ esti dirigida de tal manera que 3 es agudo, cosf§ es positivo. Por
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos

cosa = — 34, cosfd =24 cosy =14

EJERCICIOS. Grupo 51

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar los cosenos directores de la recta que p:sa por los puntos
(2,5, =1), P:(3, —2, 4) y que esta dirigidade I’y a Ds.

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos
(=9, 2. 1), P3(=7,0, 2) yque estd dirigidade Pz a ;.

3. Dos de los cosenos directores de una recta son %; y — 35. Hallar el
tercer coseno director.

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los dngulos directores a y f§
son 60° y 30°, respectivamente.

5. Hallar los cosenos directores de una recta si a = 45°, v =60° y f3 es
agudo.

6. Hallar los cosenos directores de una rectasi B =45° vy a = vy.

7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma angulos iguales con
los ejes coordenados.

8. Hallar el valor comin de los dngulos directores de 1a recta del ejercicio 7.
(Dos soluciones.)

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos
4 3, 1), (—-1,2, —3)y (=11, 0, — 11) son colincales.
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10, Si dos de los 4ngulos directores de una recta son cada uno de 60°, hillese
el tercer dngulo director.

11. Hallar los éngulos directores de la bisectriz del idngulo formado por
las partes positivas de los ejes X y Y, y después determinar sus cosenos
directores. ;

12, Demostrar que si una recta esti en el plano XY, la relacién del teore-
ma 4 (Art. 110) se reduce a cos? a + cos?2 B = 1. (Véase el ejercicio 19 del gru-
po 14, Art. 37.)

13. Determinar a qué se reduce la relacién del teorema 4 (Art. 110) para
una recta que esta: a) enel plano XZ; b) enelplano YZ.

14. El segmento dirigido P P; tiene por cosenos directores — 24, 35y — 3.
Si la distancia de P; a P; es 3 y las coordenadas de P; son (7, 4, 1), hallar
las coordenadas de Ps.

15. El segmento dirigido P; Pz tiene por cosenos directores %4, — %4 y 34.
Si la distancia de P, a P, es 7 y las coordenadas de Py son (8, — 2, 12),
calcular las coordenadas de Py,

16, Hallar los cosenos directores de una recta cuyos niimeros directores
son [2, 4, —11].

17. Los nimeros directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los
cosenos directores de la recta si estd dirigida de tal manera que el dngulo o es
agudo.

18. Los ndmeros directores de una recta son [5, — 1, 2]. Hallar los
ingulos directores de dicha recta si estd dirigida de tal manera que el adngulo vy
es agudo.

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta !
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de niimeros directores para !
esta dado por las coordenadas de P.

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por ntimeros directo-
res [1, — 5, 4].

21, Una recta ! pasa por los puatos 1 y P;. Demostrar que un sistema
de nimeros directores de [ esti dado por las longitudes de las proyecciones del
segmento P, P; sobre los ejes coordenados.

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer-
cicio 21.

23. Construir la recta que pasa por el punto (6, — 9, 2) y que tiene por
nlimeros directores {4, 2. — 1].

24. Hallar un sistema de ntiimeros directores para la recta del ejercicio 7.

25, Por medio de niimercs directores demostrar que los tres puntos
(2, 1, 4), (4, 4, — 1) y (6, 7, — 6) son colineales.

112. Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio.
Vamos a determinar el dngulo § formado por dos rectas cualesquiera
dirigidas, !1 y Iz, en el espacio. Sean 1’1 y 1’y (fig. 162) dos rectas
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a I y I.,
respectivamente. Por definicién (Art. 110), el 4ngulo formado por
las rectas dirigidas I+ y l» es el 4dngulo 4. Sea Pi(z1, y1, 1) un
punto cualquiera, distinto del origen, sobre 1’1, y Pi(22, y2, 22)
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre l’;. También, sea
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|O—Pl| =d, |0—P2| =ds y |P1P2| = d. Por la ley de los cosenos
(Apéndice IC, 11), tenemos, para el tridngulo OP1 P,

di? + dy? — d*

cos 6 = 2di da . (1)

Por el teorema 1 del Artfeulo 108, tenemos
d?=m?+y?+ 22, di? = 1?F y? + 27,
=@ —n)l+@—-n)l+@E-—a)

7 b
\
A
B
\\
4/ 8 ,
o AN 2
0 7, " v
/lz >
X
Fig. 162

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de
la ecuacién (1), y simplificamos, obtenemos

Tixe + Y1Ye + 2120
dhd : (2)

cos 8 =

Sean a1, B1, v: los dngulos directores de I1 y, por tanto, de l/1,
y a2, B2, vz los 4ngulos directores de I y, por tanto, de I’2. Por
el teorema 3 del Articulo 110, tenemos*

B osBi= Yl cosy = B
cosul—dl, cos 1= CSYl—dl

cos o L2 cos 3 L cos Y2 2
g = = 9 = —— =
y de’ ds’ d

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2), obtenemos la relacién
buscada

€08 8 = ¢os a1 cosS az + cos PB: cos Bz + €08 y1 CO8 v2. (3)
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Esta igualdad nos dice:

TrorEMA 6. El dngulo 9 formado por dos rectas dirigidas cua—
lesquiera en el espacio, cuyos dngulos directores son a1, fi, v1 ¥
az, (2, ye, respeclivamente, se delermina por la relacién

cos 8 = c0s 01 cos az + cos P1 cos Bz + cos yi cos v .

Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios :

CororLARIO 1. Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen—
tido es condicion necesaria y suficiente que sus dngulos directores corres—
pondientes sean tguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos
es necesario y suficiente que sus dngulos directores correspondientes sean
suplementarios .

CoroLARIO 2. Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares
es necesarto y suficiente que la suma de los productos de sus cosenos
directores correspondientes sea igual a cero.

Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos
corolarios en funcién de los nldmeros directores de las dos rectas.

Sean [a1, b, 1] y [az2, b2, c2] los nimeros directores de las dos
rectas I1 y la2, respectivamente. Por el teorema 5 del Articulo 111,
tenemos

cos a1 = = & cos f1 = = b
= —_—, 1= —_—,
Va4 bt + a? : vV a2 4 b + o?
C1
COS Y1 = £ —(——————,
v a? + b’ + ¢
y
az b2
s e == ——————-—-— s = £ —————=—
V' @? + bt + ¢ Voa? + be? + ¢’
c2

COS Y2 = = = ———————
‘\/ az? + b22 ~+ 622

Sustituyendo estos valores en la relacién del teorema 6, obtenemos :
TeoreEMA 7. El dngulo 8 formado por dos rectas dirigidas cua—

lesquiera en el espacio, cuyos niumeros directores son [ai, bi, c1] y
a2, bz, c2], respectivamente, estd determinado por la relacién

N aras + bi b+ ¢y
Va2 b2 4 12 V.2 4 bo? 4 ¢o?

cos § =

NOTA. El doble signo indica que hay dos valores de 9, suplementarios
entre si. Un valor especifico de ¢ puede obtenerse siempre considerando los dos
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacién.
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes :

Cororarto 1. Para que dos rectas dirigidas sean paralelas es nece-
sario y suficiente que sus nimeros direclores correspondientes sean pro-
porcionales .

CoroLARIO 2. Para que dos reclas dirigidas sean perpendiculares
es necesario y suficiente gque la suma de los productos de sus nitmeros
directores correspondientes sea igual a cero.

Fjemplo, Hallar el drea del triingulo cuyos vértices son los puntos
P(l, -1,2), P4, 5, —7) vy Ps(—1,2,1).
Solucién. El triingulo es el de la

7 figura 163. Sea el ingulo Ps P1P3; =4,
J | PiPsl = di y | PiPs| = da. El srea del
R(1,-1,2)| d, P(-1,2,1) tridngulo es (Apéndice IC, 12)
U
0| L--- _ K = Y didssen 6. )
LY0 Y

El sentido de los lados del dngulo 6
N correspondiente al vértice P, es el indicado
! en la figura. Para obtener los signos co-
! rrectos de los cosenos directores de estos
>4 ,I lados, restamos las coordenadas de P; de las
| coordenadas correspondientes de Pz y Py
: (nota, teorema 3, Art. 110). Por tanto,
| por el corolario 2 del teorema 5, Art. 111,
I los niimeros directores de

B,(4,6,-7)
) PiPyson[4—1, 541, -7 =21,
Fig. 163 o sea, [3. 6, =91 6 (1, 2, —31,
ylosde Py P3son[—1—1, 241, 1 —-2], osea, [-2, 3, —1].

Por tanto, por el teorema7 & por el teorema 6, tenemos

(=) +2.3+(=NED _—2+6+3 1
VITZF (3 VEDirn+ (- Vv 2
V3
2

cos 8§ =

Como 8 es agudo, sen § = V1 — cos? b=
Por el teorema ! del Articulo 108,

di=VIETOF(=0)2 =V 126 =3V14

di= V(=) 7+ (- D=V .
Sustituyendo estos valores en la relacién (4), tenemos, para el irea buscada,

— — V3 2 =
K=y2.3\/14-\/14-‘/7-=7 3.
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113. Numeros directores de una recta perpendicular a dos dadas.
En este articulo vamos a considerar un artificio para obtener los
nimeros directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas
que nos va a ser muy itil al trabajar con planos y rectas en el es-
pacio.

Sean [a1, bi, 1] y [@a2, b2, c2] los niimeros directores dados de
dos rectas no paralelas, I1 y l2, respectivamente. Queremos deter-
minar los nimeros directores [a, b, ¢] de una recta cualquiera !
perpendicular a ambas 11 y I2. Tal recta existe. En efecto, si L1yl
se cortan, ! puede representar una cualquiera de las rectas paralelas
perpendiculares al plano determinado por I, y l2. Si l1 y l: se eru-
zan, entonces | puede representar una cualquiera de las.rectas per-
pendiculares al plano determinado por dos rectas que se cortan y son
paralelas respectivamente a [1 y l2.

Como [ es perpendicular a l1 y l:, tenemos, por el corolario 2
del teorema 7, Articulo 112, las dos relaciones siguientes

ama+bb+ac=0, )|
(1)
aza + bab 4 coc =0, f
El sistema (1) consta de dos ecuaciones con tres incdgnitas,
a, b y c. Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de
estas incdgnitas en funcién de la tercera por la regla de Cramer
(Apéndice IB, 6) siempre que el determinante del sistema sea dife-
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres
determinantes
b a

a b a ¢

(2)

a: b2 a2 C2 by ¢

Uno, por lo menos, de estos determinantes es diferente de cero.
En efecto, si fueran todos nulos, tendrfamos, respectivamente,

arb: = @b, mcz=amec, bhc=ba,
de donde
a’ b o

a b o’

y por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, esta dltima rela-
cién implica que /1 y I2 sean paralelas, lo que contradice la hipétesis.
Por tanto, podemos suponer que el primero de los determinantes (2)
es diferente de cero, y resolver el sistema (1) para @ y b en térmi-
nos de c.

Lehmann, — 22
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Esto nos da
—cac b ‘ ‘ bh a ' a —ac €1 m |
a4 = —c2¢ by _ b ¢ c b= az —C2C _ Cc2 Q2 ¢
‘ a b , ‘ a bh ! ‘ a1 by T lar by '
az b2 a: b az be az by

Ahora bien, ¢ no puede ser cero. Porque, si ¢ = 0, las tltimas rela-
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero, lo que esti en
contradiccién con el corolario 1 del teorema 5, Articulo 111. Como
los ndmeros directores de una recta no son tnicos, podemos, por
simplicidad , escoger el sistema en que ¢ = 1. Entonces los nlimeros
directores de I son

bh a a @

b: ¢ 2
Q=— b= c=1,

ai b1 ’ 451 b1 ’

a: b a b2

Para mayor simplicidad , multipliquemos este sistema por el denomi-
nador que es diferente de cero. Esto nos da, finalmente, el sistema
de niimeros directores

h a a b

b: ¢

1
a= =

’ b=

C: Q2 az b

Este resultado nos dice:

TeorEMA 8. Si [a1, b1, 1] ¥ [az2, bz, ¢z ] son los nimeros direc-
tores dados de dos rectas mo paralelas, 11 y 1., respectivamente, los
numeros directores [a, b, ¢] de cualquier recta 1 perpendicular a ambas
11 y 12 estdn dados por los determinantes

b1 @
b: ¢

a1 b1
az b

¢1 a1
C2 a2

)b=

1

NOTA. En la prictica, los tres determinantes del teorema 8 pueden obtenerse
simplemente escribiendo primero los dos sistemas dados de nimeros directores
en trez columnas:

ai b) 1
az bz c2

Tl primer determinante se forma de las segunda y tercera columnas, el segundo
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas.
Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los nimeros

directores.
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Bjemplo., Hallar un sistema de nimeros directores para una recta cual-
quiera ! que sea perpendicular al plano que contiene el tridngulo cuyos vértices
son P, (2, —1, 1), Pa(—3,2,2)y P33, 3, —2).

Solucién., Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, dos sistemas de
ndmeros directores para los lados P; P; y P, P3 son, respectivamente,

[=3—~2, 24+1, 2—1], osea, [—5, 3, 1]
[3—-2, 3+1, —2—1], osea, [I, 4 —3].

Por tanto, por el artificio de los nimeros directores, los numeros directores
de [ son

-5 3

4 -3 -3 1 1 4

31‘

1 -5

= — |4, | '=—23.

Los resultados de este capitulo son de importancia fundamental en
el estudio de la Geometria analitica del espacio. Por esto se reco-
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos.

EJERCICIOS. Grupo 52

1. Hallar el coseno del ingulo formado por las dos. rectas dirigidas cuyos
cosenos directores son

¥voe, ive, =K Ve y = 1V14, K V14, M V4.

2. Hallar el dngulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos
2

directores son % y — 3 , & y — % , }5, %.

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, estin en e! plano XY,
demuéstrese que la relacién se reduce a cos # = cos ay cos az + cos B1 cos Ba.
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.)

4. La recta !, pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3,2,7), v la
recta 2 pasa por lospuntos (4, 2, 1), (3. — 2, 5). Hallar el dngulo agudo
formado por [y [3.

6. Los nimeros directores de las rectas /7 y [3 son [2, — 1, 2] ¥y
[6, 2, — 3], respectivamente. Hallar el dngulo obtuso formado por {1 y l2.

6. Por dos métodos diferentes demostrar que los puntos (3, — 5, 2),
(=5,2,3) vy (2, 3, —5) son los vértices de un tridngulo equilatero.

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1), (5.1.3), (3, 2,5 v (@. 1, 3)
son los vértices de un paralelogramo.

8. Hallar el dngulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7.

9. Hallar los dngulos del tridngulo cuyos vértices son (4, 1, 0),
2. -1,3)y {d, —3,2).

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5) y (0, 4, 1) son los
vértices de un tridngulo rectingulo, y hallar sus angulos agudos.

11. Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son (1, 0, 1), (2, — 2, 3)
y (7, =2, 4).

12.. Hallar ¢l area del triangulo cuyos vértices son (6, 2, 1), (4. — 1, 3)
y(—=2.1,0),
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base ¢s el tridngulo de
vértices (3, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, v, 0).

14. Hallar el volumen de la pirimide de altura 6 y cuya base es el tridngulo
de vértices (0, 0, 0), (0, —7,0) y (-3, 0, 0).

15. Hallar un sistema de ntimeros directores para cualquier recta perpen-
dicular a cada una de las rectas que tienen [l, — 4, 2] y [2, 3, — 1] por ni-
meros directores respectivos.

16. Hallar un sistema de numeros directores para cualquiera de las rectas
perpendiculares a los lados del tridngulo cuyos vértices son (—5, I, 2),
(3,0, 2) vy (1, —8,9).

17, Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, y. z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4, 1) vy
@2, -3, 9.

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, —2) y
que tiene por nameros directores [2, 3, — 1],

19. Un punto P esti sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2, 2) y
(=2, 0, 6). Silacoordenada y de P es 1, hillense sus otras coordenadas.

20, Una recta ! pasa por los puntos (1, — 4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar
las coordenadas del punto en que ! corta al planc XY.

21. Los numeros directores de una recta [ son [5, — 3, 4], y la recta pasa
por el punto (5, — I, 1). Hallar las coordenadas del punto en que [ corta al
plano Y Z.

22. Los ntimeros directores de dos rectas !y ylagson[~1, —6, 7]y
[3, 2, — 4], respectivamente. E! dngulo formado por [, y una recta [ es
de 60°. Hallar los niimeros directores de [ si se sabe que es perpendicular a /2.

23. Hallar el punto de interseccién de la recta que pasa por los puntos
3, —5,2), (11, —3, 6) y la que pasa por los puntos (5, — 3, 2),
9, —5, 6).

24. Una recta { pasa por los puntos (2, 1, —1), (5, — 1, 3) y otra
recta [ ; pasa por el punto (—4, 2, — 6) y porel punto P cuya coordenada x
es 2. Hallar las otras coordenadas de P si i, es paralelaa [,.

25. Hallar el punto de interseccién de la recta que pasa por los puntos
(7, 3, 9), (1, 1, 1) ylaque pasa por los puntos (2, 3, 3), (6, 1, 7).



CAPITULO XIV
EL PLANO

114, Introduccién. En el capfitulo precedente, consideramos el
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales
del punto y de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora
vamos a comenzar el estudio sistemAtico de las ecuaciones de las figu-
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio,
veremos que uba sola ecuacién representa, en general , una superficie.
Una curva en el espacio, en cambio, se representa analiticamente por
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de
vista, parece mis simple considerar primero el problema general de las
superficies. Comenzaremos naturalmente con la més sencilla de todas
las superficies, el plano.

115. Forma general de la ecuacién del plano. Vamos a obtener
la ecuacién de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro—
piedades (Art. 22). En Geometria elemental, se dice que una recta
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del
plano que pase por su pie. En vista de nuestra definicién de 4ngulo
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110), diremos ahora que
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta
del plano, sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la
perpendicular o no. Hay un nimero infinito de rectas perpendiculares
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal al plano.

Sea Pi(z1, y1, z1) un punto fijo cualquiera y n una recta fija
cualquiera en el espacio. Sean [A4, B, C] los niimeros directores
de n. Queremos hallar la ecuacién del plano tnico que pasa por el
punto P; y es perpendicular a la recta n.

Sea P(z, y, 2) un punto cualquiera, diferente de P:, sobre el
plano (fig. 164). Sea ! la recta que pasa por los puntos P1y P, y
que, por tanto, est4 contenida en el plano. Entonces I y n son
perpendiculares entre sf. Por el corolario 2 del teorema 5, Artfeulo 111,
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los ntimeros directores de Il son [z — 1, ¥y — 11, 2 — z1]. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, tenemos
A(z—z1)+ B(y—yp)+Cle—21) =0, (1)
y esta es la condicién que debe satisfacer cualquier punto del plano.
La ecuacién (1) puede escribirse en la forma
Az + By + Cz— (Axy + Byn + Cz1) = 0,

y como la expresién encerrada entre paréntesis es una constante y,
por tauto, puede reemplazarse por

Z el término constante — D, resulta
n que la ecuacién es de la forma
[4,B,C] Az+ By +Cz+ D =0. (2)

Reciprocamente, si Pa(22, 2, 22)
es un punto cuyas coordenadas sa-
tisfacen la ecuacién (2) y, por
tanto, a la ecuacién (1), se veri-

‘Pl (xp ylizl)
\
P (z,y,7)

fica que
e Y
/ Az — ) + B3 — 1)
X +C(Zz—21)=0,
Fig. 164 y como esta igualdad establece que

la recta I/, que pasa por los pun-
tos P1 y P: es perpendicular a la normal n y, por tanto, est4 sobre
el plano, resulta que el punto P: que estd sobre I’ estd también so—
bre el plano. Por tanto, la ecuacién (2) es la ecuacién del plano.
Se le llama forma general de la ecuacién del plano.
Este resultado se expresa en el siguiente

TeorEMA 1. La ecuacién general de un plano es de la forma
Ax+By+Cz+ D=0,

en donde A, B, C y D son constantes, y [A, B, C] son los nime-
ros directores de su normal .

Vamos a establecer ahora el reciproco del teorema 1 :
TrorEMA 2. Toda ecuacién lineal de la forma
Ax+By+Cz+D =0,

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A, B y C es diferente

de cero, representa un plano cuya normal tiene por nimeros directo-
res [A, B, C].
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DEeMosTRACION. La ecuacién
Az+By+Cz+ D=0, (2)

tiene un ndmero infinito de soluciones. En efecto, por hipdtesis, uno
por lo menos de los tres coeficientes A, B y C es diferente de cero.
Si suponemos que A » 0, podemos escribir

g=_8, €, D
=-aV"at*

Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valoresa y y a 2
y calcular el valor correspondiente de x; cada terna tal de valores
representa una solucién de la ecuacién (2) y, en consecuencia, lag
coordenadas de un punto que estd sobre el lugar geométrico de la
ecuacién (2). Sean Pi(zi, y1, 21) ¥ Pe(x:, yz, 22) dos de estos
puntos. Tendremos :

Azi+ By +Cau+D =0, (3)
Az + By2+ Cz224+D = 0. (4)

Restando la ecuacién (4) de la ecuacién (3), resulta
A(zy— )+ B(yh—y2) + C(z1—22) = 0. (5)

Sea I la recta que pasa por Py y P:. Sea P;(2s, ys, 23) otro
punto cualquiera, diferente de P, y P;, de la recta !. Entonces,
como un plano contiene a todos los puntos de la recta que pasa por dos
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuacién (2) representa
un plano demostrando que las coordenadas de P; satisfacen a esta
ecuacion.

Por el corolario 2 del teorema 5, Artfculo 111, los nimeros direc-
tores de I, obtenidos a partir de P, y P;, son

(21— 22, 1 — 2, 21 - 2],
¥, obtenidos a partir de P1y Ps, son
(21— 23, y1 —ys, 21 — 23].

Como estos son ndmeros directores para la misma recta !, debemos
tener (Art. 112),

n— =kt —23), y—yr=k{pr—uys),
n—zn=km—-—2z); k#0.

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (5), obtenemos

Ak(.’h — :Ea) + Bk(m — ys) + Ck(zl - 28) = 0,
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de donde, como k = 0, resulta :
A —~23)+ By —ys) + C(ai— 23) = 0. (6)
Si restamos la ecuacién (6) de la ecuacién (3), obtenemos
Axs + Bys+ Czs +D = 0,

lo que demuestra que el punto Ps estd sobre el lugar geométrico de la
ecuacién (2). Por tanto, la ecuacién (2) representa un plano. Ade-
més, las ecuaciones (5) y (6) muestran que la normal a este plano
tiene por numeros directores [A, B, C]. Esto completa la demos-
tracién .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
Pi(—2, — 1, 5) y es perpendicular a la recta [ determinada por los puntos
Pa(2, —1,2) y Pa(—3,1, =2).

Solucién. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los nimeros
directoresde [ son [—3 —2, 1 +1, — 2 —2], o sea, [5, —2, 4]. Como [
es perpendicular al plano, los nimeros directores de su normal son también
[5, =2, 4]. Por tanto, por pasar el plano por el punto P, (=2, ~ 1, 5],
tenemos que la ecuacién buscada del plano es

5(x+2)—2(y+ 1D+ 4(:z-5)=0
5x —2y+4z—-12=0.

0 8sea,

Ejemplo 2. Hallar la ecnacién del plano que pasa por los tres puntos no
colineales P;(2, — 1, 1), Pa(=2,1,3) y Ps(3, 2, ~2).

Solucién, Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por
determinar simplemente los nimeros directores de la normal al plano. Los nt-
meros directores del segmento P, P3 son [-2—2, 1 4+1, 3—1], o sea,
[2, — 1, — 1], y los del segmento P1P3 son [3 —2, 2+1, —2—1]. o
sea, [1. 3, —3]. Como estos segmentos estan en el plano, son ambos per-
pendiculares a su normal. Por tanto, por el artificio de los niameros directores
(Art. 113), los numeros directores de la normal son

-1 -1 -1 2 2 -1
=6, =3, =7
‘ 3 -3 ’ -3 1 1 3 ‘
Consecuentemente, usando las coordenadas del punto P, (2, — 1, 1), hallamos

que la ecuacién buscada es
6(x—D+5Ww+DN+7(z-D=0
6bx +5y+7z— 14 =0.

O sea,

116. Discusién de 1a forma general. FEn el articulo anterior hemos
obtenido que la forma general de la ecuacién de cualquier plano, es

Az+By+Cz+ D=0, (1)
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en donde [ A4, B, C] son los nimeros directores de la normal. Como
por lo menos uno de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
supongamos que A = 0. Entonces podemos escribir la ecuacién en la
forma

B C D
x+Zy+ZZ+Z=O‘ (2)

La ecuacién (2) contiene tres constantes arbitrarias independientes.
Por tanto , analfticamente, la ecuacion de cualquier plano queda perfec—
tamente determinada por tres condiciones independientes. Geométrica-
mente, un plano también queda determinado por tres condiciones
independientes ; por ejemplo, tres puntos dados no colineales deter-
minan un plano dnico .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del plano determinado por los tres puntos
no colineales Py (2, ~ 1, 1), Pa(—2,1,3) vy P5(3, 2, —2).

Solucion. Este problema es idéntico al ejemplo 2 del Articulo 115, pero
vamos a emplear un método diferente para su solucion.

La ecuacién buscada es lineal de l1a forma (1) anterior; hay que encontrar los
valores de los coeficientes. Como los puntos Py, P; y P3 estin sobre el plano,
sus coordenadas deben satisfacer su ecuacién, y tememos, respectivamente,

2A— B+ C+ D=0,
—2A+4+ B+4+3C+D=0, ¢)]
3A4+2B-2C+D=0.

Podemos resolver este sistema para tres cnalesquiera de las literales en términos
de la cuarta, siempre que esta dltima no sea igual a cero. Si D < 0, la solu-
cién del sistema (3) es

5

-2 p c=-2
14

-—-—3 = —
A=--D B =

Sustituyendo estos valores de A, B y C en la forma general (1), obtenemos

5

3
—7Dx -

Dy—-%z+D=0.

Dividiendo toda la ecuacién por D # 0, y simplificando, obtenemos como
ecuacidn del plano

6x +5y+7z—-14 =0,

Una de las partes mds importantes de la Geometria analitica es la
construceién de figuras a partir de sus ecuaciones. La construccién de
una superficie se facilita considerablemente por la determinacién de sus
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los planos
coordenados.
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DEeriNicioNEs. Llamaremos intercepcién de una superficie sobre
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter-
seceidén de la superficie y el eje coordenado.

La traza de una superficie sobre un plano coordenado es la curva
de interseccién de la superficie y el plano coordenado.

Vamos a ver ahora cémo se obtienen las intercepciones y trazas
de cualquier plano a partir de su ecuacién. La interseccién de un
plano y el eje X es un punto que estd sobre el eje X. Ambas coor-
denadas y y z de tal punto son cero. Por tanto, haciendoy =2 =0
en la ecuacién (1) y despejando z, hallamos la intercepcién de este

plano sobre el eje X que es — % Andlogamente, las intercepciones

sobre los ejes Y y Z son — —IB?— y — % , respectivamente.

La interseccién de un plano y el plano XY es una recta que estd
en el plano XY . La coordenada z de cualquier punto del plano XY
es igual a cero. Por tanto, haciendo z = 0 en la ecuacién (1), obte-
nemos la ecuacién

Az+ By+ D =0.

Esta ecuacién sola, sin embargo, no es suficiente para identificar la
traza del plano (1) sobre el plano XY . Debemos indicar también
que la traza estd sobre el plano XY empleando la ecuacién z= 0.
Por tanto, la traza del plano (1) sobre el plano XY estd represen—
tada analiticamente por las dos ecuaciones

Az+By+ D=0, z=0.

Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa—
cio se representa analiticamente por dos ecuaciones independientes.
Anglogamente, haciendo y = 0 en la ecuacién (1), hallamos que las
ecuaciones de la traza del plano (1) sobre el plano XZ son

Az +Cz4+D=0, y=0;

y, baciendo = = 0 en la ecuacién (1), hallamos que las ecuaciones
de la traza sobre el plano YZ, son
By+Cz+D=0, z=0.
Ejemplo 2. Laecuacién de un plano es
4x 4 by +3z2—12 =0. 4)

Hallar sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas
sobre los planos coordenados. Construir la figura,
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Solucién. Haciendo y = z = 0 en la ecuacién (4) y despejando x, halla-
mos que la intercepcién con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in-
tercepciones con losejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente.

Haciendo z = 0 en la ecuacién (4), hallamos que las ecuaciones de la traza
sobre el plano XY son

2x 43y —6=0, z=0.
Anilogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son
4x +32—-12 =0, y =0, sobreel plano XZ;
2y+z~4=0, x=0, sobreel plano YZ.

Las intercepciones y trazas aparecen en la figura 165, Evidentemente, las
trazas limitan aquella porcién del plano situada en el primer octante. Como un

Z

Fig. 165

plano es ilimitado en extensién, podemos trazar solamente una parte de él. La
porcién que aparece en la figura 165 serd suficiente, en general, para nuestros
propdsitos.

EJERCICIOS. Grupo 53

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (5, — 1, 3) y cuya

normal tiene por nameros directores [1, — 4, 2].
2. Un plano pasa porel punto (3, 3, — 4), y los cosenos directores de su
normal son ¥{3, — 13{5, — 4{3. Hallar la ecuacién del plano.

8. EI pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el
puato (1, — 2, 1). Hallar la ecuacién del plano.
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4. Desdeel punto (5, 4, — 7)., se ha trazado una recta perpendicular a
un plano. Si el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1), hdllese 1a
ecuacién del plano.

5. Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (6, 4, —2) y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, —2.3) y (1, 4. —5).

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuacién del plano que pasa por
los tres puntos dados. Usese el método del ejemplo 2 del Articulo 115,

6. (—3,2, 4, (1,5,7), (2,2, —1).
7. (1, 4. —4), (2.5.3), 3,0, =2),

8. Resolverel ejercicio 6 por el método del ejemplo | del Articulo 116.

9. Un plano pasa por el punto (5, — 1, 3), y dos de los dngulos direc-
tores de su normal son a = 60° y f§ = 45°. Hallese la ecuacién del plano. (Dos
soluciones.)

10, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (— 4, 2, 9) y es
perpendicular al eje Z.

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 5, 7) y es
paralelo al plano XZ.

12, Hallar la ecuacidn del plano perpendicular al segmento A(3, 2, — 7)
y B(5, — 4, 9) en su punto medio.

13. Demostrar que los cuatro puntos (2,1, 3), (3, —5, —-1),
(—6,7, —9) y (—2, 4, —3) son coplanares.

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuacién dada del plano,
héllense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas
sobre los planos coordenados. Constrilyase la figura en cada caso.

14, x+y4+z-1=0. 17, x4+ y+z=0.
15, x+2y—z—-2=0. 18. x+3y—-—6=0.
16. 5x —3y+ 152 -15=0. 19, 2y —5z+5=0.

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los planos coordenados y
el plano 6x + 7y + 14z — 42 = 0.

21. Si A. B, Cy D son todos diferentes de cero, demuéstrese que el tetrae-
dro formado por los planos coordenados y el plano Ax + Bu +Cz+ D =0
1 D3
‘e | ABC

22, Construir el paralelepipedo rectangular formado por los planos coorde-
nados y por los planos x =4, y =3 y z = 2. Hallar su volumen.

23, Construir el prisma triangular formado por los planos coordenados y
por losplanos x +2y —4 =0y z — 5 = 0. Hallar su volumen.

24, Construir el prisma formado por los planos coordenados y los planos
y+3z—6=0y x —7=0. Hallar su volumen.

256. Construir el prisma limitado por los planos z — y =0, y+ 2z = 4,
z=0, x =0 y x =5. Hallar su volumen.

tiene un volumen igual a

117. Otras formas de la ecuacién del plamo. Supongamos que el

plano
Az+ By+Cz+D =0 (1)
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X, ¥ y Z a los nd-
meros a, b y ¢ diferentes de cero, es decir, que determina sobre
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los nimeros
a, by ¢c. Entonces los tres puntos (¢, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, ¢)
estdn sobre el plano, y sus coordenadas satisfacen la ecuacién (1).
Por tanto, tenemos las tres ecuaciones

Aa+ D=0, Bb+D=0, Cc+D=0,
de donde,
D

A= — ) B =
a

D
-

D
-3 C=-—

Sustituyendo estos valoresde A, B y C en la ecuacién (1), y divi-
diendo por — D, obtenemos la ecuacién

z '
—a—+?|_ (2)

GIN
]
—

La ecuacién (2) se conoce como la forma simélrica de la ecuacién de
un plano o forma de las intercepciones, o forma segmentaria. Es una
forma restringida ya que no se puede aplicar, por ejemplo , a un plano
que pasa por el origen. Este resultado conduce al siguiente

TreoreMA 3. El plano cuyas inlercepciones respeclivas con los ejes
X, Y, y Z son los ntimeros a, b y ¢, diferentes de cero, tiene como.
ecuacion

X, ¥,z _
a+b+c 1.

Consideremos ahora que el plano (1) contiene a los tres puntos no
colineales Pi(z1, y1, 21), Pe(22, 92, 22) ¥y I {xs, y3, 23). Enton-
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes

A:L‘1+By1+CZI+D=0,
AIz+Byz+CZa+D=0,
Azs+ Bys+ Czs+ D = 0.

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuacién (1), constituyen un
sistema de cuatro ecuaciones lineales homogéneas en 4, B, C y D.
Dicho sistema tiene una soluciép diferente de cero, solamente en el
caso de ser cero el determinante del sistema (Apéndice IB, 6; teore-
ma), es decir, el determinante de los coeficientes.
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Segin esto debe verificarse la igualdad :

zr y =z 1
o oyoa 1
T2 Yz 22 1 =0 (3)
3 ys z3 1

El estudiante debe demostrar que la ecuacién (3) es la ecuacién
del plano que pasa por los tres puntos P,, P: y Ps, por medio del
método empleado en la deduccién del teorema 13, Articulo 35. Tene-
mos entonces el siguiente

TeorEMA 4. La ecuacion del plano que pasa por los tres puntos
dados no colineales, P1(x1, y1, z1), P2 (%2, y2, 2) y Ps(xs, ys, 23),
en forma de determinante es

x vy z 1
xt 1 oz 1
=0.
Xe y2 z2 1
X3 Y3 Z3 1

NoOTA. La ecuaciédn (3) se conoce también con ¢l nombre de forma de los
tres puntos de 1a ecuacién de un plano.

118. Posiciones relativas de dos planos. En este articulo vamos
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos
cualesquiera cuyas ecuaciones, en su forma general , son :

Az +By+Cz+ D=0, (1)
Az 4+ B'y+C'z+ D’ = 0. (2)

El dngulo formado por dos planos se define como el 4dngulo que
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para
este 4ngulo, suplementarios entre sf. Si los nineros directores respec—
tivos de las normales a los planos (1) y (2) son [4, B,C] y
[A’, B, C'] , resulta, como una consecuencia directa del teorema 7
del Articulo 112, el siguiente

TeorEMA 5. El dngulo 6 formado por los dos planos
Ax+By+Cz+ D=0 y Ax+B'y4+Cz4+D' =0
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estd determinado por la férmula

AA’ + BB’ + CC/
VAT B+ Ct VAT + B2 CR

cos § = =

Si los planos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas.
Luego, por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, una condicién
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos planos est4d dada por

las relaciones
A=FkA’", B=kB', C=kC, (3)

en donde % es una constante diferente de cero.

Si los planos (1) y (2) son perpendiculares, sus normales son
perpendiculares. Por tanto, por el corolario 2 del teorema 7, Articu-
lo 112, una condicién necesaria y suficiente para la perpendicularidad
estd dada por la relacién

AA’+ BB’ 4 CC’' = 0. (4)

Dos planos son idénticos o coincidentes solamente en el caso de ser
paralelos y tener un punto comin. Supongamos que los planos (1) y (2)
son paralelos y que tienen el punto Pi{(zi, yr, 21) comin. Por ser

paralelos se deben cumplir las relaciones (3), y podemos escribir la
ecuacién (1) en la forma

kA'z + kB'y + kC'z+ D = 0. (5)
Multiplicando la ecuacién (2) por k, obtenemos
kA'x 4-kB'y + kC'2 + kD' = 0. (6)

Como el punto P; estd sobre ambos planos, sus coordenadas
(zi, y1, 21) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan-
to, también a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos, res-

pectivamente ,
kA'zi +kB'ys + kC'21 4+ D =0, (7)

kA'z, + kEB'y«+ kC'z1 + kD = 0. (8)

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son
constantes e iguales a cero, son iguales entre si, de donde

D =kD'.

Combinando este dltimo resultado con las relaciones (3) anteriores,
tenemos, como una condicién necesaria y suficiente para la coinciden-
cia de los planos (1) y (2), las relaciones

A=FkA', B=kB', C=kC", D=kD'; (k=0). (9)
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Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el siguiente
TeoreEMA 6. Dados dos planos
Ax+By+Ce+ D=0 y Ax4+By+Cz4+D =0,
son condiciones necesarias y suficientes para

a) Paralelismo, gue A = kA’, B=kB', C=kC', (k#0);

b) Perpendicularidad , gue AA’ + BB’ + CC’' = 0;

c) Coincidencia, que A = kA’, B=kB’, C=kC’, D = kD,
(k=0).

NoOTA. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar-
ticulo 30.

Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de
la forma general de la ecuacién de un plano,

Az+ By+Cz+ D=0, (1)

en la que uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es dife-
rente de cero.

Consideremos primero el caso en que C = 0, de manera que la
ecuacién (1) toma la forma especial

Az+By+ D=0. (10)

Los nidmeros directores de la normal al plano (10) son [ A, B, 0].
Los nimeros directores del eje z son [0, 0, 1], y el eje z es normal
al plano XY, El plano (10) y el plano XY satisfacen la condicién de
perpendicularidad dada en el apartado (b) del teorema 6, ya que

A(0) + B(0) 4+ 0(1) = 0.

Anilogamente, podemos demostrar que los planos Az + Cz + D =0
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a los planos XZ y YZ, res—
pectivamente. Se desprende en cada caso, también, que el plano es
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no
aparece en la ecuacién. Este resultado se expresa mediante el siguiente

TrorEMA 7. Una ecuacidn lineal que contiene imicamente dos varia—
bles representa un plano perpendicular al plano coordenado de esas dos
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la va—
riable que no aparece en la ecuacién, y reciprocamente.

NoOTA. Por lo estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede
pensar que la ecuacién (10) representa uma linea recta. Debe observar, sin
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embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de
tres dimensiones, una sola ecuacién en una, dos o tres variables, si tiene un
lugar geométrico, representa en el espacio una superficie y no una curva.

Consideremos ahora la ecuacién lineal homogénea en dos variables,
es decir, una ecuacién en la cual falte el término constante. Enton-
ces, para D = 0, la ecuacién (10) toma la forma

Az + By = 0. (11)

Este plano pasa por el origen, y como es perpendicular al plano XV,
debe pasar también por el eje Z. Andlogamente, podemos demostrar
que los planos Az+Cz =0 y By+Cz =0 pasan por losejes Y y X,
respectivamente. Por tanto, tenemos el siguiente

Cororario. Una ecuacién lineal homogénea en dos variables repre-
senta un plano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide
la variable que no aparece en la ecuacién, y rectprocamente.

Finalmente , consideremos la ecuacién lineal en una variable sola-
mente. Supuesto B= C =0, la ecuacién (1) toma la forma

Az + D =0. (12)

Los ndmeros directores de la normal al plano (12) son [4, 0, 0] o
[1, 0, 0]. Los nimeros directores del eje X son [1, 0, 0]. Por
tanto, el plano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia,
es paralelo al plano YZ. Andlogamente, podemos demostrar que el
plano By 4+ D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo al plano XZ,
¥y que el plano Cz + D = 0 es perpendicular al eje Z y paralelo al
planec XY . Por tanto, tenemos el siguiente

TroreMA 8. Una ecuacidn lineal en una sola variable representa
un plano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa
variable y paralelo al plano de las dos variables que no figuran en la
ecuacion , y reciprocamente .

CoroLario. Las ecuaciones x =0, y =0 y z = 0 representan,
respectivamente, a los planos coordenados YZ, XZ y XY, y recipro-
camente .

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas7 y 8 y
sus corolarios y observar la gimetria en las letras z, y y z. (Véase el
ejercicio 6 del grupo 50, Art. 109.)

Ejemplo 1. Hallar 1a ecuacién del plano que pasa por el puato
P(2, 1, — 3) yes paralelo al plano 5x — 2y + 4z -9 =0.

Lehmann. — 23.
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Solucién. Por el teorema 6 del Articulo 118, 1a ecuacién buscada es
S5x =2y+4z+ k=0, (13)

en donde & es una constante cuyo valor debe determinarse. Como este plano
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1, — 3) deben satisfacer la ecua-
cién (13), y tenemos

5.2-2.144(~3)+kr=0,
de donde & = 4. Por tanto, la ecuacién buscada es

Sx -2y +4z +4=0.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XY y que
pasa por los puntos P1(l, 5, —3) y Pa(—5, —4, 11).

Solucién. Como el plano buscado es perpendicular al plano XY, su ecua-
cién, por el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de 1a forma

Ax+ By+ D =0. (14)

Como el plano (14) pasa por los puntos P, y Pz, las coordenadas de estos
puntos deben satisfacer a 1a ecuacién (14), y tenemos las dos ecuaciones

A+45B+D =0, (15)
—5A—-4B+D =0. (16)

La solucién de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en términos de D da
A=%D, B= —12%D. Sustituyendo estos valores en la ecuacién (14) y divi-
diendo por D # 0, hallamos la ecnacién buscada

3x —2y+7=0.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(5, 2, —3) v es perpendicular a cada uno de los planos 2x ~ y +2z -9 =10
yx+3y—5z43=0.

Solucién. Podriamos usar el método del ejemplo 2, pero aqui seguiremos
otro método.

Primero vamos a hallar los nimeros directores de 1a normal al plano buscado.
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a los planos dados. Por
tanto, por el artificio de los numeros directores (Art. 113), sus niimeros direc-
cores son

- 2 2 2 =1
e e
3 —95 -5 1 1 3
Por tanto, la ecuacién del plano que pasa por el punto P(5, 2, — 3) y tiene
una normal cuyos niimeros directores son [1, = 12, — 7] es

1(x=5)-12(y—=2)—7(z+3)=0
o sea, '
x =12y -7z -2 =0.



EL PLANO 555
EJERCICIOS. Grupo 64

Dibujar una figura para cada ejercicio,

1. Hallarla ecuacién del plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes
X, YyZson —5, 3yl.

2. Laecuacién de un planoes 2x — 3y + 9z = 1. Escribir la ecuacién en
la forma simétrica.

3. Escribir en forma de determinante laecuacién del plano que pasa por los
tres puntos (6, 2, 0), (4. —1,2) vy (3, 4, —1). A partirde ella hillese la
forma general de la ecuacién del plano.

4. Sidelos cuatro puntos (x1, y1, z1)., (x2, ya, z2)., (x3 ys. z3) ¥
(x4. ya. z4) no hay tres que sean colineales, demuéstrese que una condicién
necesaria y suficiente para que sean coplanares estd dada por el deteiminante

x1 yr z1 1
x3 yz z2 |
x3 ys za |
x4 Ya 24 1

(Véase el corolario del teorema 12, Art. 34.)

5. Demostrar que los cuatro puntos (1. 0, —4), (2, —1, 3)
(—2,3 5 v (—1, 2, 4) son coplanares.
6. Hallar el dngulo agudo formado por los planos 3x +y~z +3 =0y
x—~y+42-9=0.
7. Hallar el dngulo agudo formado por el plano 5x +4y—2+8=0y
el plano XY.
8. Deducir el apartado (g) del teorema 6 directamente del teorema 5 del
Articulo 118.
9. Deducir el punto (b) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar-
ticulo 118.
10. Obtener el corolario del teorema 8, Articulo 118, considerando las co-
ordenadas de un punto que estd en un plano coordenado.
11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cada uno de los planos
especificados en los teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Art. 118).
12, Si dos planos son paralelos, demuéstrese que sus trazas sobre cualquiera
de los planos coordenados son dos rectas paralelas.
13. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (3, — 2, 6) y es
paralelo al plano 4y — 3z 4+ 12 = 0.
14. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XY y que pasa por
los dos puntos (2, —2, 11) y (-7, — 8, —3).
15. Hallar 1a ecuacién del plano perpendicular al plano 4x—3y+2z—-9=0
¥ que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) vy (3, —7, 5).
16. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (4, — 2, 1) y es
perpendicular a cada uno de los planos

x=3y+42-9=0y 2x+2y—2z+11=0.

17. Hallar l1a ecuacién del plano perpendicular al plano XZ y que pasa por
los dos puntos (4, — 7, 2) y (12, ~ 11, 7).
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18. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano 3x—2y+5z—1=0
Yy que pasa por los dos puntos (4, — 2, 2) y (1. 1, 5).

19. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 1, 0) y es
perpendicular a cada uno de los planos

4x —y—z—1=0y 2x+y+3z—-6=0.

20, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el eje Y y por el punto
(8, 4, —6).

21. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano YZ y que pasa por
los dos puntos (2, —1, 4) y (1, 3, — 7).

22, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el eje Z y por el punto
4, -1,7).

23. Un plano pasa por el punto (3, 1, — 1), es perpendicular al plano
2x —2y+z+4=0, y su intercepcién con el eje Z es igual a — 3. Hillese
su ecuacién.

24. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y
(4, 0. 0) y forma un ingulo de 30° con el plano x+y+z—1=0. (Dos soluciones.)

256. Un plano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por nitmeros
directores respectivos [1, — 3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuacién del plano
si, ademds, pasa porel punto (5, 1, —1). -

26. Determinar el valor de k& para que los dos planos kx—2y+2z—~7 =0
y 4x 4 ky — 6z 4+ 9 = 0 sean perpendiculares entre si.

27. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (I, 0, — 1) y
(2, 0, 2) y forma un ingulo de 60° con el plano 2x — 2y + z 4+ 6 =0. (Dos
soluciones.)

28, Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (— 2, 3, — 1) y es
paralelo a las dos rectas que tienen por mndimeros directores respectivos
(2, =3, 0]y [—-1.2, 3].

29. Un plano pasa por los puntos Py(x1, y1, z1) ¥ P2(xz, yz2, 2z2) y es
perpendicular al plano Ax + By 4+ Cz + D = 0. Demostrar que su ecuacién
puede escribirse en la forma

x y z 1
x1 g1 oz |l
X2z Yz 2Z2

1
A B C O

30. Un plano pasa por el punto P;(x1, y1, z1) y es perpendicular a cada
uno de los planos Ayjx + Biy+ Ciz + D1 =0 y Asx + Bay+ Caz+ D2 =0.
Demostrar que la ecuacidén puede escribirse en la forma

x y z 1
x1 y1 z1 |
Ay B1 C; 0
Az B2 C; 0

119. Forma normal de la ecuacién del plamno. Sean el origen 0
y el punto Pi(z1, 41, 21) los extremos de un segmento dirigido de
longitud dada p y cuyos 4dngulos directores son o, B, v (fig. 166).
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Adoptaremos el convenio de que el segmento OP; estd dirigido de
0O a P: y que su longitud p es un niimero positivo. Vamos, pues, a
obtener la ecuacién del vinico plano que pasa por P1 y es perpendicu—
lar a OP;.

Sea P(z, y, z) un punto cualquiera del plano, diferente de P,.
Tracemos el segmento P1P. Por el teorema 3 del Artfculo 110, las
coordenadas del punto P1 son

Zi=pcosa, y1=pcosfP, z1=pcosy.
Por tanto, por el corolario 2 del teorema 5, Artfculo 111, un sistema

de ndmeros directores para P1P es [t —pcosa, y—pcosf,
z — pcos y]. También un sistema de nlimeros directores para OP:1 es

Fig. 166

lcos a, cos B, cos y|. Ahora bien, si el punto P est4 sobre el plano
los segmentos OP1 y P, P son perpendiculares entre si. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, las coordenadas del
punto P deben satisfacer la condicién necesaria y suficiente expresada
por la relacién

cosa(x —pcosa) +cosP(y—~pcosf)+ cosy(z—pcosy) =0,

que €8 la ecuacién buscada del plano. Desarrollando el primer miem-~
bro, obtenemos

zcosa+ycosP +zcosy—pleos® a+cos?f+cos’y) =0,
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a
zeosatycosPp+tzeosy—p=0.

Esta ecuacién se llama forma normal de la ecuacién del plano, y de
aqufi el teorema siguiente.
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TeoreEMA 9. La forma normal de la ecuacién de un plano es
Xcosa+ycosP+zcosy—p=0,

en donde p es un numero positivo numéricamente igual a la longitud de
la normal trazada por el origen al plano, y a, B y v son los dngulos
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el plano.

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuacién
del plano
Az+ By+Cz+D =0, (1)

a su forma normal ,
rcosat+ycosB+zecosy—p=0. (2)

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo planc, entonces,
de acuerdo con el apartado (c¢) del teorema 6, Articulo 118, se deben
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres—
pondientes :

cos o = kA, (3)
cos p = kB, (4)
cos v = kC, (5)
—p=kD, (6)

en donde %k es una constante diferente de cero.
Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos

cos® a + cos? B + cos® v = k*(A4? + B2 4+ C?),
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a
= k(A% + B® + C?),

de donde,
1

=+ =
VA'+ B+ C?

k=

Por tanto, si multiplicamos la ecuacién (1) por este valor de &, se
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor-
mal de la ecuacién (1) estd dada por

kAxz 4+ kBy + Cz+ kD =0, (7)

1
VATB O

endonde k = =
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Como la normal al plano es una recta dirigida y tiene, por tanto,
un sistema dnico de cosenos directores, es evidente que no podemos
usar ambos signos de % en la ecuacidén (7). Para determinar el signo
que se ha de usar, adoptamos ciertos convenios que establecemos a
continuacién en el siguiente

TeorEMA 10. La forma general de la ecuacion de un plano
Ax+By+Cz+D =0, (1)
puede reducirse a la forma normal ,
xcosa+ycosfB+zcosy—p=0,

dividiendo cada término de (1) por r = =V A2+ B2+ C?, en don-
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue:

a) 8¢ D 0, r esde signo contrario a D.
b) SiD=0y C#0, ry C sondel mismo signo.
e) StiD=C=0y B=0, ry B son del mismo signo.

d) SiD=C=B=0, entonces A=0, yry A son del mismo
signo .

NoTA. EIl estudiante debe comparar este teorema con el teorema 8 del Ar-
ticulo 32.

Ejemplo. La ecuacién de un planoes 2x — y+2z — 6 = 0. Reducir dicha
ecuacién a la forma normal, y hallar la longitud y ingulos directores de la
normal. ’

Solucién. Para la ecuacién dada, A =2, B=—1, C=2y D= -6.

Portanto, r = =V A2+ B2+ C3 = = 3. Como D es negativo, dividimos
la ecuacién dada por 3. Esto nos da la forma normal

2 1 2
2, 1l,42, 20
X" 39ty

Luego la longitud de la normal es 2 y sus dngulos directores son

o = arc cos 3§ = 48° 1V,
B arc cos (— %) = 109°28

Y = arc cos 35 = 48° 11/,

fl

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo.

120. Aplicaciones de la forma normal. a) Distancia de un punlo
a un plano. Sea d (fig. 167) el plano y Pi(z1, 41, 21) el punto.
Vamos a determinar la distancia d de Py a 9.
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Supongamos que la forma normal de la ecuacién de d es
zcosatycosf+zcosy—p=0. (1)

Sea & el plano que pasa por P, y es paralelo a 8, y sea p’ la longi-
tud de la normal trazada desde el origen a 8. Como se ha convenido,
P y P’ se considerardn como niimeros positivos.

Como se indicé en el problema andlogo de la distancia de un punto
a una recta en Geometria analftica plana (Art. 33), hay seis casos
posibles para las posiciones relativas de P;, & y el origen. Solamente
uno de estos casos aparece en la figura 167. Para llegar a un resultado

comin a todos los easos, emplearemos distancias dirigidas. Segin
esto, vamos a asignar la direccidn positiva a la normal ON trazada desde
el origen al plano 8. La distancia d seri considerada siempre como diri-
gida del plano d hacia el punto P: y, por tanto, serid positiva o negativa
segln que esta direccién sea igual o no a la direccién ON. Entonees,
para cada uno de los seis casos posibles de posicién de P:, d y O,
tenemos, como en el Articulo 33, ya sea la rclacién

P=p+d (2)
o la relacién

pP=—(p+4d). (3)

Por ejemplo, la relacién (2) es verdadera para el caso representado
en la figura 167 en donde los dngulos directores de la normal a 3’ son
idénticos a los 4ngulos directores correspondientes de la normal a 3.
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Por tanto, por el teorema 9 del Articulo 119, la forma normal de la
ecuacién del plano & es

zcosa+ycosPft+zecosy—p =0,
la cual, en virtud de la relacién (2), puede eseribirse en la forma
zcosa+ycosP+zeosy—(p+d)=0. (4)

Si, en cambio, el punto P; estd localizado del lado opuesto del
origen, es decir, de tal manera que el plano & que pasa por él y es
paralelo a & esté de lado opuesto del origen con respecto a d, enton—
ces se verifica 1a relacién (3). Pero en este caso los 4ngulos directores
de la normal a 3 son xn —a, n—~P y ® — v, de manera que la
forma normal de la ecuacién del plano &' es ahora

zcos{(n ~—a)+ycos(n—B)+zcos(n—vy)—p' =0,
la cual, en vista de la relacién (3), puede escribirse en la forma
—zcosa—ycosP—zecosy+(p+d)=0.

Pero esta tltima ecuacién es idéntica a la ecuacién (4). Andloga-
mente, podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la
ccuacién (4J representa al plano &.

Como el punto P, estd sobre &, sus coordenadas satisfacen a la
ecuacién (4), y tenemos

zicosa+yicosP+zcosy—(p+d)=0,
de donde

d=121c08a+yicosP +zco8y—p. (5)

Comparando este resultado con la ecuacién (1), vemos que la
distancia dirigida d puede obtenerse, en magnitud y signo, sustitu-
yendo las coordenadas del punto P; en el primer miembro de la forma
normal de la ecuacién de d.

Si el plano & no pasa por el origen, una investigacién de los seis
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o
negativa segiin que el punto P1y el origen estén de lados opuestos
o del mismo lado del plano &. Si el plano & pasa por el origen, el
signo de d debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta-
blecidas en el teorema 10 del Articulo 119.

Como la ecuacién de un plano se da usualmente en la forma general

Az+ By+Cz+ D=0,



362 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

el resultado de la ecuacién (5) puede expresarse en la forma

d=A:n+By1+Cz1+D
=V A+ B2+ C?

Un resumen de los resultados precedentes lo establece el teorema
siguiente .

TeoREMA 11. La distancia dirigida d del punto Pi(x1, yi, z) al
plano Ax 4 By + Cz + D = 0 se obtiene por la formula

d= Ax;+ By1 +Cz, + D
VATEB HC

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar-
ticulo 119. o

St el plano no pasa por el origen, d es posiliva o negativa, segin que
el punio Py y el origen estén de lados opuestos o del mismo lado del
plano.

Si el plano dado pasa por el origen, el signo de d se interprela de
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Artfculo 119,
para la direccidn de la normal al plano y usadas para la determinacién
del signo radical .

NoOTAS. 1. Elestudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del
Articulo 33.

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto a un plano, tomamos
el valor absoluto de 4.

Ejemplo 1. Hallar la distancia dirigida del punto P(- 3, —4, 2) al pla-
no 3x 412y —4z —39=0. Interpretar el signo de esta distancia.
Solucién. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es

_3(=3)+12(—4)—-4(2)-39 —104
VTR 13

El signo negativo indica que el punto y el origen estin del mismo lado del plano.

d = — 8.

b) Ecuaciones de los planos bisectores de los dngulos diedros suple—
mentartos formados por dos planos que se cortan. Supongamos que los
dos planos son ‘

Aix+ By+Cz+ Dy =0

A2+ Bay + Coz+ D: = 0.,

Las ecuaciones de los planos bisectores se determinan por el mismo
método empleado en el problema anilogo de la Geometria analitica
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plana, a saber, la determinacién de las ecuaciones de las bisectrices
de los 4ngulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan
(apartado [b], Art. 33). Por tanto, se deja al estudiante como
ejercicio la demostracién de que las ecuaciones de los planos bisec-
tores son

Az + By + Ciz+ Dy =Aqa:+Bzy+ Cez 4+ D2
£V A2+ Bt + C? + vV A2 + Be? + (12

Azt By+Ce+ D A+ By + Ciz+ Ds

=+ A + B + Cr? + VA2 + B2+ 02’

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore-
ma 10, Articulo 119. La distancia entre estos dos planos puede
calcularse por medio del teorema 11, Artfculo 120.

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los ingulos
diedros suplementarios formados por los dos planos 6x — 7y + 6z —22 =0
y 2x +6y — 3z 4 14 = 0.

Solucién. Lasformasnormales de lasecuaciones de los dos planos dados son

cx-7g+cz—zz_0 2x + by — 3z + 14

S —— = y S
VvV 36+ 49 + 36 —vV4+436+9

Por tanto, la ecuacién de uno de los planos bisectores es

bx — 7y +6z—22 _ 2x +6y—3z+14
11 -7 '

o sea,
64x + 17y +9z = 0,
y la ecuacién del otro es

6x —7y+6z -22 _ _ 2x+ 6y —3z+ 14
11 -7 !

o sea,
20x — 115y + 75z — 308 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 55

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. La normal a un plano tiene una longitud de 5 y dos de sus ingulos
directores son a« = 45°, B = 60°. Hallar la ecuacidén del plano. (Dos solu-
ciones.)

En cada uno de los ejercicios 2-5, reduzcase la ecuacién dada a la forma
normal, y héillense la longitud y los dngulos directores de la normal.
2. 8x+4y—z+18=0. 4. 3x +4y —122=0.
3. 6x+6y+7z—-22=0. 5. 3x —4y—=10=0.
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6. Obtener la forma normal de cada uno de los planos especificados en los
teoremas 7 y 8 y sus corolarios (Art. 118). Tabular los resultados.

7. Hallar la ecuacién del plano cuya distancia del origen es 5 y cuya nor-
mal tiene por nimeros directores [~ 2, 6, 3]. (Dos soluciones.)

8. Hallar el valor de & para que la distancia del origen al plano

3x —by+kz4+14=0
sea igual a 2.
9. Hallar 1a forma normal de la ecuacién del plano que es paralelo al plano
4x +y — 8z 4+ 11 =0 y que pasa por el punto (3, — 2, —1).
10. Hallar la distancia del origen a cada uno de los planos paralelos

4x —4y+7z -~ 18=0 y 4x—4y+724+27 =0.

De aqui ballar 1a distancia entre estos dos planos.

11, Laecuacién de un plano & es 2x — y + z — 18 =0, y las coordenadas
de un punto P son (2, 1, 6). Hallar la ecuacién del plano que pasa por P y
es paralelo a 8. Después hallar 1a distancia de P a d.

En cada uno de los ejercicios 12-14, hallese 1a distancia del punto dado al
plano dado, e interprétese el signo de la distancia.
12, x+2y—22412=0; (3, —2,7).
18. 4x—3y+12z2=0; (-5, =10, —3).
14, 5y +1224+26=0: (3,2, —1).
15. Hallar la distancia entre los planos paralelos 8x — 4y +z+9 =0y

8x — 4y + z — 36 = 0 calculando la distancia de un punto de un plano al otro.
16. Hallar la distancia entre los planos paralelos

6x+3y—-2z4+14=0 y 6x+3y —2z-135 =0.
17. Demostrar que la distancia d entre los planos paralelos

Ax+By+Cz+D1=0 vy Ax+By+Cz+Dz=0

estd dada por la férmula
| Dy — D2l

CVATFB RO

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16.

18. La base de un tetraedro es el tridngulo cuyos vértices son (I, — 2, 1),
(—4.2, —1) v (—=5,5, 3). Sielcuarto vértice es el punto (4, 2, —3),
hillese 1a longitud de la altura trazada desde el vértice a la base.

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18.

20. Hallar 1a ecuacién del plano que es paralelo al de 1a ecuacién

2x—y+22—-9=0

y estd a 2 unidades de él. (Dos soluciones.)
21, Hallar el valor del coeficiente k en la ecuacién kx — 2y +6z + 14 =0
de un plano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al plano sea igual a — 3.
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22. Siladistancia de un plano al origen es p y sus intercepciones con los

1 ]

ejes coordenados son a, b y ¢, demuéstrese que _]_ = Lz + v + -
(4

p?
23, Deducit las ecuaciones de los dos planos bisectores de los angulos
diedros suplementarios formados por los dos planos

Aix+Biy+Ciz+ D=0 y Asx+ Bay + Coz +D2=0.

Ean cada uno de los ejercicios 24 y 25, haillense las ecuaciones de los planos
bisectores de los dngulos diedros suplementarios formados por lo< dos planos cu-
yas ecuaciones se dan.

24, x —4y+82—-9=0y 2x+y—22+6=0.
26, 7x —4y +4z+18=0 y Ox +7y — 6z —22 =0.

26, Hallar e identificar la ecuacidén del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del plano 2x — y + 2z — 6 = 0 es igual al
doble de su distancia del plano x + 2y — 2z + 3 = 0. (Dos soluciones.)

En los ejercicios 27-31, los vértices de un tridngulo T son P;{(x1, y1, z1),

P2(xa, y2, z2) ¥y Pa(xs, ya z3), suireaes A y los dngulos directores de la
normal a su plano son a, § vy v.

27. La proyeccién ortogonal de T sobre el plano XY es otro tridngulo
cuyos vértices son (x1, yi,» 0), (x2, y2, 0) ¥ (x3. ys. 0). Por tanto, por
el teorema 12 del Articulo 34, el irea proyectada es

x1 y1 1
A: = Vz Xz Yz 1
x3 ys 1

Demostrar, analogamente, que las dreas proyectadas sobre los planos XZ y YZ
son, respectivamente,

x1 z, 1 1 oz 1
Ay = VZ X2 Z2 1 Y Az = VZ Yz Z2 1
x3 z3 | ys z3 1

En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante.

28. Por medio del teorema 6, Articulo 112, demostrar que los d4ngulos for-
mados por el plano de T y los planos XY, XZ y YZ son v, § y a, respec-
tivamente. Demaostrar, por tanto, que

Az =|Acosy|, Ay=|AcosB|, Ar=|Acosal.

29, Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Articulo 110,
demostrar que A2 = A2z + A% + AZ2.

30. Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el irea
de T esta dada por

y1 z1 12 x1 z; 1|2 x1 y1 1|2
A= % yz Zz2 1 +| x2 z2 1 +| xz yz 1 .
ys z3 1 x3 za | x3 ys 1
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31. Sea P4(x4, ys. z4) un punto cualquiera no contenido en el planc
de T. Por medio del teorema4, Articulo [17, y por el teorema 11, Articu-
lo 120, demostar que la distancia d del punto P4 al plano de T esti dada por

X4 Y4 Zg4 1
x1 y1 zi |
X2 Y2 Z2 1
_ x3 ys zz | i
\/ Y1 Z3 1 2 X1 Z1 1 2 X1 Y1 l 2
y2 z2 1| 4l x2 za 1| 4| x2 y2 1
Y3 Z3 1 X3 Z2Z3 1 X3 Y3 1

en donde se debe tomar el valor abseluto del numerador.

32, Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31,
volumen de un tetraedro cuyos vértices son P;(xi, y1, 21).
P3(xa, ys, 2z3) ¥ Ps(x4, ys., z4) estid dado por

demostrar que el
Pz2(xz2, yz, z2),

X1

yi
Yz
ys
Y

Zy
Z2
A
Z4

N

debiéndose tomar el valor absoluto del determinante.

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son (— 4, 6, 3),
8 —3,5, (40, —1)y (53, 9.
34. Usar el resultado del ejercicio 32 para resolver el ejercicio 4 del grupo 54,

Articulo 118.

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar-
ticulo 112.
121. Familias de planos. De la misma manera que en Geometria

analitica plana consideramos familias de curvas, podemos considerar
familias de planos. En el Artfculo 116 vimos que un plano y su ecua-
ci6n estin cada uno perfectamente determinados por tres condiciones
independientes. Segin esto, un plano que satisfaga menos de esas
tres condiciones no estd determinado, es decir, no es Unico. La ecua-
cién de un plano que satisface solamente dos condiciones independien-
tes contiene una sola constante arbitraria independiente o pardmetro
y, por tanto, representa una familia de planos monoparamélrica.

Un ejemplo de familia de planos con un solo parimetro es la

ecuacion
Az + By+Cz+ k=0, (1)

en donde A, By C son constantes fijas y el pardmetro k puede
tomar todos los valores reales. Esta ecuacién representa a la familia de
planos que son paralelos al plano dado

Az 4+ By+Cz+ D = 0.
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Una familia de planos particularmente til es el sistema de planos
que pasan por la interseccién de dos planos dados cuyas ecuaciones
pueden tomarse en las formas

Az+ By +Cz+ D1 =0, (2)
Awx+ By + Caz + D2 = 0. (3)
Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones (2) y

(3) est4 sobre su recta de interseccién. Evidentemente, las coorde-
nadas de tal punto satisfacen también la ecuacién

ki(Aix+ By + Ciz+ D)tk (Asx+ Bey + Cez 4+ Dy) =0, (4)

en donde ki y k2 son constantes arbitrarias que pueden tomar todos
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simultd—
neamente. Ademds, como la ecuacién (4) es lineal, representa todos
los planos que pasan por la interseccién de los planos dados (2) y (3).
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la
interseccién de dos rectas dadas (Art. 36), vamos a eliminar el pla-
no (3) de la familia (4) con el fin de obtener la ecuacién m4s simple

Awx+ By+ Ciz+ Di+ k(Awx+ Bay+ Caz+ D) =0, (5)

en donde el pardmetro & puede tomar todos los valores reales. Se dice
que la ecuacién (5) representa un haz de planos, y a su recta comin
de interseccién se le llama eje o arista del haz.

Ejemplo. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2, 5, —1)
y por la recta de interseccién de los planos
4x+y—2z2—8=0 y 3x—y+4z-—-4=0,

Solucién. Por la ecuacién (5) anterior, el plano buscado es un elemento
del haz de planos que tiene por ecuacién

dx+y~2z2—-84+krBx—y+4z—-4)=0. (6)

Como el plano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5. — 1) de P
deben satisfacer la ecuacién (6), y tenemos

4.245—-2(—-1D)=-84+kr3GB-2-54+4(-1)—-4)=0,

de donde & = 1. Sustituyendo este valor de & en la ecuacién (6) y simplifican-
do, tememos, como ecuacidén del plano que se busca

7x +2z - 12 =0,

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo.
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En el Articulo 115, vimos que la ecuacién de cualquier plano que
pasa por el punto P;(z1, y1, 21) es

Az—z))+Bly—y)+Cz—21)=0. (7T

Por tanto, esta ecuacién representa a la familia de planos que pasan
por el punto dado, P, (z1, y1, 21). Tal sistema se llama una radiacion
de planos, teniendo al punto P, como vériice de la radiacion. Como
uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
la ecuacién (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias inde-
pendientes ; representa, por lo tanto, una faemilia de planos bipa-
ramétrica .

Como con esto se concluye nuestro estudio del plano, se recomienda
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capitulo.

EJERCICIOS. Grupo 56

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Determinar el valor del parimetro & de tal manera que un plano de la
familia kx — 3y + kz ~— 22 = 0 pueda pasar por el punto (3, — 4, 2). Hallar
la ecuacién del plano.

2. Determinar el valor del parimetro k de tal manera que un plano de la
familia 2x + ky — kz + 7 = 0 sea perpendicular al plano 3x 4+ 6y — 12 = 0,
Hallar la ecuacién del plano.

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa porel punto (4, — 1, 1) y es
paralelo al plano 4x — 2y + 3z — § = 0.

4. Hallar la ecuacién del plano paralelo al plano x +3y — 2z 4+ 14 =0
v tal que la suma de sus intercepciones con los ejes coordenados sea igual a 5.

5. Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacién

x—2y+2z412=0

_y cuya distancia del origen es ignal a 2. (Dos soluciones.)
6, Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacidn

7x+3y—2z4+2=0

y cuya intercepcién con el eje Z es 4.

7. EIl volumen del tetraedro formado por un cierto plano y los planos coor-
denados es 12. Hallar la ecuacién del plano sabiendo que es paralelo al de ecua-
cién 3x + 2y + 4z +6 = 0. (Dos soluciones.)

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — [, 4) y tam-
bién por la recta de interseccién de los planos

x+2y—z=4y 2x—-3y+2z=0=0.

9. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 3x + y—2z4+2 =0y x =3y —z 4+ 3 = 0y es perpendicular al pla-
no XY.
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10. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 2x —y+3z =2 y 4x + 3y — z = | y es perpendicular al plano

3x -4y — 2z =9,

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 2x —y —z =2 y x4+ y —3z+ 4 =0 ytal que su distancia al origen
sea igual a 2. (Dos soluciones.)

12. La distancia de un plano al origen es igual a 3. Siel plano pasa también
por la interseccion de losplanos x +y +z — 1l =m0y x — 4y + 5z — 10 = 0.
hillese su ecuacién. (Dos soluciones.)

13. Un plano es paralelo al de ecuacién 2x +2y +z = 1 = 0, y el punto
(2, 2, 2) esequidistante de ambos planos. Haillese la ecuacién del plano.

14. La distancia de un plano al punto (1. 0, 2) es 1. Siel plano pasa por
la interseccién de los planos 4x ~2y —z +3 =0y 2x —y+z —2 =0, hi-
llese su ecuacién. (Dos soluciones.)

15. Un plano pasa por el punto (5, 2, — 1) y su traza conel plano XY es
larecta x —2y +2 =0, z = 0. Hallese su ecnacién,

16. Un plano pasa porel punto (1, 6, — 2) y tiene la misma traza sobre
el plano XY que el plano 3x — y — 8z 4+ 7 = 0. Hallese su ecuacién.

17. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos x —y+224+4=0y 2x 4+ y+ 3z —9 =0 y es paralelo a la recta cu-
yos nimeros directores son 1, 3, — 1]. :

18. Laecuacién de un planoes Ax + By + Cz + D = 0. Hallar las con-
diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al haz de
planos representado por la ecuacidén

Aix+ Biy+ Ciz+ Dy + k(Aax + Bay + C2z + Da) = 0.

19. Demostrar que los tres planos

2x—y+2z2-8=0, 8x—y+13z2-21=0yd4x+y+92~5=0
pertenecen al mismo haz.

20, Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que los tres
planos Aix + Biy+ Ciz+ Di =0, { =1, 2, 3, tengan uno y solamente un
punto comin es
A B, Ci
Az Ba Cs
As B3z Cj3

21. Demosttar que los tres planos

# 0.

Ix+2y—z-3=0, 2x-3y—3z2—4=0y x+7y—~2z4+7=0
tienen solamente un punto comin, y hallar sus coordenadas.
22. Supongamos que los tres planos :
Aix+Biy+Ciz+Di=0, i=m=1, 2,3,

tienen uno y solamente un punto P en comin. Demostrar que la radiacién de
planos cuyo vértice es P tiene por ecuacién

Aix + By + Ciz +Dy + k1 (Aax + Bay + Caz + D»)
+ k3 (Asx + Bay + Csz + D3) = 0.
en donde &, y ki son los parimetros.

Lohmanm, — 24.
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23. Demostrar que los cuatro planos 4x+3y—4z—8=0, 2x—8y+7z+45=0,
x—3y—2z—3=20y 3x+y+2z—2=0 pertenecen a la misma radiacién
y hallar las coordenadas de sus vértices.

24. Un plano pasa por los dos puntos (3, 0, — 1), (2, -3, =-3) y
pertenece a la radiacién determinada por los planos 2x =3y + 2z -9 =0,
x+4y—z4+3=0 y 3x -2y —2z — 6 =0. Hallar la ecunacién del plano
por el método paramétrico y comprobar el resultado por otro método.

26. Hallar 1a ecuacién del plano de la radiacién del ejercicio 24 que pasa por
el punto (1, 1, — 3) yes perpendicularal plano x + y—2z 4+ 12 =0,



CAPITULO XV
LA RECTA EN EL ESPACIO

122. Introduccién. En el capftulo anterior hicimos un estudio del
plano como la m4s sencilla de todas las superficies. Podriamos conti-
nuar nuestro trabajo estudiando superficies més complicadas antes de
considerar las curvas en el espacio. Pero la linea recta en el espacio,
considerada como la interseccién de dos planos diferentes, se presenta
tan naturalmente después del estudio del plano, que dedicamos com—
pleto el presente capitulo a su estudio. EIl siguiente capitulo lo reser—
varemos para tratar el problema general de las superficies.

123, Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea ! la recta
de interseccién de dos planos diferentes cualesquiera, cuyas ecuacio-
nes, en la forma general, son

A1$+B1y+C12+D1=0,}
Ax+ By + Coiz+ D= 0.

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones del
sistema (1) estd sobre cada uno de los planos y, por lo tanto, estd
sobre su interseccién !. Reciprocamente, cualquier punto que esté so-
bre I debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Segin esto, las
dos ecuaciones del sistema (1), consideradas stmulldneamente, son
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado,
apropiadamente , forma general de las ecuaciones de la recta.

En seguida observemos el hecho importante de que las ecuaciones
de cualquier recta particular en el espacio no son 4nicas. En efecto,
podemos considerar, como en el Articulo 121, que la recta !, repre—
sentada por el sistema (1), es la arista del haz de planos

(1)

Az 4+ By+Ce+Di+k(Adsc+ Bay+Caz+D1) =m0, (2)
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en donde el parimetro k puede tomar todos los valores reales. Por
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami-
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta I. Geométrica—
mente, también, una recta est4 completamente determinada por dos
planos diferentes cualesquiera que pasen por ella.

124. Forma simétrica de las ecuaciomes de la recta; ecuacién de
1a recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones paramétricas de la recta.
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a
deducir a continuacién. Vamos a basarnos en que una recta queda
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direccién, o
por dos cualesquiera de sus puntos. La deduccién de las ecuaciones se
basard en lo dicho en el Articulo 25 sobre la ecuacién de una recta,
dado uno de sus puntos y la pendiente. Definiremos a la linea recta
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus
nGmeros directores sean idénticos a (o proporcionales a) los niimeros
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta.

Sea Pi(zi, ¥1, 21) un punto dado cualquiera de la recta I cuyos ni-
meros directores son [a¢, b, ¢]. Sea P(z, y, 2) un punto cualquiera
de ! diferente de P;. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5,
Artfeulo 111, un sistema de nimeros directores para ! estd dado por
[z —21,y—w, z— z1]. Por tanto, por nuestra definicién de linea
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones

x—21=ke, y—pn=kb, z—2z1 = ke, (1)

en donde % es una consiante diferente de cero. Estas relaciones son,
por tanto, las ecuaciones de la recta ! que pasa por un punto dado y

tiene una direccién dada.
8i los ntimeros directores [a, b, ¢] de I son todos diferentes de
cero, se acostumbra eseribir las ecuaciones (1) en la forma siméirica
rT—In y——yn_z—zl. (2)

a b ¢

8i a, B, v son los dngulos directores de I, entonces (Art. 111)
la forma simétrica (2) puede escribirse también en la forma

"

x—zn_y—y1=z—21 .
cosa  cosPB cosy '’ (3)

siempre que ningGn coseno director sea igual a cero.
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio-
nes, pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde-
pendientes.

Si uno o dos de los niimeros directores [a, b, ¢] de I son cero, no podemos
usar ni la forma (2) ni la (3). En tales casos, debemos emplear las relacio-
nes (1). Por ejemplo, digamos que a = 0, pero b y a son ambos diferentes
de cero. Entonces por las relaciones (1), tenemos, para las ecuaciones de [,

x=x3, y—y1=Rb, z-—z,=ke,
las cuales, de acuerdo con la forma simétrica (2), pueden escribirse como

x = xq, _V_:b_i’_lgi:ﬂ.

[+

Para q = 0, la recta I es perpendicular al eje X y. por tanto, es paralela al
plano YZ. Debe estar, en consecuencia, sobre un plano paralelo al plano YZ.
Esto se indica analiticamente por la ecuacién x = x;. El estudiante debe obte-
ner y discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles
de uno o dos ntimeros directores iguales a cero.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si—
guiente

TreoreMA 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(x1, y1, 1)
y cuyos numeros directores son [a, b, ¢] tiene por ecuaciones
x—x =ka, y—yi=kb, z—12 =ke,

en donde k es una constante diferente de cero.
Si los nimeros directores [a, b, c¢] son todos diferentes de cero,
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma simétrica

x-—x:._y—y1= zZ— I,
a b c

NOTA. Esimportante para el estudiante observar que los nameros directores
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simétrica, solamente si
el coeficiente de cada una de las variables x, y ¥ z es la unidad positiva.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (=3, 2, 1)
y es perpendicular al plano 4x + 3y — 12 = 0.

Solucién. Por el teorema 2 del Articulo 115, los ntimeros directores de la
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema | anterior, las ecuaciones de
1a recta son

z =],

x+3 _y—2
4 3

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam-
bién que la recta es perpendicular al eje Z y que esti en un plano paralelo al
plano XY.



374 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta ! que pasa por
los puntos dados Pi(z1, y1, 21) y Pz2(xz, y2, 22). Por el corolario 2
del teorema 5, Articulo 111, un sistema de mimeros directores para I
estd dado por [2s — z1, y2» — 41, 22 —21]. Por tanto, por el teore-
ma 1 anterior, las ecuaciones de ! son

t—mi=k(m—2), y=n=k{y2—y), 2—2=k(z2 —z1), (4)

en donde % es una constante diferente de cero.

Si todas las coordenadas correspondientes de P1 y P2 son diferen~
tes entre sf, es decir, =1 = Za, §1 > ¥y, 21 = 22, podemos escribir las
ecuaciones (4) en la siguiente forma

r-—oT _ Yy—U _ zZ—21

= = ) 5
T2 — I1 Y2— 22— 21 ( )

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

TEOREMA 2. La recta que pase por los dos puntos dados
Pi(x1, y1, 21) ¥ Pa(x2, y2, 22) tiene por ecuaciones

x—Xx1=k(xs=x), y-n=k(y2—y), z—an=k(z—az),

en donde k es una constante diferente de cero.
St las coordenadas de P, y Pa son tales que x1 = X2, y1 # y2,
2 # 22, estas ecuaciones pueden escribirse en la forma
X—X1 _y—y _ Z—n

X2 — X1 Y2— )1 Zp— 71

Consideremos ahora la recta I que pasa por el punto dado
Pi(z1, y1, 21) y tiene los dngulos di-

Z rectores dados a, B, v. Sea P(z, y, z)

'p un punto cualquiera de I, y ¢ la lon-
gitud del segmento de recta variable
P(z,y,2) PP:. Vamos a considerar a ¢ positi—
vo o negativo segin que P esté de un

lado o del otro de P1, como aparece

o »y enla figura 168. Segin esto, la va-

/ riable ¢ puede tomar todos los valores

X ! reales incluyendo el valor cero cuando
P coincide con Pi. Evidentemente,

Fig. 168 para cada valor asignado a ¢, la posi-

cién de P queda perfectamente defi-
nida con respecto al punto fijo P:.
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Por el teorema 3 del Articulo 110, tenemos las relaciones

—_— z2—2z
Y Y1 cos y = tl'

z—
€08 & = — , cosP = T
de donde
z=xz+tcosa, y=y1+tcosP, z=2z1+tcosvy. (6)

Observando las ecuaciones (6), vemos que, asignando un valor par-
ticular a ¢, los valores de =, ¥ y z quedan determinados. Pero estos
son las coordenadas de un punto P de I. Se sigue por esto (Art. 89)
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones paramélricas de la recta I,
siendo la variable auxiliar ¢ el pardmetro. De aqui el siguiente

TEOREMA 3. La recta que pasa por el punto Pi1(X1, y1, %1) y liene
los dngulos directores o, B, v, tiene por ecuaciones paramélricas

x=x14+tcsa, y=y1+tcosp, z=2z+tcosvy,

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de P1 a un punto
cualguiera P(x, y, z) dela recta.

NOTA. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana-
liticamente por dos ecuaciones independientes. Agui observamos que una recta
en el espacio se representa por fres ecuaciones paramétricas. Pero si eliminamos
al parimetro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecnaciones inde-
pendientes usuales.

BEJERCICIOS. Grupo 57

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Lasecuaciones de una recta [ son
3x—2y+4+4z-9=0 vy x+y—2245=0.

Obtener otro par de ecunaciones para I. Comprobar el resultado hallando las co-
ordenadas de dos puntos que estén sobre [ partiendo de las ecuaciones dadas y
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua-
ciones.

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, — 1, 4) y

tiene por nimeros directores [3, — 1, 6].
8. Hallar las ecnaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, 5) y es
paralela a la recta cuyos niameros directores son [1, — 1, 3].

4, Hallar las ecuaciones de 1a recta que pasa por el punto (— 3, 2, 7) y es
perpendicular al plano 2x — 3y 4+ z = 0.

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 2, 4, 3) y
cuyos nimeros directores son [2, 0, — 3].

6. Una recta pasa por el punto (6, 3, —2) y es perpendicular al plano
4y + 7z — 9 = 0. Hallar sus ecuaciones.
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7. Dos de los 4ngulos directores de una recta son a = 45°, f§ = 60°. Si la
recta pasa por el punto (4, — 1, 4), hillense sus ecuaciones. (Dos solu-
ciones.)

8. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa porel punto (3, — 2, 7) y
corta al eje X perpendicularmente.

8. Una recta es perpendicular al plano XY y contiene al punto
(3, — 4, — 14). Hallar sus ecuaciones.

10. Los ntmeros directores de una recta son [0, 0, 1] y la recta pasa por
el punto (~ 2, 1, 7). Hallar sus ecuaciones.

En cada uno de los ejercicios 11-16, una recta pasa por el punto
Pi(x1. Y1, z1) Y tiene por nimeros directores [a, b, ¢]. Hallar las ecuaciones
de 1a recta cuando sus niimeros directores son los que se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

11, a=0, b#0. ¢ 0. 14, a =0, =0, ¢#0.

12, a0, b=0, ¢#0. 16, a=0, b0, ¢ =0.

18. a0, b0, ¢=0. 16, a#0, b=0, ¢=0.

17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—7, 3, - 5) y
es perpendicular a cada una de las dos rectas cuyos naimeros directores son
[4, —2,3] v [I, 2, —-2].

18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 6, 5, 3) y
x+4_3-y_3245
-2 2 6

19. Hallar las ecuaciones de las recta que pasa por el punto (3, —3, 4) y
es perpendicular a cada una de las rectas

es paralela a la recta

2x+4_y-—3=z+2

x—3_2y—7_3—z
4 -1 5

1 2 -3

y

20. Hallar el dngulo agudo formado por las rectas

x~—1_y _2z+3 x+5_y—8_z+9.
-7 3 —4 3 -2 4

y

21. Demostrar que si una recta esti en el plano XY, sin ser perpendicular
ni al eje X ni al Y, y contiene al punto P, (x1. g1, 0), susecuaciones pueden

escribirse en la forma X = XL ¥ =01, =, (Ver el ejercicio 21 del
cos a cos B
grupo 14, Art. 37.)
22, Hallar las ecuaciones: a) deleje X; b) delejeY: c¢) delejeZ.

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos dados.

23. (0,0, 0, (2, -—-1,15). 25, (1.-=7.2), (1, =7,-3).
2¢. (5,0,7)., (5, =3, 11). 2. (2,3, —4), (~5,3, ~4).

En cada uno de los ejercicios 27-32, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los puntos P;(¥1, y1. 21) ¥ Pz(xa. ya, za). cuando las coordenadas



LA RECTA EN EL ESPACIO 377

correspondientes de Py y P, estin relacionadas como se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

27. x1=x3. Y17 ys, z17Z2. 30. x1=x3, Y1=ya2. z172z2a.
28. x17# x3, y1=vy2 Zz172z3. 31, x1=x2. ywi1#y: z1=23.
29, x17 x3, 17y z1=Z3 32, x17# x2. y1=vyz 2z1=22.

33. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(6, — 4, 2) y tiene por ingulos directores a = 60°, B = 135°, (Dos solu-
ciones. )

34. Hallar laa ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(5, — 3, 0) y tiene por ntiimeros directores [2, — 2, 1].

35. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los dos pun-
tos (1, 2, —3) y (2.6, 5).

36. Demostrar que si una recta pasa por el punto Py (x:., yi. z1) Y tiene
por numeros directores [a, b, c]. sus ecuaciones paramétricas pueden escribirse
en la forma

x=x1+at, y=y1+bt, z =21+ ct,

en donde t es el parimetro. jQué relacién guarda este parimetro con el pari-
metro ¢ del teorema 3, Articulo 124?

37. Escribir las ecuaciones paramétricas de una recta que esti situada:
a) enelplano XY; b) enelplano XZ; ¢) enelplano YZ.

38, Lasecuaciones paramétricas de una recta son

x=2+4+4, y=1—4, z=7-28t.

Reducir estas ecuaciones a la forma siméerica. Hallar las coordenadas de dos
puntos de la recta y construir dicha recta.

89. Reducir la forma simétrica del teorema 1 a la forma paramétrica del teo-
rema 3, Articulo 124,

40. Reducir la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo-
rema 2 a la forma paramétrica del teorema 3, Articulo 124,

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua-
ciones de una recta ! dadas en la forma general

Az+By+Cz+ D=0, Awx+By+Cez+ D =0. (1)

Hemos visto (Art. 123) que la recta ! puede representarse también
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de
planos

Az+By+Ce+Di+k(Adsz+Bay+ Caz+ D) =0. (2)

Dado que hay un mimero infinito de pares de planos que definen a la
recta I como su interseccién, es natural que escojamos aquellos
planos que sean més ttiles para nuestros propdsitos. Estos son
los planos que pasan por ! y son perpendiculares a los planos
coordenados ; llamados, apropiadamente, los planos proyectantes de
la recta.
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Por el teorema 7 del Artfculo 118, un plano perpendicular a un
plano coordenado se representa por una ecuacién lineal que contiene
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par-
ticular. Por tanto, para obtener un plano proyectante determinado
de la recta (1), asignamos un valor tal al parimetro k en la ecua—
cién (2) de manera que la ecuacién resultante contenga solamente las
dos variables deseadas. Este procedimiento consiste, evidentemente,
en la eliminacién de una de las variables de las dos ecuaciones de la
recta (1).

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de 1os tres planos proyectantes de la recta
l: 2x+3y—z=4, x —y+ z = 4. Construir la recta por medio de estos
planos proyectantes.

8 42y=8—

Fig. 169

Solucién, Para eliminar la variable z basta sumar las ecuaciones dadas.

Esto nos da
3x + 2y = 8, 3

que es la ecuacién del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY.
La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuacién de la recta
por 3 y sumindola a la primera ecuacién. Esto nos da

5x + 22 = 16' (4)

que es la ecuacién del plano proyectante sobra el plano XZ.
Anjlogamente, eliminando la variable x, obtenemos

Sy —~3z+4=0, *)

para ecuacién del plano proyectante sobre el plano YZ,
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Dos cualesquiera de los tres planos proyectantes son suficientes para determi-
nar la recta /. Usemos, por ejemplo, los planos proyectantes (3) y (4) para
construir la recta [, tal como se ve en la figura 169. Dos de los puntos de I,
P; y P3, determinados por estos planos, estin sobre los planos coordenados;
estos puntos se llaman puntos de penetracién o trazas'de la recta 1.

El método para localizar cualquier punto P de la recta [ también esta indi-
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar un plano 8 paralelo al pla-
no YZ. El plano 8 corta a los planos proyectantes en dos rectas, [ y [2; el
punto P esentonces el punto de interseccién de I, y [3. Este método es de con-
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa-
cio; serd considerado mis adelante en el Capitulo XVII.

Las ecuaciones de dos de los planos proyectantes de la recta (1)
pueden escribirse en la forma ‘
y=mz+b,)

z2=nzx+c. f

(6)

Se les llama forma proyeccién de las ecuaciones de una recta. Esta
forma es 1itil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es
una ilustracién de esto.

Supongamos que las ecuaciones de una recta ! se nos dan en la
forma general (1). Queremos demostrar que ! est4 en un plano par-
ticular cuya ecuacién puede escribirse en la forma

Asz+ Bsy+ Csz+ Ds = 0. (7)

Un método, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de los
puntos de I y demostrar que satisfacen a la ecuacién (7). Un segundo
método consiste en demostrar que ! es perpendicular a la normal al
plano (7) y que uno de sus puntos estd sobre ese plano. Un tercer
método consiste en demostrar que la ecuacién (7) se convierte en una
identidad en z cuando y y # son reemplazadas por sus valores dedu-
cidos de la forma proyeccién (6) de . Un cuarto método es demos-
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2). En el
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer método.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
Ix+4y—22+4+7=0, x—y—-3z+4+3=0, (8)

estd contenida en el plano

x+6y+4z+1=0. )

Solucién. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecumacio-
nes (8), hallamos que las ecuaciones de la recta en funcién de los planos pro-
yectantes (forma proyeccién) son

1,19
2 +14'
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Sustituyendo estos valores de y y z en la ecuacién (9), obtenemos
x—3x—i;-+2x+1;—+l =0,

una identidad para todos los valores de x. Esto muestra que las coordenadas de
todos los puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuacién (9) del plano.

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustracién de
un concepto importante en el estudio y construceién de las curvas
generales en el espacio. Este tema serd considerado mds ampliamente
en el Capftulo XVII.

126. Reduccién de la forma general a la forma simétrica. Esclaro
que la forma simétrica de las ecuaciones de una recta es, frecuente-
mente, m4s conveniente que la forma general. Por ejemplo, dada
una recta, por su forma simétrica , es posible obtener inmediatamente
los nimeros directores de la recta y las oordenadas de uno de sus
puntos. Ademsés, la forma simétrica da también, inmediatamente,
las ecuaciones de los planos proyectantes; dada la forma general, es
necesario, casi siempre, eliminar una o mé#s variables. Por esto,
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la
forma simétrica. Este método quedard mejor explicado por medio de
un ejemplo.

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son
x+3y—z—4=0, x—y+z+4+6=0 nH
Hallar la forma simétrica.
Solucién. Del sistema (1), despejando x ¢n funcién de y se obtiene

=2yu+2
X —3 ’

y despejando x en funcién de z, resulta

_2z+ 14
* =7

Igualando estos resultados, tenemos

_2y+2= 2z 4 14
—3 °

x =7

Como en 1a forma simétrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios
¥ positivos, vamos a escribir estas ecunaciones en la forma

cm¥tl_2z2+47

% %"

o, para mayor claridad, en la forma

x y+tl _z+7

2 -3 -7



LA RECTA EN EL ESPACIO 381

La forma simétrica muestra que los numeros directores de la recta (1) son
[2, —3, — 7] y queel punto (0. — 1, — 7) estd sobre ella.

Se pueden obtener formas simétricas de la recta (1) despejando y en funcidén
de x y z, 0 z en funciénde x y y. En cada caso se obtendrin los mismos nti-
meros directores, pero las coordenadas del punto serin diferentes.

La reduccién puede efectuarse también hallando las coordenadas de dos pun-
tos de la recta (1) y aplicando la férmula de las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos.

Cuando se necesita obtener solamente los nimeros directores de una
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio
de los ntimeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
x—y+2z2-8=0, x+2y+82—-20=0, )

es paralela al plano-

3x — 2y +8—-5=0. 3

Solucién. Como la recta (2) estd en cada uno de los planos que la definen,
es perpendicular a cada una de las normales de estos planos. Los niimeros direc-
tores de estas normalesson [, — 1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi-
cio de los nimeros directores, los nimeros directores de la recta (2) son

-1 2
2 8

2 1
8 1

1 -1

==& 1, 2

- 3,

|- -

o sea [4, 2, — 1]. Los nimeros directores de la normal al plano (3) som
[3, — 2, 8]. Entonces, como

4.342(—2)—1.8=0,

se sigue que la recta (2) es perpendicular a la normal al plano (3) y, por tanto,
es paralela al plano.

EJERCICIOS. Grupo 58

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los planos proyectantes de la recta
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos planos proyectantes para construir la recta.

1. x+y+z=6, Ix—y—2m=2,

2. 2x—y+4z=8 x+3y—-5z=09.

8. Ix+2y—zm4, 4x—y+7z =14
4, x—~y—~z=2, 3x+2y+z=6.

6., 4x+3y~2z2=12, x—5y+10z=35,
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8. Las ecuaciones de una recta son
4x +2y—3z4+8=0, 2x —y+2z—-11=0.

Hallando las coordenadas de dos de los puntos de esta recta, demuéstrese que esta
enel plano 2x 4+ 7y — 12z +49 = 0.
7. Lasecuaciones de una recta son

x—4y+5z2-3=0, x+3y—-3z42=0.

Poniendo estas ecuaciones en funcién de los planos proyectantes, demuéstrese
que esta recta estien el plano 3x +2y —z +1 =0,
8. Las ecuaciones de una recta son

5x —4yA42z—-9=0, 2x+y+2z—-4=0.

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuéstrese que esti
enelplano x —6y — 2z — | = Q,

9. Demostrar que la recta esti en el plano

x+3=y—5=z+7
4 -1 2
x—2y—-3z-8=0.

10. Lasecuaciones de una recta { son
4x -2y +72—2=0, 3x+y—2z+4=0,

y la ecuacién de un plano 8 es 6x — 8y + 23z — 14 = 0. Obtener las ecuaciones
paramétricas de | y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuacién de d.
Demostrar que 1a ecuacién resultante es una identidad en el parimetro t y, por
tanto, que [ estien §.

11. Demostrar que la recta 7x —y —z4+8=0, 3x+5y—2z2-3 =0,
estd en el plano 5x — 17y 4 4z + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramétricas °
de la recta.

12. Si una recta es paralela a uno de los planos coordenados, demuéstrese
que tiene solamente dos planos proyectantes diferentes.

13. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

2x4+2y—z+4+3=0, x=-y+2z24+2=0,

y el punto (3, -1, 2).
14. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

x+4=y—l=3z—2
2 -1 6

y el punto (2, 0. —4).
15. Las ecuaciones de una recta son

4x+3y-z—-11l=0, x-3y+22+1=0.

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetracién o trazas en los
planos coordenados.

En cada uno de 1os ejercicios 16 y 17, redizcase la forma general dada a una
forma simétrica de las ecuaciones de la recta.
186, x—y+3z=4, 2x+y+3z=12.
17. 9x +2y —3z2 =18, x ~3y —5z = 15,



