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8. Las ecuaciones de una recta son
4x +2y—3z4+8=0, 2x —y+2z—-11=0.

Hallando las coordenadas de dos de los puntos de esta recta, demuéstrese que esta
enel plano 2x 4+ 7y — 12z +49 = 0.
7. Lasecuaciones de una recta son

x—4y+5z2-3=0, x+3y—-3z42=0.

Poniendo estas ecuaciones en funcién de los planos proyectantes, demuéstrese
que esta recta estien el plano 3x +2y —z +1 =0,
8. Las ecuaciones de una recta son

5x —4yA42z—-9=0, 2x+y+2z—-4=0.

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuéstrese que esti
enelplano x —6y — 2z — | = Q,

9. Demostrar que la recta esti en el plano

x+3=y—5=z+7
4 -1 2
x—2y—-3z-8=0.

10. Lasecuaciones de una recta { son
4x -2y +72—2=0, 3x+y—2z+4=0,

y la ecuacién de un plano 8 es 6x — 8y + 23z — 14 = 0. Obtener las ecuaciones
paramétricas de | y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuacién de d.
Demostrar que 1a ecuacién resultante es una identidad en el parimetro t y, por
tanto, que [ estien §.

11. Demostrar que la recta 7x —y —z4+8=0, 3x+5y—2z2-3 =0,
estd en el plano 5x — 17y 4 4z + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramétricas °
de la recta.

12. Si una recta es paralela a uno de los planos coordenados, demuéstrese
que tiene solamente dos planos proyectantes diferentes.

13. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

2x4+2y—z+4+3=0, x=-y+2z24+2=0,

y el punto (3, -1, 2).
14. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

x+4=y—l=3z—2
2 -1 6

y el punto (2, 0. —4).
15. Las ecuaciones de una recta son

4x+3y-z—-11l=0, x-3y+22+1=0.

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetracién o trazas en los
planos coordenados.

En cada uno de 1os ejercicios 16 y 17, redizcase la forma general dada a una
forma simétrica de las ecuaciones de la recta.
186, x—y+3z=4, 2x+y+3z=12.
17. 9x +2y —3z2 =18, x ~3y —5z = 15,
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-18. Demostrarque larecta x +3y+z+9=0, 4x+3y-2z4+12=0,
e'u paralela al plano 2x — 3y — 4z + 6 = 0.

19. Demostrar que la recta x -2y —z +7 =0, 2x — 10y +z 4+ 5 =0,
es perpendicular al plano 4x +y +2z -5 =0,

20, Demostrar que las rectas 2x +y+z =0, x —4y+2z+12=0, y
x+7_ 3y+4=9—z

2 -3 3 )

21. Demostrar que las rectas 2x +y — 2z +10=0, y+2z —-4=0, y

4 —4 X = V_"'}’ =z ;‘ N on perpendiculares,

22. Hallar el ingulo obtuso que forman las rectas

yx+y—2z2411=0 2x-y+2z-9=0.,

23, Demostrar que las rectas 6x + 5y + 5z =0, x+y+2z-1=0, y
7x+6y+7z—2=0, 7x + 2y — 21z ~ 86 = 0, son paralelas.

24. Demostrarque lasrectas 4x +y—z + 15 =0, x—y—2z+4+5=0, vy
2x+y+z+1=0, x —y+2z—7 =0, son perpendiculares.

25. Hallar el dngulo agudo formado por las rectas 2x +y — 4z — 2 = 0,
4x —3y+2z2-4=0, vy x+5y+z+1=0, x+y—z—-1=0,.

son paralelas.

2x+3= y+2=z—2
4 -2 -3

127, Posiciones de una recta y un plano. En este articulo consi-
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta I cuyos
niimeros directores son [a, b, ¢] ¥y un plano & cuya ecuacién es
Az+ By+Cz+ D =0,

La recta ! y el plano 8 son paralelos si y solamente si ! es per-
pendicular a la normal a 8. Por tanto, por el corolario 2 del teore-
ma 7, Artfculo 112, una condicién necesaria y suficiente para el
paralelismo de [ y & estd dada por la relacién

Aa+ Bb+ Cc=0. (1)

La recta I y el plano 8 son perpendiculares entre sf si y solamente
8i ! esnormal a §. Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7, Ar-
ticulo 112, una condicién necesaria y suficiente para la perpendicula—
ridad de I y & estd dada por las relaciones

A=ka, B =kb, C = ke, (2)

en donde k es una constante diferente de cero.
Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente

TroREMA 4. La condicién necesaria y suficiente para que la recla
cuyos numeros directores son [a, b, c¢] y el plano cuya ecuacién es
Ax+By+Cz+ D=0, :

a) sean paralelos, es Aa+ Bb+ Cec=0;

b) = sean perpendiculares, A =ka, B =kb, C=ke, (k#0).
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la reeta I no
es ni paralela ni perpendicular al plano 8. Sea !’ la proyeccién de 1
sobre 8. E] 4ngulo formado por la recta I y el plano d se define
como el dngulo agudo ¢ formado por la recta I y su proyeceién I’
sobre 3. Sea n la normal a d en P, punto de interseccién de ! y d.
Entonces las rectas n, [ y I’ estdn en un mismo plano y el dngulo ¢

Fig. 170

es el complemento de 6, el dngulo agudo formado por n y I. Pero,
por el teorema 7 del Artfculo 112, el Angulo agudo 6 estd determi-
nado por la relacién

| Aa + Bb + Cc|

VAT+B*+C vV at+ b+t

(3)

cos § =

Por tanto, como cos § = sen (90° — ) = cen ¢, se sigue que sen ¢
estd determinado por el segundo miembro de la ecuacién (3). De aquf
el siguiente

TeorEMA 5. El dngulo ¢ formado por‘ la recta cuyos nimeros
directores son [a, b, ¢] y el plano Ax+By+Cz+ D =0 es el
dngulo agudo determinado por la férmula

| Aa + Bb + Cel
VAFB +C vVatb+o

sen ¢ =

NoTA. EI teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta
deduccién se deja como ejercicio al estudiante. (Ver los ejercicios 3 y 4 del
grupo 59 al final de este capitulo.)

Ahora vamos a considerar la determinacién de la distancia d
(fig. 171) de un punto dado P: a una recta dada ! en el espacio.
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Por el punto P, hagamos pasar un plano d perpendicular a [ y sea
P’ el punto de interseccién. Entonces la longitud del segmento P’P;
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento eon un
ejemplo numérico.

2 ‘

A Z

Fig. 171 Fig. 172

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P1(6, — 3, 3) ala recta {:
2x+2y+z=0, 4x—y—32-15 =0.

Solucién. Por el artificio de los nimeros directores (Art, 113) hallames
que los nimeros directores de { son [1, — 2, 2]. Por tanto, 1a ecnacién del
plano & que pasa por P1(6, — 3, 3) y es perpendiculara [ es

I(x~6)—2(y+3)+2(z-3)=0,
x—2y+2z - 18 =0.

O sea,

Las coordenadas del punto P/, interseccion de [ y 8, son la solucién comin
(4, — 5, 2) de lasecuacionesde [ y 8. Por tanto, la distancia buscada es

d=|PPi|l=vV(®6 -4 F(—3+5)°+03 —2)2 =3.

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta.

Se demuestra en Geometria elemental que dadas dos rectas que se
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comiin,
y que esta perpendicular es la distancia més corta que existe entre las
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean I y & (figu—
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular
comiin. Por I1 hagamos pasar un plano 5 paralelo a I:. Sea P; un
punto cualquiera de l2. Entonces la distancia de P; a & es la distan—
cia buscada d = |ﬁ| Evidentemente, d es también la distancia
entre el plano d y el plano que pasando por I: es paralelo a I1.
Vamos a ilustrar la determinacién de d por un ejemplo numérico.

Lehmanne — 26
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Ejemplo 2. Hallar la distancia mis corta entre las dos rectas cruzadas
it 2x—-y+2z+43=0, x+y+2z+3=0;
y I3 x—y—2z—-1=0, 3x—2z2—-7=0,
Solucién., Por el Articulo 121, la familia de planos que pasan por [; es
x—-y+z+3+k(x+y+2z43)=0. 4)

Por el artificio de los niimeros directores (Art. 113), los ndmeros directores de
I3 son [1, — 2, 3]. Port tanto, por el teorema 4 antérior, para que un plano
de la familia (4) sea paralelo a I; debemos tener

124+ 4&)~2(—14+k)+3(1+28)=0,

de donde, & = — %. Sustituyendo este valor de k& en la ecnacién (4), obtene-
mos que la ecuacién del plano que pasa por [, y es paralelo a I3, es
x—4y—3z—-2=0. )

Las coordenadas de un punto Py de I3 son (0, 6, — 7). La distancia buscada d
¢s la distancia de P; al plano (5). Por el teorema 11 del Articulo 120, esta dis-
tancia es
J]0—4.6—-3(-7)—2]| —_
d= p—— =2 \/7.
VIta+3 %

EJERCICIOS. Grupo 59

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el sogulo que forman la recta X ;" 2_ —yl =2z 2_ 4 y el pla-
no 2x+3y~z+11 =0,
2. Hallar el Angulo formado por la recta

x=2y+z+4=0 x+2y+3z—-4=0,

yelplano 3x =7y + 82 —9=0.

3. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para el paralelismo de
ona recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola-
rio 2 del teorema 7, Art. 112.)

4. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para la perpendicularidad
de una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el coro-
lario 1 del teorema 7, Art. 112.)

6. Hallar 1a distancia del ponto (— 1, 2, 3) ala recta

x—=7_y+3 _z,
6 -7 "3

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) ala recta
ox+2y+z—4=0 6x—y—2z-=10=0.
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7. Demostrar que las rectas

x—-2_y—2_8-z2 x=1_2—-—y_z+3
3 ) 2 T3 oy S —

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas.

8. Demostrarquelasrectas x + 7y —z — 16 =0, x - y+z—-4=0, y
x+ 1lly—-2z=0, x —5y+2z —4 =0, son paralelas, y hallar la distancia
entre ellas.

9. Hallar la distancia mis corta entre las dos rectas que se cruzan

x—1_y+2_z-3 yx+2=y—2=z+l
2 1 1 -3 1 2

10. Hallar 1a distancia mis corta entre las dos rectas cruzadas
x+y+2z—-1=0, x—2y—z—-1=090,
y 2k —y+z~-3=0, x+y+z—1=0.
11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (3, — 1, 7) y es
x+2_3-y_z
-3 -1 2’

12. Hallar la ecuacidn del planc que pasa por el punto (2, 4, — 1) yes
paralelo a cada una de las rectas

y—3_=z+2 x—1_y+2_z-—-7
—_ 2. 7 T3 1 -1

perpendicular a la recta

x
1

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, — 2, 9) y es
perpendicular a cada una de las rectas
x—2__y _z+3 x+4_y—2_ _z

) 3 Y 1 T3 -2

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0, —3) vy es
x+6 y+2_4-—3z

37 -8 9 °

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6, 4, —2) yes
paralela a cadauno delosplanos x +2y — 3z +8=0y 2x - y+z~7=0.
x+2 _y-3_z

2

paralela a 1a recta

16. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta

-3 4
x—=1__y _z+7

lel la rect
y es paralelo a la recta —3 5

17. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

y—©6 z+3
7T =1

X
1
y el punto (4, — 3, 2).

18. Demostrar que 1a recta y el plano

x—2_3y4+1 _1-2
6 -6 3

2x =3y +6z+3=0

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos.
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19. Demostrar que las rectas

x+1_ y _z-2 x—=3_3-2% -2
2 -1 : T 2 ) ey

son paralelas, y hallar la ecuacidén del plano determinado por ellas.
20. Demostrar que las rectas

x—1 _y—4_z-5 x=2_ y—8 _z-11
) I AR A= 3 4

se cortan, y hallar la ecuacién del plano determinado por ellas.

21. Demostrar, analiticamente, que si dos planos paralelos son cortados
por un tercer plano, las rectas de interseccién son paralelas.

22. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (6, — 1, 3) y es
perpendicular a larecta 2x + 2y +z—4 =0, x —3y+4z+2 =0.

23. Hallar 1a ecuacién del plano gque pasa por el punto (2, 2, — 4) y es
paraleloacadaunade las rectas x +y—z+ 11l =0, x—y+2z2—-7=0, y
2x —3y—2z4+8w0, x+2y4+z-~-9=0,

24. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa porel punto (5, 1, — 1) yes
paralela a cada uno de los planos 3x—y+2z—5 =0y 2x+2y —3z4+9=0.

26. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, 6, — 5) y es
perpendicular a cada una de las rectas 3x —2y 43z 4+9=0, x+y—2z+13 =0,
y2x42y—5z4+10=0, x—y—z+3=0.

26. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta

Ix~y—2z+8=0, x4+6y ~2z—-7=0,

y el punto (1, — 2, 2).
27. Hallar la ecuacién del plano que pasa por l1a recta

5x —3y+2z+1=m0, x+3y—z+11 =0,
y es paralelo a 1a recta de ecuaciones
x+4y —3z—-2m=0, 3x—y-+4z—9=0.
28, Demostrar que la recta
Ix—y—z+1=0, 7x =2y ~3z24+3=0,

y el plano x + y — 3z + 8 = 0 son paralelos, y ballar 1a distancia que hay
entre ellos.

29. Demostrarque lasrectas x — 2y +2z —4 =0, x+4y+8z-+8 =0,
yx+y+5z—5=0, x+8y+ 12z —12 =0, son paralelas, y hallar la
ecuacién del plano que determinan,

80. Determinar la distancia d del plano 8: 3x — 12y 4z —3 =0 al
punto P, (3, — 1, 2) por el siguiente procedimiento. Héllense las coordenadas
del punto P/, pie de la perpendicular trazada de P; a 8. Luego determinese d
como la longitud del segmento P’/P,.



CAPITULO XVI1
SUPERFICIES

128. Introduccién. El presente capitulo lo dedicaremos al estudio
de la ecuacién rectangular en tres variables,

F(z,y,2)=0. (1)

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de
los conceptos fundamentales relativos a la ecuacién

f(z,y)=0,

como representacién analftica de un lugar geométrico, estudiados en
el Capfitulo II.

Vimos en en el Capitulo XIV que todo plano se representa analfti-
camente por una #nica ecuacién lineal de la forma

Az+ By+Cz+D=0.

De una manera mds general, veremos que, si existe una representa-—
cién analitiea de una figura geométriea considerada por nosotros como
una superficie, tal representacién consistird en una 4nica ecuacién
rectangular de la forma (1). Por ejemplo, se puede demostrar ficil-
mente , por medio de la férmula de la distancia entre dos puntos (teo-
rema 1, Art. 108), que la superficie esférica de radio r y con centro
en el origen se representa, analiticamente, por la ecuacién

2ty +2 =

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente
DeriNici6n. Se llama superficie al conjunto de puntos, y sola~
mente de aquellos puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola ecua-
cién de la forma (1).
El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definicién .
Como de ordinario, las coordenadas de un punto estdn restringidas a
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valores reales. La definicién establece que, si una ecuacién de la
forma (1) representa un lugar geométrico, ese lugar geométrico es
una superficie. Y reciprocamente, si una superficie puede represen-
tarse analfticamente, tal representacién es una sola ecuacién de la
forma (1).

Aunque la ecuacién (1) contiene tres variables, la ecuacién de una superficie
puede contener solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior-
mente que una ecuacién de 1a forma x = k. en que k es una constante cualquie-
ra, representa un plano paralelo al plano YZ. Ademis, veremos mis adelante
que una ecuacidén de la forma

x? 4y =4, €3

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en
tres dimensiones, el lector debe cuidarse de referirse a laecuacién (2) como una
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambigiiedad. generalmente es mejor
referirse a la ecuacién (2) como a ‘‘la superficie x2 4 y2 = 4"’ o ‘‘el cilin-
dro x2 4+ y3 =4"'".

Toda ecuacién de la forma (1) no representa necesariamente una superficie.

Por ejemplo, la ecuacién
¥ty t42t+7 =

tiene un nimero infinito de soluciones o ternas de valores para x, y y z. Pero
en ninguna de las ternas son reales los tres valores. Por tanto. en nuestra Geo-
metria real, decimos que esta ecuacién no representa ningdin lugar geométrico.
Podemos anotar también que la ecuacién

x3 4+ y24+422=0

tiene solamente una solucidén real, quees x =y = z = 0, y, por tanto, su lu-
gar geométrico esti constituido por un solo punto, el origen.

129. Discusion de la ecuacién de una superficie. En la construc-
cién de curvas planas (Art. 19), vimos que era particularmente ven—
tajoso discutir la ecuacién de una curva antes de trazar su grifica
correspondiente. Andlogamente, es ventajoso discutir la ecuacién de
una superficie antes de construirla. Limitaremos nuestra discusién a
los cinco pasos siguientes :

1. Intercepciones con los ejes coordenados.

2. Trazas sobre los planos coordenados.

3. Simetria con respecto a los planos coordenados, ejes coorde-
nados y al origen.

4. Secciones por planos paralelosa los planos coordenados.

5. Extension de la superficie.

Los dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu—
lo 116. Por tanto, dedicaremos el resto de este articulo a una discu-
sién de los tres pasos restantes.
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En el Artfculo 16 dimos las definiciones para la simetria de una
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi-
niciones no cambian cuando la palabra ‘‘curva’’ es reemplazada por
la palabra ¢ ‘ superficie’’. Queda por defininir la simetria con respecto
a un plano.

Derinicién.  Se dice que dos puntos diferentes son siméiricos con
respecto a un plano si y solamente si el plano es perpendicular al seg—
mento que los une en su punto medio.

Agf, los puntos P1 y P: (fig. 173) son simétricos con respecto al
plano & siempre que el plano sea perpendicu-
lar al segmento P1P; en su punto medio. El
plano d se llama plano de simetria.

DeriNici6n. Se dice que una superficie P é
es simélrica con respecto a un plano de sime- !
tria d si el simétrico de cada punto de la su-
perficie , respecto al plano &, es también un
punto de la superficie.

Las pruebas para determinar la simetria de Fig. 173
una superficie & partir de su ecuacién pueden
obtenerse por los mismos métodos empleados para deducir las pruebas
andlogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto, el
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla .

Si la ecuacién de 1a superficie La superficie
no se altera cuando las varia- es simétrica
bles x, y y z son reemplaza- con

das por respecto al
- X, Y, Z plano YZ
X, -y, Z plano XZ
x, Yy, — 2 plano XY

- X, -y, z . eje Z

-—x, 4y —z eje Y

x, — 4y, —Z eje X

— X, — Y —Z origen

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul~
tados. '

TrorEMA 1. 87 la ecuacion de una superficie no se altera cuando se
cambia el signo de unu de las.variables, la superficie es simélrica con
respecto al plano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y
rectprocamente .
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TrorEMA 2. 8¢ la ecuacién de una superficie no se altera cuando se
les cambia el signo a dos de sus variables, la superficie es simétrica con
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo
no se cambid, y reciprocamente.

TeOREMA 3. 8t la ecuacién de una superficie no se altera cuando
sus tres variables cambian de signo, la superficie es simélrica con respecto
al origen, y rectprocamenie.

Supongamos que la ecuacién de una superficie es
F(zr U.Z)=0- (1)

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu—
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de
planos paralelos a los planos coordenados. Por ejemplo, los planos
paralelos al plano XY pertenecen a la familia cuya ecuacién es z = &,
en donde & es una constante arbitraria o pardmetro. Entonces, de la
ecuacién (1), tenemos que

F(z,y,k)=0, 2=k, (2)

son las ecuaciones de la curva de interseccién del plano con la superfi-
cie, correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina—
da. Y como la curva (2) est4 en el plano z = k, puede determinarse
su naturaleza por los métodos de la Geometria analitica plana.

El concepto de la extensién de una superficie es andlogo al de
ln extensién de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17.
Si se da la ecuacién de una superficie en la forma (1), se puede
ver de despejar una de las variables en funcién de las otras dos.
Si, por ejemplo, despejamos z en funcién de z y y podemos
escribir la ecuacién en la forma

z=f(z,y). (3)

Una ecuacién en la forma explicita (3) nos permite obtener los inter—
valos de variacién de los valores reales que las variables pueden tomar.
Esta informacién es til para determinar la localizacién general de la
superficie en el espacio coordenado ; también indica si la superficie es
cerrada o indefinida en extensién.

130. Construccién de una superficie. En este articulo vamos a
ilustrar la discusién de la ecuacién de una superficie y la construccién
de la misma mediante varios ejemplos.
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Ejemplo 1. Discutir 1a superficie cuya ecuacidn es
x¥ -yt —4z = 0. )

Construir la superficie.

Solucién. 1. Intercepciones. Las Gnicasintercepciones con los ejes coor-
denados estin dadas por el origen.

2. Trazas. La traza sobre el plano XY es un solo punto, el origen. La
traza sobre el plano XZ es la paribola x? = 4z, y = 0. La traza sobre el pla-
no YZ esla paribola y2 = 4z, x = 0.

3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ, al pla- -
no XZ yaleje Z.

4. Secciones. Los planos z = k cortan a la superficie (5) en las curvas

x24y? =4k, z =k,

que constituye una familia de circunferencias, para todos los valoresde & > 0.
Los planos y = & cortan a la superficie (1) en las paribolas

R?
? = - = = kR
x 4 (z 2 ) Yy
y los planos x = k cortan a la superficie (1) en las paribolas

V’=4(z—%’), x = k.

5. Extension. La ecuacién (1) muestra que las variables x y y pueden
tomar todos los valores reales, pero la variable z estd restringida a valores posi-
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plano XY,
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY.

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todas las secciones
paralelas al plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan
del plano XY, La parte que esti en el

primer octante aparece en linea gruesa. z
Esta superficie se llama paraboloide de %
revolucién.
Ejemplo 2. Discutir 1a superficie
cuya ecuacién es !
x4z —2m=0. ) -
Construir la superficie. a4 ?’7\\‘
Solucién. 1. Intercepciones. Las 4
intercepciones con el eje X son = v/ 2. t
Con el eje Y no hay intercepcién. La (y) Y

intercepcidn con el eje Z es 2.
2. Trazas. Las trazas sobre el pla-
no XY sonlasrectas x = V2,z =0, Fig. 174

y x=—vV'72, z=0. La traza sobre
el plano XZ es la paribola x? = —(z —2), y = 0. La traza sobre ¢l pla-
no YZ eslarecta z=2, x=0.
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3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano Y Z.
4. Secciones. Sicortamos la superficie (2) por los planos z = k se obtie-

nen las rectas x = = /2 — k, z = k, siempre que R <2. Los planos y = k
cortan a la superficie en las paribolas x? = —(z —2), y = k. Los planos
x = R cortan a la superficie en lasrectas z = 2 — k¥, x = k.

5. Extensién. Por la ecuacién (2) vemos que no bay restricciones para
los valores que x y y pueden tomar, Pero la variable z no puede tomar valores
mayores de 2. - Por tanto, la superficie esti en su totalidad abajo o en el plano
z =2 y es indefinida en extensidn.

Z
A
~
\
I=——f = h———f -
0,/ -
z Y
’
L
Fig. 175

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi-
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio-
nes paralelas al plano XZ son parabolas congruentes. En vista de esta ultima
propiedad, la superficie se llama cilindro parabélico.

EJERCICIOS. Grupo 60

En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya
ecuacién se da.

1. x24 y? + 22 =4, 12, y2+2z2 =09,

2. 4x2 4 4y? + 2?2 = 4. 13. 9x2 4 36y2 + 1622 = 144,

3. x¥+4 y?2 =125, 14. 9x2 — 4y? + 322 = 36.

4., x24+y?2—-923=9, 15, 3x%2 — 6y2 4 2z2 = 6.

8. 9x? — 4y? — 422 = 36. 16. y2 —4z+ 4 =0.

6. X2 4 472 = 16, 17. x? —4x +2y + 12 = 0.

7. y? —2? =25, 18, 3x24 322 —12x — 6y + 12 = 0.
8. x?24 22 -9y =0. 19, x2 —~4y3 4 22 =0,

9. x2+4 yi—z2=0. 20, x3 —2y? — 2224 2x = 1.

10. y2—4x =0. 21, y? -~ x3=0,

11, x24+ y2 4+ 2242x—4z4+1=0.
22, z2+4 4x — 4z =4,
23, x?2 —3y? — 423 =0,
24, x2—y? -2z =0.
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25. Explicar cémo se deducen los teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129.

26. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a dos de los
planos coordenados también lo es con respecto al eje coordenado contenido en
ambos planos.

27. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cada uno de
los planos coordenados también lo es con respecto al origen.

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero.

29. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cualquiera de
los planos coordenados vy al eje coordenado perpendicular a ese plano, también
lo es con respecto al origen.

30. Demostrar que la ecuacién y? — z? = 0 representa dos planos que se
cortan, Trazar estos planos.

131. Ecuacién de la superficie esférica. En nuestro estudio ana-
litico de la esfera, s6lo nos interesa su superficie. Por esto, algunas
veces, usaremos como sinénimos los términos esfera y superficie esfé-
rica. El estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia
que existe entre las caracteristicas de la superficie esférica y los resul-
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria
apalitica plana (Capitulo IV).

La superficie esférica se define como el lugar geométrico de los pun—
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante
se llama radio y el punto fijo cenlro. De esta definicién y del teore-
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1
del Articulo 39).

TrEOREMA 4. La ecuacion de la superficie esférica cuyo cenlro es el
punto (b, k, 1) y cuyo radio es la constante t es

x—h)2+(y—k)X+ (z—1)}¢=r2 (1)

CoroLARIO. La superficie esférica cuyo ceniro es el origen y cuyo
radio es la conslante dada t liene por ecuacién

Xt +y? + 22 = 12,

La ecuacién (1) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de
la ecuacién de la esfera. Si desarrollamos esta ecuacién y ordenamos
los términos, obtenemos una ecuacién de la forma

2?2+y+2+G+Hy+ 12+ K = 0. (2)

La ecuacién (2) es la llamada forma gemeral de la ecuacién de la
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por
tanto, una superficie esférica queda perfectamente determinada
por cuatro condiciones independientes. Asi, por ejemplo, cuatro
puntos no coplanares determinan una superficie esférica .
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132. Coordenadas esféricas. En este articulo vamos a considerar
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que estd estrechamente
asociado con la superficie esférica .

Sea P(z, y, z) (fig. 176) un punto cualquiera de una superficie
esférica de centro el origen y radio r. La ecuacién de la superficie es,
evidentemente,

22+ gyt =, (1)

La poreién de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la
figura 176. Por el punto P y el eje Z pasa un plano que corta al

plano XY en la recta I. Denotemos por # el dingulo formado porl y
la parte positiva del eje X, y por ¢ el formado por el radio OP y la
parte positiva del eje Z. Designemos por P/, A, B y C, respecti-
vamente, las proyecciones del punto P sobre el plano XY y sobre log
ejes X, Yy Z. SBea |-0_IT’|==|Z‘_I_’|=_8.

Del tridngulo rectdngulo OPC tenemos

s=rsen ¢,

De los triingulos rectdngulos OAP’, OBP’ y OP'P, tenemos, res-
pectivamente ,
z=38cosf =rsend cosd,

y=28sen§ =rsendsend,
2= P'P =17ygen (90° —¢) = r cos ¢.
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Evidentemente, de las relaciones
z=rsendcosd, y=rsendsend, z=rcoso, (2)

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esférica (1)
cuando se conocen los valores de r, ¢ y 6. Por esto estas cantidades
se llaman coordenadas esféricas del punto P y se escriben asi: (r, ¢, 4).
De una manera m4s general, si dos rectas cualesquiera, intersectantes
y perpendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su
interseccién O, se toman como elementos de referencia, entonces con
las eoordenadas esféricas (r, ¢, 6) se puede localizar cualquier punto
en el espacio. Tenemos asf un nuevo sistema llamado sistema de coor-
denadas esféricas.

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se
localiza por su latitud, el complemento del 4ngulo ¢, y su longitud #
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridiano
principal. De acuerdo con esto, las coordenadas ¢ y 6 se llaman,
respectivamente , colatitud y longitud del punto P. La coordenada r
se llama radio vector del punto P. ’

La longitud 6 puede medirse, como en Trigonometria, tomando
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apéndice IC, 1). Para
que las coordenadas esféricas (r, ¢, §) representen un punto unico
en el espacio, restringimos sus valores a los intervalos

r>0, 05¢<ax, 054 <2x.

Eliminando ¢ y 6 de las relaciones (2), obtenemos la ecuacién (1).
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos
que las relaciones (2) son las ecuaciones paraméiricas de una superficie
esférica de centro el origen y radio r, siendo las variables ¢ y 6 los
pardmetros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor—
macién entre los sistemas coordenados rectangular y esférico. Si des-
pejamos r, ¢ y 6, obtenemos

r=Vze+y*+2', ¢ =arccos 0=arctg-%, (3)

2
vVzi+yt + 2’
las cuales pueden emplearse también como ecuaciones de transforma-

cién entre los dos sistemas.
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

TeoremMA 5. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor—
denadas esféricas (r, ¢, 8) de un punio en el espacio estdn ligadas por
las relaciones

x=rendcosf, y=rsendsend,z=rcosd. ..
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse
por medio de estas ecuaciones y de las siguienltes relaciones obtenidas
de ellas:

y

r=vx*+y?+ 22, ¢=arccos 0 = arclg > .
X

z
.\/ x? + yz + P
Las variaciones para v, ¢ y 0 estdn dadas por los intervalos .

r20, 05¢<gx, 0<4<2n.

EJERCICIOS. Grupo 61

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131.

2. Hallar la ecuacién de la superficie esférica cuyo centro es el punto
(3, 2. —2) yqueestangenteal plano x +3y — 2z +1 = 0.‘

3. Hallar la ecuacién de la superficie esférica cuyo centro esti sobre el eje X
y que pasa por los dos puntos (3, — 4. 2) y (6. 2, — 1).

4. Hallar el centro y radio de la superficie esférica cuya ecuacién es

x24+y2 427 -8x4+6y—12z4+12=0.
6. Hallar el drea de l1a superficie esférica cuya ecuacion es
Ox3 4 9y2 4 922 — 36x 4 12y — 182 + 13 = 0.
6. Laecunacién de una superficie esférica es
x¥ 4 y? 42246y —4z4+9=0.

Hallar 1a ecuacién de la superficie esférica concéntrica con ella que es tangente
al plano 2x -3y 4+ 2z 4+4=0.

7. Obtener la ecuacidn de la superficie esférica que pasa por cuatro puntos
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3, Art. 41.)

8. Hallar la ecuacidn de l1a superficie esférica que pasa por los cuatro pun-

tos (8,2,2), (4,3, —3), (-1.2,5)y (4. 3, —7).
9. Demostrar que el plano tangente a la superficie esférica
3+ yitz? =2
en el punto P1(x1. y1. z1) tiene por ecuacién x;x + yiyv + z:1z = r2.

10. Hallar la ecnacién de la superficie esférica que pasa por el punto
(=1, 6, —3) y es tangente al plano 4x 4 4y +7z — 9% =0 en el pun-
to (7, 3, 8).

11. La traza de una superficie esférica con el plano XY es la circunferencia
x2 4+ y? —2x —4y — 3 =0, z =0, Hallar la ecuacién de la superficie si pasa
por el punto (3, 4, 2). '

Los ejercicios 12-17 se refierep a las esferas

Si=x4+y*+ 224+ G-+ Hiy+ lz 4+ Ke=0, ¢=1,12, 3, 4.
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12. Demostrar que para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecua-
¢ién Sy + kSz = O representa la familia de esferas que pasan por la interseccién
de las esferas S§; = 0 y Sa = 0, con excepcién de la esfera §3 = 0.

18. Silasesfvras S =0 y S3 = 0, noson concéntricas, demuéstrese que la
ecaacién §; + kSz = O representa un plano para kK = — |. Este plano se llama
plano radical de las dos esferas.

14. Silas esferas S) = 0 y S2 = 0 son tangentes entre si, demuéstrese que
para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecuacién S; + kS3 = 0 repre-
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto comin,
con excepcidon de la estera S3 = 0.

15. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan-
gente comiin,

16, Si de las tres esferas, §; =0, Sa =0, S5 =0, no hay dos que sean
concéntricas, y si no tienen una linea de centros comGn, demuéstrese que sus
tres planos radicales se cortan en una recta comin. Esta recta se llama eje radical
de las tres esferas.

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares, y si de las cuatro
esferas no hay dos que sean concéntricas, demuéstrese que sus planos radicales se
cortan en un punto comin. Este punto se llama centro radical de l3s esferas.

18. Hallar la ecuacién del plano radical de las dos esferas

x34+y?+ 22 -2x4+4y—-6z4+10=0
y x4+ y?* 4z +8x—2y +4z+ 12 =0.

19, Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas
x24y?4+22—-2x—-2z41=0,

x24+y? 4 z2 —8x ~4y—6z+25=0,

y x34y?4224+6x 42y +6z 418 =0.

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas

X4 y?tz3=4, x24y? 422 —2x—4y+6z2+4+13 =0,
x24+y? 4224+ 4x44y—4z+4+11 =0
y x2+ y?+ 23 —4x -6y — 8z 425 = 0.

21. Hallar Ja ecuacién de la superficie esférica que pasa por la circunferencia

de interseccidn de las dos superficies esféricas
x24 y3 423 —-2x4+2y —4z2+2=0
y x4+ y? 423 —4x—2y —6z+4+10=0,

y que también pasa por el punto (— 2, 4, 0).
22. Hallar 1a ecuacién de la superficie esférica que pasa porla circunferencia
de interseccién de las superficies esféricas

x4+ y? 422 -4x—~-8y4+6z412=0
y x¥ 4yt tz2 —dx 4y —6z—-12=0,

y es tangente al plano x + 2y — 2z =3, (Dos soluciones.)
23. Eliminando los parimetros 0 y ¢, demostrar que

x=rsen¢g cosh, y=rsen¢send, z = cos¢

son las ecuaciones paramétricas de 1a superficie esférica x2 4 y? 4 z2 = 2
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24. Obtener las relaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Articulo 132.

25. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas esféricas son (1, 60°, 30°) y
(2, 45°, 120°) . Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

28. Hallar las coordenadas esféricas de cada uno de los puntos cuyas coorde-
nadas rectangulares son (3, — 4, 0) y (6, 3, 2).

27. La ecuacién rectangular de una superficie esférica es

x3 4+ y? 4+ 22 = 4y.
Hallar su ecuacién en coordenadas esféricas.

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas esféricas: a) x+4y=0: b)) y—2=0;: ¢) x?+4+y? =4
d) x3+y*+222=4; ¢) x4+ y2—22=0.

20. Hallareidentificar la ecnacién rectangular de la superficie cuya ecuacién
en coordenadas esféricas es: aq) r=3; b) 0= %; c) r—2cosgp =0,

80. Transformar las siguientes ecuaciones de coordenadas esféricas a rectan-
gulares: gq) r=4; b) rsengpsenf=7; ¢) r =3 cos¢.

133. Ecuacién de una superficie cilindrica. Se Hama superficie
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que

1 P'(O.y-'z'

/O -

Fig. 177

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre
por una curva fija dada.

La recta mévil se llama generatriz y la curva fija directriz de la
superficie cilindrica .

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la
directriz es una eurva contenida en uno de los planos ecoordenados. Por
ejemplo, sea C (fig. 177) una porcién de la direetriz contenida en el
plano YZ, y sean [a, b, c] los nimeros directores de la generatriz
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de
la curva C en la forma

fly,2)=0, z=0. ’ (1)
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Bea P(x, y, z) un punto cualquiers de la superficie, y supongamos
que la generatrig que paea por P corta a C' en el punto P/{0, ¥, 7).
Entonces, las epuaciones de esta generatriz son

Z_¥—v_z2-7
a b c

(2)

Ademés, como P’ estd sobre C, sus coordenadas eatisfacen a las
ecuaciones (1), ¥ tenemos

Iy,#)=0, #=0. (3)

Por la definicién de superficie cilindrica, el punto P puede estar sobre
la superficie si y solamente si sus coordenadas (z, y, ¢) satisfacen a
las ecuaciones {2) ¥ (3) las cuales constituyen un sistema de ocuatro
ecuaciones independientes. De eatas cuatro ecuaciones podemos eli-
minar las tres cantidades 2, ¢ y #' considerindolss eomo parime-
tros {véase el Artfculo 95). E! resultado es una sola ecuacién en las
tres variables z, y v z, ¥ ésta s la ecuacién buscada de la superficie
cilindrica .

Ejemplo 1. Hallar la ecvacion de la superficie cilindtica cupa directriz es la
paribola
Nmdy, =0 {4)
z
contenida en ¢l plano XY, ¥ coyas gene- b
rateices tienen por ndmecos direcrores
[1l. 1. 3].

Bolucién. Sapongamas gue la genera-
triz gue paga pcér un punto cualquiera
P(x, y. z) (fig. 178) de la quperficie cor-
ta a la direciriz en el punto P'{x’. ¢'. 0}).
Entonces, las ecuaciones de esta genera-
ez son

x—x_y~—¢_z 5
1 1 3’ &

También, come P’ estd sobre la paribo-
la (4). tepemos

x'Tmdy!, 7' =0, &)

Fig. 178

Eliminando x'. y’, z' de las ecoaciones
{5) ¥ (6) por sustitucién de [os valoreade x! y p’ dados por las ecuaciones (¥)
en la primera de laa ecnaciones (6}, obtenemos

Ox? o 22 m= Bz = 36y + 112 = Q, 7)

qne ea |2 scnacion buscada de la superficie. ET estudiante debe abservar que ia
teaza de la soperficie (7) sobre ¢f plano XY esla directriz (4).

Lehmanm — 2B,
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Acabamos de considerar la determinacién de la ecuacién de una
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los
numeros directores de sus generatrices. Para el problema inverso, a
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y los ndimeros directores
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuacién,
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo. Mids ade-
lante (Art. 137, ejemplo 3), consideraremos otro método que es apli-
cable en algunos casos.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
4 yd 4222 4 2xz ~2yz = | (8)
representa una superficie cilindrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y los
nimeros directores de sus generatrices.
Solucion. De la definicién de superficie cilindrica se deduce que las sec-
ciones hechas por planos paralelos al plano de 1a ditectriz son curvas congruen-

tes con la directriz. Asi, las secciones de la superficie (8) hechas porlos planos
z = R son las curvas

x3+ y? + 2824+ 2kx —2ky =1, z =R,
1as cuales pueden escribirse en la forma

(x+RrR2+(y—k)2=1 z=r¢t )

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el
valor de k. En particular, para & = 0, tenemos la circunferencia

x?+y?=1, z=0, (10)

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz
es la circunferencia (10).

Evidentemente, la recta que une el centro (— k, k, k) de cualquiera de las
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0) de la directriz (10) es patalela a
las generatrices. Como los némeros directores de esta recta son [— 1, I, 1],
éstos son también los niimeros directores de las generatrices.

El estudiante debe construir Ya superficie (8).

Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares
al plano de su directriz, se llama recta y, en caso contrario, oblicua.
Las superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere-
mos m4s adelante en el Capitulo XVII. Por el método empleado en
el ejemplo 1, podemos ficilmente demostrar que la ecuacién de una
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en
ese plano coordenado. Ademé4s, el lugar geomélrico plano de esta
ecuacién es la directriz. Por ejemplo, la superficie cilindrica recta
cuya directriz es la circunferencia y* + z’ =9, z=0, se representa
por la ecuacién y? +2* = 9. S
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Reciprocamente, por el método del ejemplo 2, acabado de explicar,
podemos demostrar que una ecuacién que carezeca de una variable
representa una superficie cilindrica recta cuyas generatrices son per-
pendiculares al plano coordenado en el cual no se mide la variable
ausente, y cuya directriz es el lugar geométrico plano de esta ecuacién.
Por ejemplo, la ecuacién z* — y® = 4 representa una superficie cilin-
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al plano XY y cuya
directriz es la hipérbola 2* —y* =4, z=0.

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente

TrorREMA 6. Una ecuacién representa una superficie cilindrica
recla, cuyas generatrices son perpendiculares al plano coordenado que
contiene a la directriz, st y solamenie si carece de la variable no medida
en ese plano. El lugar geomélrico plano de esta ecuacidn es la direciriz.

Si la directriz de una superficie cilindrica es una circunferencia, la
superficie se llama circular. Andlogamente, tenemos superficies cilin-
dricas parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas. Puede también anotarse
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta.

134. Coordenadas cilindricas. En este articulo estudiaremos las
coordenadas cilindricas, que, como las coordenadas esféricas (Ar-
ticulo 132), son muy ttiles en cier-
tas partes de otras ramas de las z
Mateméticas. A

Sea P(z, y, z) (fig. 179) un
punto cualquiera de la superficie
de un cilindro circular recto de

radio T cuyo eje es el .eje Z. I..;a AN Plz,y,9
ecuacién de la superficie es, evi- W
dentemente , .

24yt =1t (1)

. Ok—--— —:li—.r— L)Y

Una parte de la superficie que o T s
queda en el primer octante se ha /’ L2
representado en la figura 179. Por =D

el punto P y el eje Z hagamos /

pasar un plano que cortari a la X

superficie en una generatriz cuyo Fig. 179

punto de interseccién con el plano

XY serd el punto P’. Sea | opP’ | = r, y designemos por 6 el dngulo
formado por OP'’ y la parte positiva del eje X. Entonces tenemos las

relaciones -
z=ré§0, y=rsenf, 2=z, ' (2)
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las cuales, evidentemente, permiten lecalizar cualquier punto de la
superficie cilindrica (1) cuando se conocen los valores de r, § y z.
Por esto, estas cantidades se llaman coordenadas cilindricas del pun-
to P y se escriben (r, 6, z). De una manera més general, si un
punto fijo (el origen O), una recta fija (el eje X) y un plano dado
(el plano XY) son tomados como elementos de referencia, entonces,
con las coordenadas cilindricas (r, 8, z), se puede localizar cual-
quier punto en el espacio. Tenemos asf el sisiema de coordenadas
cilindricas.

El dngulo ¢ puede medirse, como en Trigonometria, con la parte
positiva del eje X como lado inicial. Para que las coordenadas cilin-
dricas (r, 6, z) representen un punto tnico en el espacio, restringimos
los valores de r y 6 a los intervalos

r>20, 050 <2=x.

La coordenada z no se sujeta a ninguna restriceién, sino que puede
tomar cualquier valor real .

Eliminando 8 y z de las relaciones (2), obtenemos la ecuacién (1).
Por tanto, las ecuaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de la
superficie cilindrica circular recta (1), siendo las variables 6 y z los
parimetros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor- -
macién entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas.
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos, como en el sistema
de coordenadas polares de la Geometria analitica plana (Art. 81), las

relaciones
0 y Y.,
r=vV+y’, gmarctg_, sen 0= g

2z
cos § == \/m ’

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformacién entre

los dos sistemas.
Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si-

guiente

TEOREMA 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor-
denadas cilindricas (r, 6, z) de un punto en el espacio estdn ligadas
vor las relaciones

X=rcosf, ymrsenf, z=z.



SUPERFICIES 405

Se pueden efectuar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de
ellas.

—_— y y
r=v x®+y?, =arcig -, sen0=———'\/;,—_*_—y;,

X
cos § = \/m .

Las variaciones para r y 6 estdn dadas por los intervalos
r20, 0560 <2n.

NoTA. El sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente, una exten-
si6n al espacio del sistema de coordenadas polares del plano.

EJERCICIOS. Grupo 62

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133.

En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica
recta cuya ecuacidén se da,

: Q/;’LLZ 2, yi4zim4, (\)15‘6. yitzm=m2,

*\L{{ 8. x3—4z =0, )‘\~)\*7. x4+ y?t—2y =0. 70010
R ‘07'\94. 9x? + 4y? = 36, 8. x¥ 4 zK% =2.

T B, oyt - 422 = 36. 9. xH¥+y¥=l.

En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de 1a directriz y los
nimeros directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la
ecuacidn de la superficie y efectuar su representacién grifica.

Qa\;rvm. y=4x, z=0; [1, -1, I].
WoIL, 2242221 yg=0: [2 1, —1].
GO12, x2—y? =1, z=0; [0, 2, —1].
‘}\OV‘IS. x24+y=1, z=0; [2,0,1].
B.Ce"}"‘ 4x2 4+ 22+ 4z’'=0, y=0; [4, 1, 0]. F\’-€d7

En cada uno de los ejercicios 15-17, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cilindrica, y hillense las ecuaciones de su directriz y los na-
meros directores de sus generatrices. Constriyase la superficie,

15, x?2+ y?+ 522+ 2xz +4yz — 4 = 0.
16, 17x2 4+2y*+ 23— 8xy —b6xz ~2 = 0.
17. xz+2yz—1=0.
18. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se

mueve de tal manera que sg distancia del plano XY es siempre igual a 1a mitad
del cuadrado de su distancia def eje Y. Construit i3 superficie.
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19. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre
igual a su distancia del plano x — z = |. Hallar e identificar la ecuacién de su
lugar geométrico.

20. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45°, —2) y
(2, 120°, 4). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cuyas coor-
denadas rectangulares son (3, 4, —7) y (5, — 12, 8).

22, Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas cilindricas: a) 2x =y; b) x¥+y?-2y=0: ) x?+yltz3=4;
d) x¥—23=4; ) y? =4z.

23, Transformar las signientes ecuaciones de superficies de coordenadas
cilindricas a rectangulares: a) r=2; b) r=2z; c) r=4cosh:
d) r(cos@+senf)— z =4; ¢) rdsen?d = 4(1 — z?).

24, Sean r = R;, @ = ka., z = ks, en donde A, k3 Y ks son constantes
arbitrarias independientes o parimetros, las coordenadas cilindricas (r, 8, z)
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre-
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una
de estas familias.

En cada uno de los ejercicios 25-30, demuéstrese que !a ecuacién dada en
coordenadas cilindricas representa una superficie cilindrica, y constriyase dicha

superficie.
26, r = 2 sen 4. 28, r—rsen 6 =2,
28, 2r+rcosf =1, 29. r=2(1+4+ cos#).
27. r—~2rcos = 1. 30. r? = 2 cos 26.

135. Ecuacién de una superficie conica. Se llama superficie cénica
la engendrada por una lnea recta que se mueve de tal manera que pasa
siempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el plano
de esa curva.

La recta mévil se llama generatriz, la curva fija dada directriz y el
punto fijo dado vértice de la superficie c6nica. Las diversas posiciones
de la generatriz forman las generatrices de la superficie ¢cénica. Evi-
dentemente, el vértice divide a la superficie en dos porciones distintas ;
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie cénica .

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del
vértice, se puede obtener la ecuacién de la superficie, como para la
superficie cilfndrica (Art. 133), por el método de los pardmetros.

Ejemplol, Hallarlaecuacidn de la superficie cédnicacuya directriz es laelipse
4x2 + 22 m ], y=4, 1)
y cuyo vértice es el punto V (1, 1, 3).

Soluci6n. Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualqguiera
P(x, y. z) dela superficie corta a la directriz en el punto P/ (x/, ¢/, z’), tal
como aparece en la figura 180. Las ecnaciones de esta generatriz son

x—=1 _y=—=1 _2z-3 1
x' =1 y -1 2 =3 @
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Ademis, como P/ estd sobre la elipse (1), tenemos
4xI2 + Z” = 1' yl = 4_ (3)

De las cuatro relaciones dadas por las ecnaciones (2) y (3). podemos eliminar
las tres cantidades x/, ¢’ y z’, considerindolas como parimetros. Esta elimi-
nacién puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor ¢/ = 4
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2). Después, de estas altimas ecuacio-

Fig. 180

nes se despeja x’ en funciénde x y y, ¥ z’ en funcién de y y z, y se sustitu-
yen los resultados en la primera de las «cuaciones (3). Después de ordenar los
términos, resulta
36x3 + 12y3 4 927 4+ 24xy + 18yz — %6x — 102y — 722 4207 = 0,
que es la ecuacién buscada de 1a superficie.
El estudiante debe observar que una superficie cdnica puede construirse tra-

zando las generatrices, o sea, las rectas que unen el vértice con puntos de la
directriz.

En el estudio de una superficie cénica, no se pierde generalidad
tomando el vértice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la
ecuacién de una superficie tal es homogénea en las tres variables
Z,YyYye=.

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o més variables, es
homogéneo, si todos sus términos son del mismo grado. Asi, la funcién

f(zv y,z)522+2y2—3z’ (4)

a3 homogénea y de segundo grado.
Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun—
cién. Si la funcién es f(z, ¥, 2), consiste en sustituir las variables

z,yyz por kz, kyy kz, respectivamente , en donde k es una cons-
tante diferente de cero. Si obtenemos la identidad

J(kx, by, kz) = k" f(z, 9, 2),
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entonces f(z, y, 2) es una funcién homogénea de grado m. Asf,
para la funcién (4), tenemos

S (kz, ky, k2) = (kz)* + 2(ky)* — 3 (ke)?
=B +2+3N)=Ff(z,y,2),

de manera que la funcién es homogénea y de grado 2. Esta prueba se
presenta en algunos libros como definicién de la homogeneidad de una
funcién .

A una funcién homogénea igualada a cero se le llama ecuacién
homogénea. Sea f(z, y, 2) = 0 una ecuacién bomogénea. Entonces,
de la discusién precedente, tenemos el hecho importante de que, si
esta ecuacidn tiene la solucién diferente de cero z =21, y =1, z=21,
también tiene las soluciones z = k1, y = ky1, z = kz1, en donde k es
una constante cualquiera.

Consideremos ahora una superficie cénica de vértice en el origen y
cuya directriz sea la curva

J@=,y)=0, z=c¢, ()

en donde ¢ es una constante diferente de cero. Supongamos que la
generatriz que pasa por un punto cualquiera P(z, y, 2) de la super-
ficie corta a la directriz en el punto P/(2', ¢/, #2). Como esta gene-
ratriz pasa por el crigen, sus ecuaciones son

=kx, Y=y, 2 =rkez, | (6)

en donde k es una constante diferente de cero. También, como P/ estd
sobre la directriz (5), tenemos

f(z,)y’)=0) 2 =c. (7)
De las tltimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que
k- -:—, valor que sustitufido en las dos primeras de las ecuacio-

nes (6), da =’ =%

en la primera de las ecuaciones (7), obtenemos
&z ay ..
(2. 2)=o, (8)

como ecuacién de la superficie cénica. 8i reemplazamos en la ecua-
cién (8) z, y y 2 por Kz, Ky y k'z, respectivamente, en que k' es
una constante diferente de cero, la ecuacién permanece invariable y,
por tanto, es homogénea. Hemos demostrado asf que una superficie

yy = c_zy Si sustituimos estos valores de z/ y y’
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cénica de vértice en el origen se representa por una ecuaciéon homo-
génea en las tres variables z, y y z.
Reciprocamente , consideremos a la superficie representada por la

ecuacién
f(I, Y, z)=0 (9)

que es homogénea en las tres variables z, ¥ y z. En consecuencia de
esto, el origen O estd sobre esta superficie. Sea P(z1, y1, z21) otro
punto cualquiera de la superficie ; sus coordenadas satisfacen, por
tanto, a la ecuacién (9). Como esta ecuacién es homogénea , tiene
también la solucién kzi, kyi, kz1, en donde % es una constante cual-
quiera, de manera que el punto P’/(kz1, ky1, kz1) estd también sobre
la superficie. Pero, evidentemente, el punto P’ estd sobre ambas, la
recta OP y la superficie, para todos los valores de &, y, en conse-
cuencia, OP est4 sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue
que la ecuacién (9) representa una superficie cénica con vértice en el
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

TeorEMA 8. Una ecuacién represenia una superficte cénica con
vértice en el origen , si y solamente si es homogénea en las tres variables
X, Yy, z Yy esdegrado no menor que dos.

NoTAs. 1. El teorema implica que una ecuacién Ilineal homogénea en
X, y ¥ Z nO representa Um cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuacién
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse
como un cono de acuerdo con nuestra definicién, que excluye el caso en que el
vértice esté en el plano de la directriz.

2. El estudiante debe observar, en relacién al teorema 8, que una ecuacién
homogénea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi-
ficarse como una superficie cdnica con vértice en el origen. Asi, la ecuacién
x3 4 4y3 4- 322 = (0 es homogénea en x, y ¥ z, pero no representa una super-
ficie cénica sino que representa solamente un punto, el origen (ver el Art. 128).

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecunacidn es

x3 4 yz =0. (10)

Solucién. Ademis de la solucién x = y =z = 0, la ecmacién (10) tiene
un nimero infinito de soluciones reales. En efecto, si asignamos a y y z un
pat cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contrarios,
la solucién correspondiente para x constard de dos valores reales. Por taato,
por el teorema 8 anterior, la ecuacién (10) representa una saperficie cénica cuyo
vértice estd en el origen.

Para construir la superfie es necesario solamente obtener una directriz. Asi,
para z = 2, obtenemos de la ecuacién (10) la directriz

x2-—2y' z =2,
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que es una paribola que estd en el plano z = 2. Trazando varias generatrices
(rectas que pasan por el origen y por puntos de esta curva) podemos obtener
una figura adecuada. Una porcidn de 1a superficie se ha trazado en la figura 181
junto con otra directriz, x3 = 2y, z = — 2. Evidentemente, el eje Z es tam-
bién una generatriz de esta superficie cénica.

Fig. 181

EJERCICIOS. Grupo 63

En cada uno de los ejercicios 1-5, se dan las ecuaciones de la directriz y las
coordenadas del vértice de una superficie cénica. Hallar l1a ecuacién de la super-
ficie y construirla.

1. x24+y?=4, z=2; (0,0 0).
2. z?2=4y, x=0; (2,0, 0).

8. *+2z2=9, x=2: (=1, 1,0).
4. x¥—4z%3=m4, y=3; (—1,1,D.
5. y=x8% z=2. (0,0, 0).

En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiquese y constriiyase la superficie
cuya ecuacién se da.

6. x2+4y3—2z3=0. 10. x? —2yz = 0.
7. x3—-24?+422=0. 11, 423 — x% = 0.
8., 2x3 —-4y?2—z3 = 0. 12, 8x*¢ — yz¥ = 0.
9. y?+xz=0. 13. xy+xz+yz=0.

14, Demostrar el siguiente teorema: La ecuacién Ax?+ By2 +Cz32 =0
representa una superficie cédnica si y solamente si todos sus coeficientes son dife-
rentes de cero y no son del mismo signo. Su eje estd entonces sobre el eje coor-
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo coatrario al de
los otros dos coeficientes.
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16. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficie cénica
x? — 4y? — 422 = 0.
186. Completando los cuadrados, demuéstrese que la ecuacién
x4+ y?—=23 =20 ~4y—~-4z+1=0

representa una superficie cdnica cuyo vértice es el punto (1, 2, —2).

17. Silaecuacién de una superficie es homogénea en las cantidades x — A,
y—hkyz—1, endonde h, k y I son constantes, demuéstrese que la superfi-
cie es un cono con vérticeen (h, k. 1). (Verel ejercicio 16.)

18. Hallar e identificar l1a ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del plano XZ y del
eje Y. Construir el lugar geométrico.

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi-
car la ecuacion de su lugar geométrico.

20. Calcular el volumen limitado por las superficies

x34 y?—423=0 y z=2.
21. Calcular el irea de aquella porcidn de la superficie cdnica
x3—y?+22=0
comprendida entre su vértice y ¢l plano y = 3.

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transférmese la ecuacién rectangular
dada de una superficie cénica en: a) coordenadas esféricas; b) coordenadas
cilindricas.

22, x?4 y? - 222=0. 23, x3—-3y3422=0.

24, Describir la familia de supetficies cénicas representada por la ecnacién
x3 4 y3 - 221tg2¢ =0, en donde el parimetro ¢, llamado dngulo generador
del cono, puede tomar todos los valores comprendidos en el intervalo0 < ¢ < &

excepto ’—2‘- §Qué representa ¢ geométricamente?

25. Las coordenadas esféricas (r, ¢, ) de un punto cualquiera en el espa-
¢io, son
r=~R;, ¢ =hs 0 =~Rs,

en donde ki, ks ¥ k3 son constantes arbitrarias independientes o parimetros.
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua-
ciones. Demostrar que, por cada punto del espacio no contenido en un eje coor-
denado, pasa una ¥y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver
el ejercicio 24 del grupo 62, Arce. 134.)

136. Superficies de revolucién. Una superficie de revolucién es la
engendrada por la rotacién de una curva plana en torno de una recta
fija contenida en el plano de esa curva.

La curva plana se llama generatriz, y la recta fija eje de revolu—
cién o, simplemente, ¢je de la superficie. Cualquier posicién de la
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generatriz se llama seccién meridiana o meridiano, y cada circunfe-
rencia deserita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la
superficie

De estas definiciones, tenemos de inmediato los siguientes hechos :

a) Toda seceién meridiana es congruente con la generatriz y es la
interseccién de la superficie con un plano que pasa por el eje.

b) Todo paralelo tiene su centro sobre el eje y estd contenido en
un plano perpendicular al eje.

El estudiante observari que las superficies de los cuerpos estudiados
en Geometria elemental —la es—
fera, el cilindro circular recto y
el cono circular recto— son su-
perficies de revolucién.

En la determinacién de la
ecuacién de una superficie de
revolucién, no se pierde gene-
ralidad si se toma la generatriz
en uno de los planos coordenados
y como eje de revolucién uno de
los ejes coordenados contenidos
en ese plano. Este procedimien-
to, ademés, conduce a un resul-
tado muy simple , como veremos

Fig. 182 ahora. Segin esto, supongamos
que la generatriz G (fig. 182)
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones

f(x,y)=0, z2=0, (1)

y supongamos que el eje de revolucién es el eje X, tal como aparece
en la figura. Vamos a determinar la ecuacidén de esta superficie de
revolucién por el método de pardmetros.

Sea P(z, y, z), un punto cualquiera de la superficie. El paralelo
que pasa por P corta a G en un punto del plano XY, digamos
P(z,y,2), ysucentro C estd sobre el eje X. Por ser radios del

mismo paralelo, |C—P| = |C—P_’| Pero como |CT’| =vVy+a2y
CP’ = y', tenemos la relacién

zZ

¥y ==V y+2. (2)
También, como P y P’ estin en el mismo plano,

=gz, (3)
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Ademés, como el punto P’/ estd sobre G, tenemos, de las ecuacio-
nes (1),
J@,y)=0, #Z=0. (4)

Eliminando los tres pardmetros #’, y’, 2/ entre las cuatro ecuaciones
(2), (3) y (4), obtenemos

f(x; i\/y2+z’)=0)

que es la ecuacién buscada de la superficie de revolucién .
Andlogamente , haciendo girar la curva (1) en torno del eje Y,
hallamos que la ecuacién de la superficie de revolucién correspondiente es

(=var¥F2,y)=0.

Se obtienen resultados andlogos cuando la generatriz est4 en cada
uno de los otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un
eje coordenado contenido en dicho plano. Todos estos resultados se
resumen en el siguiente

TreoreMA 9. Sea S la superficie de recolucién que tiene por genera—
triz a la curva G conlenida en el plano coordenado d y al eje coorde-
nado | contenido en B por gje de revolucion. Entonces la ecuacién de S se
obtiene sustituyendo en la ecuacién plana de G la rafz cuadrada de la suma
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo de 1 en lugar
de aquella de estas dos vuriables gue aparece en lo ecuacién plana de G.

Ejemplo 1. Hallar 1a ecuacién de 1a superficie engendrada por la rotacién
de la hipérbola

) y?—4x3 =4, z=0 )
en torno del eje Y.

Z

e

AN

Fig. 183

X

Solucién. Las variables no medidas a lo largo del ejé Y son x y z. Por
tanto, de acuerdo con el reorema 9, sustitufmos = v/ x3 4 z? en lugar de x en
1a primera de las ecuaciones (5). EI resultado ’

y? — 433 — 422 = 4,

es la ecuacién buscada de la superficie. Elestudiante debe discutir esta superficie
por ¢l método explicado en el Articulo 129. Una porcién de la superficie aparece
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le 1lama con toda propiedad
hiperboloide de revolucién de dos hojas.
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Consideremos ahora el problema reciproco, a saber, dada la ecua-
cién de una superficie, determinar si representa una superficie de
revolucién. 8i uno de los ejes coordenados es el eje de revolucién, la
solucién es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones
de la superficie por planos perpendiculares al eje son todas circunfe—
rencias cuyos centros estdn sobre dicho eje. Se dice entonces que la
superficie se extiende a lo largo del eje.

A Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
9x3 4+ 9y? — 23 =9 6)

representa una superficie de revolucién. Hallar su
eje de revolucién y las ecuaciones de la generatriz en
uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Solucién. Evidentemente, los planos z = &
cortan a la superficie (6) en las circunferencias

9x3 +9y? =9 4 k2, z =k,

cuyos centros, para todos los valores de k, estin
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuacidén (6) repre-
senta una superficie de revolucién cuyo eje de revo-
lucién es el eje Z. El eje Z esti contenido en el
plano YZ, y la traza de la superficie (6) sobre
el plano es la generatriz

Fig. 184 9y? — z32 =9, x =0, )

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar 1a hipér-
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu-
ra 184; se le llama apropiadamente hiperboloide de revolucién de una hoja.

EJERCICIOS. Grupo 84

1. Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz estd en el
plano XZ y el eje de revolucién es: a) eleje X; b) eleje Z,

2. Establecer el teorema 9 del Articulo 136, cuando la generatriz estd en el
plano YZ y el eje de revolucién es: a) eleje Y: 5) eleje Z.

8. Deducir la ecuacién de la superficie esférica de radio r que se obtiene
haciendo girar la circunferencia x?+ y2 = r3, z = 0. en torno del eje X.

4. Deducir la ecuacién de 1a superficie del cilindro circular recto de radio
que se obtiene haciendo girar 1a recta x = 0, y = r, en torno del eje Z.

5. -Deducir la ecuacién de la superficie del cono circular recto que se obtiene
haciendo girar 1a recta ! en torno del eje Z, sabiendo que [ esti contenida en el
plano YZ, pasa por el origen y forma un ingulo agudo ¢ con la parte positiva
del eje Z. El ingulo ¢ sellama dngulo generador del cono. (Véase el ejerci-
¢io 24 del grupo 63, Art. 135.)

6. Deducir la ecuacién de la superficie de revolucién engendrada por rota-
¢ién de la paribola y? = 4px, z = 0, en torno de su eje, el eje X. Construir
la superficie asi obtenida, l1a cual se llama paraboloide de revolucidn.
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7. Hallar la ecuacidn de la superficie de revolucién eangendrada por rota-

cién de la elipse _"-;_{.Z—: =1, z =0, endonde a > b, en torno de su eje fo-
a

cal, el eje X. Construir la superficie. La superficie generada por rotacién de
unaelipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se llama elipsoide de revolucion.
Si es en torno del eje focal, se le llama también elipsoide alargado.

8. Deducir la ecuacion de la superficie de revolucién generada por rotacién
de la ¢lipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje Y. Construir la
superficie. En este caso, el elipsoide de revolucién también se llama elipsoide
achatado o esferoide.

En cada uno de los ejercicios 9-20, hillese la ecuacién de la superficie de
revolucién generada por rotacidn de la curva dada en torno del eje especificado.
Constrilyase la superficie.

9. x?+2z3=4, y=0; ejeZ.
10, y =3x, z=0; eje X.
11, z2 =2y, x=0; eje Y.

12, yd—z3=4, x=m0; ejeY.
18. 9x? 4+ 4y? =36, z=0; eje Y.
14, x2 42y =6, z =0; eje Y.

15, y?—2z2344z=6, x=0; eje Z.
16, %+—;—=l, x=0; ejeZ.

17. y?2 =2z, x=0; eje Y.

18, y=x3, z=0; eje X,

19, z=e*, y=0; eje Z,

20, yz=1, x=0; eje Z.
En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que Ja ecuacién dada repre-
senta una superficie de revolucién, y hallar su eje de revolucién, y las ecuacio-

nes de la generatriz en uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Trazar la superficie.

21, x3+y?+23=0, 24, x3+y*—2z3=0.
22, x?+4+ 22 =4, 25, y®—x?2—-2z3=0.
23. 2x3 4 2y? + 322 = 6, 26, x2y? 4 x3z% = 1.

27. Se hace girar 1a paribola y? = 2z, x = 0 en torno del eje Z. Hallar,
en coordenadas esféricas, la ecuacién de la superficie generada. Construir la
superficie.

28. Se bace girar laelipse x3 +4y? =4, z =0, en torno del eje X. Ha-
1lar, en coordenadas cilindricas, la ecuacién de la superficie generada. Cons-
truir la superficie.

20. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos (2, 0, 0) y
(— 2, 0, 0) essiempre igual a 6. Construir el lugar geométrico,
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80. Deducir 1a ecnacién de la superficie de revolucién generada por rotacién
de la circunferencia x? 4 y? — 2by 4 b? - q? =0, z = 0, en torno del eje X.
Construir la superficie para g =2 y b = 3. Cuando b > a, la superficie se
llama toro o anillo de ancla.

137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo
més general de superficies del cual son ejemplo el plano, la superficie
cilindrica y la cénica.

Drrinicié6N.  Una superficie reglada es aquella que puede ser en~
gendrada por el movimiento de una linea recta.

La linea recta en movimiento, en cualquiera de sus posiciones, se
llama generatriz de la superficie .

Se sigue de esta definicién que una superficie cilindrica es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas, mientras que
la superficie eénica es una superficie reglada cuyas generatrices son
todas concurrentes. ,

Como en el caso de la superficie cilindrica (Art. 133) y cénica
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse
por el método del pardmetro.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la superficie reglada generada por la

familia de rectas
2x —y+ kz =0, 2kx+ ky—4z =0. (1)

Solucién. Para cada valor del parimetro &, la recta correspondiente de la
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir. todos los
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecnaciones (1) deben estar sobre la
superficie, cualquiera que sea el valor de k. Por tanto, las ecuaciones de la su-
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a partir de las ecua-
ciones (1) simplemente eliminando el parimetro k. Asi. despejando k de cada
una de estas ecuaciones, obtenemos

R = y - Zx' ko= 42 ,
z 2x + y
de donde,
y—-2x 4z
z 2x +y'
o sea,
4x? — y3 + 422 = 0,

que es la ecuacién buscada. Esta superficie reglada es, evidentemente, la super-
ficie de un cono circular recto cuyo vértice esti en el origen y cuyo eje se extiende
a lolargo del eje Y.

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir dé 1a
forma en que se engendra la superficie. La ecuacién de la superficie
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puede determinarse entonces por e! método de pardmetros como se
ilustré anteriormente para las superficies cilindrica y cénica .

Consideremos sahora e! problema reciproco, a saber, dada la
ecuacién de una superficie, determinar si representa o no una super—~
ficie reglada. Ilustraremos el método con un ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
yz+2x -2z =0 )

representa una superficie reglada. Construir la superficie.
Solucién. Sien la ecuacién (2) hacemos z = k, hallamos que la interseccién
de 1a superficie y el plano es la linea recta

2x +khy —2h =0, z =k (3)

zZ

Como las rectas de la familia (3) estin
sobre la superficie (2) para todos los valo-
res de kh, esta superficie es reglada y tiene
a las rectas (3) por generatrices.

Antes de intentar 1a construccién de una
superficie reglada es mejor, generalmente,
determinar las direcciones de sus generatri-
ces. Por el artificio de los nimeros direc-
tores, seencuentra que los nimeros directo-
res de las generatrices (3) son [k, —2, 0]. X
Esto muestra que todas las generatrices son
paralelas al plano XY pero no son parale- Fig. 185
las entre si, ya que los nimeros directores
dependen del parimetro k. Estos hechos sugieren un método de construir la
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el plano XZ
y sobre el YZ. Estas son, respectivamente,

xm=z, y=0, “4)

y=2 x=0 y z=0, x=0. 5)

Para un valor comin de z, sea Py el punto sobre la traza (4) y P; el punto sobre
la traza (5). Entonces, evidentemente, la recta que pasa por P; y P es una
generatriz de la superficie (2). En la figura 185 aparecen trazadas varias de

estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer
octante. Esta superficie se 1lama paraboloide hiperbdlico.

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugiere otro método
para determinar cuindo una ecuacién dada representa una superficie
cilindrica. Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo.

Ejemplo 3. Demostrar que la ecuacién
xz+2yz—1=0 (6)

representa una superficie cilindrica, demostrando que su lugar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas.

Lehmann. — 27.
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8olucién. La interseccién de la superficie (6) y el plano z = k es la recta
Ex+2%ky —1 =0, z=kF Q)

Por tanto, la superficie (6) es una superficie reglada que tiene a la familia de
rectas (7) por generatrices. ‘

Los ntimeros directores de las generatrices (7) son [2, — 1, 0]. Como estos
nimeros directores son independientes del parimetro k, todas las gemeratri-
ces (7) son paralelas, y, por tanto, la superficie (6) es cilindrica. EI estu-
diante debe construir la superficie.

EJERCICIOS. Grupo 65

En cada uno de los ejercicios 1-6. ballar la ecuacién de 1a superficie reglada
generada por la familia de rectas dada, y construir 1a superficie.

1, kx+2ky—4=0, x-2y—k=0.

2, x—ky—3z=0, kx+3kz+y=0.

8¢ x+ky—2z—-2k=0, kx —y+42kz =2,
4. x—3y +3kz =3k, kx+3ky— 3z =3,
6. x+2y—k=0, kx—2ky—2z=0.

86, x+y—ky=0, x+kz=0,

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 también es generada por la
familia de rectas kx — 3ky — 3z = 3, x + 3y + 3kz = 3k. Demostrar también
que ambas familias de rectas se cortan.

En cada uno de los ejercicios 8-13, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cilindrica demostrando que su lagar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Constriyase la super
ficie.

8. x24y2—2x+2y=2. 11, y?—x—-z~-1=0
9. 23 —2x—-2y = 0. 12, x34y2 —-2z0—2xy =1.
10. 2x’+y—22-0. 13, x3422—2xz—y+2z=0.

En cada uno de los ejercicios 14-17, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cénica demostrando que su lugar geométrico es una super-
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrentes. Constriyase la superficie.

14, 4x244y* — 23 =0, 16, y? —4xz = 0.
16. x3—4y? 422 =0, 17. x34+2yz -2y =0,

En cada uno de los ejercicios 18-21, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie reglada. Constriiyase dicha superficie.

18, x3 4 y2—-2z2 =1, 20, xy~x—y—z+1=0.
19, x3 ~ 4y3 4 27 = 4, 21, x3 —yd—2z=0.

22. Hallar la ecuacién de 1a superficie reglada engendrada por una recta que
se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralelaal plano YZ y cortaala
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recta x +z=1, y =0, ya la paribola y? = x, z = 0. Construir la su-
perficie.

28. Hallar la ecuacién de 1a superficie reglada generada por una recta que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano XY y se apoya
enlascurvas y? =z, x =0 y z3 = x, y =0, Construir la superficie.

24. Un conoide es una superficie reglada engendrada por una recta gue se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a un plano fijo dado,
corta a una recta fija dada, y satisface otra condicién. En particular, si el plano
fijo y la recta fija dados son perpendiculares entre si, la superficie se 1lama co-
noide recto. Hallar la ecuacién del conoide recto generado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y corta a la recta z = 2, x =0, y a la circunfe-
rencia x? + y3 =4, z =0,

26. Hallar la ecuacién del conoide recto engendrado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y cortaalarecta x =3, Z=0, y alaelipse

y:+422 =4, x =0,

138. Transformacién de coordenadas rectangulares en el espacio.
En el Capitulo V y los capitulos subsiguientes de la Geometria analf-
tica plana, vimos que, por medio de transformacién de coordenadas,
se puede frecuentemente simplificar la ecuacién de un lugar geométrico
plano, y estudiar asf sus caracteristicas con mds facilidad. De modo
andlogo, las ecuaciones de los lugares geométricos en el espacio pueden
simplificarse por una transformacién de coordenadas. Como en Geo-
metria analftica plana consideraremos aquf la transformacién de coor-
denadas en el espacio asociada con una traslacién y una rotacién de los
ejes coordenados.

Por una traslacién de los ejes coordenados rectangulares en el espacio ,
entendemos la operacién de mover los ejes coordenados a una posicién
diferente de manera que los nuevos
ejes sean paralelos a los ejes originales, 1 z

respectivamente, y de la misma direc— 1 4

cién. Consideremos (fig. 186) una 1:
‘traslacién de los ejes coordenados rec— d_ 1%
tangulares tal que el origen 0(0, 0, 0) 3’4':__-’1""1,
tome la nueva posicién O (k, k, 1), X}"/ l 2!‘

y que los ejes X, Y y Z, tomen las o >Y
nuevas posiciones X', Y'y Z/, 20 k|
respectivamente. Designemos por

(z,9,2)y (&, v, #), respectiva- X[ ¥

mente, las coordenadas de un punto

cualquiera P del espacio referido a los Fig. 186

ejes originales y a los nuevos ejes.

Entonces, las relaciones entre las coordenadas originales de P y las
nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo método empleado
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en la deduccién de las relaciones andlogas de la Geometria analitica
plana (Art. 50, teorema 1). El resultado obtenido se expresa en
el siguiente

TeoOREMA 10. St los ejes rectangulares son trasladados a un nuevo
origen O'(h, k, 1), y st las coordenadas de un punio cualquiera P del
espacio anles y después de la traslacién son (x,y, z)y (X', ¥y, ?),
respectivamente , las ecuaciones de trasformacion de las coordenadas ori-
ginales a las nuevas son

x=x+4+h, y=y+k, z=2+1.

"Por una rotacién de los ejes coordenados rectangulares en el espacio,
entendemos la operacién de mover los ejes coordenados a una nueva
‘ posicién haciéndolos girar en torno del

. Z ‘ origen como punto fijo de tal manera

z que los nuevos ejes permanezcan mu-—

\ 1: tuamente perpendiculares entre sf y
‘ E\‘ , andlogamente dirigidos uno con res-
\ 2l ¥ _»Y'  pecto al otro. Consideremos (fig. 187)
j./‘v\’ una rotacién de los ejes coordenados

— »Y  rectangulares tal que el origen O per-

manezca fijo, pero los ejes originales
X, Y y Z tomen las nuevas posicio-
nes especificadas por los ejes
X!, Yy Z', respectivamente. Desig-
nemos por (z,y,z)y (&, ¥, ?)
Fig. 187 lags coordenadas de un punto cual-
quiera P del espacio referido a los
ejes originales y a los nuevos ejes, respectivamente. Denotemos por
ai, B1, y1; az, Ba, va, y as, s, vs, respectivamente, los 4ngulos
directores de los ejes X/, Y’ y Z/, referidos a los ejes originales.
Estos dngulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla :

———tada

Eje X Y Z
X/ ax Ba Y1
Y’ az B2 Y2 (1)
zZ' as Bs . Vs

Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los 4ngulos direc-
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en
sentido vertical, obtenemos los 4ngulos directores de los ejes originales
con respecto a los nuevos ejes. '
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De la tabla (1), los 4ngulos directores del eje X, con respecto a
los nuevos ejes, son a1, az, as. Entonces, como el eje X es normal
al plano YZ, se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuacién
del plano YZ, con referencia a los nuevos ejes, estd dada por

2’ cos a1+ y cosaz+ 2 cosas = 0.

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuacién
representa la distancia del punto P al plano YZ. Pero esta distan-
cia también estd dada por la coordenada z. Por tanto, tenemos la

relacién
z =2 cos a1+ 3’ cos az + 2/ cos as. (2)

Andlogamente , podemos obtener expresiones similares para cada una
de las coordenadas y y z en funcién de las nuevas coordenadas. Va-
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema

y = 2 cos B1 4+ ¢ cos B2 + 2/ cos s,
2 =2’ cos y1 + ¢ cos y2 + 2/ cos ys.

(3)

x=z’cosa1+y’cosaz+z'cosaa,}

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos
directores o constantes. Estas constantes no son todas independientes,
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que
damos a continuacién. Asf, por el teorema 4 (Art. 110), tenemos
las tres relaciones :

cos® ay + cos®* 1+ cos? y1i=1,
cos? az + cos? B2 + cos? ya =1,
cos? as + cos® Bs + cos® ys =1,

(4)

También, como los nuevos ejes X/, Y’/ y Z’ son mutuamente per-
pendiculares, tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112),
las tres relaciones :

cos a1 ¢os as 4+ cos Bi cos Bs -+ cos y1 cos ya = 0,

cos a1 cos a2 + cos f1 cos Bs 4 cos y; cos y2 = 0,
(5)
€08 a2 €08 as + cos B2 cos Bz -+ cos y2 cos ys = 0.

El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas originales
de P en funcién de sus nuevas coordenadas. Podemos, andloga-
mente , obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas
en funcién de las coordenadas originales. Asf, empleando la ecuacién
del plano Y’Z’, con respecto a los-ejes originales, podemos, por el
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mismo método empleado para deducir la ecuacién (2) anterior, obte-
ner la relaci6n
z'=zcosa;+ycost31+zcosy1.

Anglogamente , obtenemos relaciones similares para y' y 2/ las cuales
estdn agrupadas en el sistema

2 =z cos a1+ y cos 1+ 2 cos v1,
Yy = z cos az + y cos B2 + z cos vs, (6)
2 = Z cos as + y cos Bs + z cos vs.

El sistema (6) es el reciproco del sistema (3) y puede obtenerse
también como una solucién del sistema (3) para 2/, ¥ y 2/ (ver los
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este articulo).

Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente

TEOREMA 11. 8i se hacen girar los ejes coordenados rectangulares
en torno de su origen O como punto fijo de manera que los dngulos
directores de los nuevos ejes X' , Y/ y Z' con respecto a los ejes origi-
nales X, Y y Z sean a1, Pr, y1; as, B, v, ¥ as, Bs, vs, respec-
tivamente , y las coordenadas de un punio cualquiera P del espacio antes
y después de la rotacién son (x, y, z) y (X', ¥y, 7'), respectivamente,
-entonces las ecuaciones de transformacién de las coordenadas originales a
las nuevas son

X =X cos a1+ ¥y’ cos as + 2 cos as,
y = %’ cos B1+ y’ cos Bs + 7 cos Ba,
z = X' c0s y1 + ¥ cos ys + 7’ cos ys,

y las ecuactones de la trensformacién inversa de las coordenadas nuevas
a las originales son

X' = X cos a1 + y cos B1 + 2 cos vy1,
Yy = x co8 az 4y cos B2 + z cos vz,
2/ = X cos as + y cos Bs + 2 cos vs.

NoTAs. 1. El orden de los términos en el primer sistema de ecuaciones
de transformacién puede obtenerse leyendo hacia abajo, y para el segundo sis-
tema, leyendo de izquierda a derecha, en la tabla (1).

2. Los cjes coordenados en el espacio pueden sujetarse a una traslacién
¥ una rotacién, tomadas en cualquier orden. Como las ecuaciones de transfor-
macién para la traslacién y para la rotacién de ejes son relaciones lineales,
podemos demostrar, como en la transformacién de coordenadas en el plano
(nota 1 del teorema 3, Art. 52), que el grado de una ecuacién no se altera por
transformacién de coordenadas en el espacio.



SUPERFICIES 423
EJERCICIOS. Grupo 66

1. Demostrar el teorema [0 del Articulo 138.

2. Como resultado de la traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen
O’ (—4, 3, 5). las coordenadas de dos puntos son Py (6, —3, 2) y Ps(—2, 1, 2)
referidos a los nuevos ejes. Hallar las coordenadas de estos puntos referidos a los
ejes originales., Ilustrar los resultados con wna figura.

3. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos P1(—2, 3, 4) y
P3(l, —4, 5) en una traslacién en que ¢l nuevo origen es el punto O/ (2, 2, 7).
Ilustrar los resultados con una figura.

4. Hallar la transformada de 1a ecuacién

x3 4 y3 — 4z3 = 2x + 4y + 24z = 31

de una superficie al trasladar los ejes coordenados al nuevo origen (1, -2, 3).
Construir la superficie y trazar ambos sistemas de ejes.
B6. Resolver el ejercicio 4 por el método de completar cuadrados.

En cada uno de los ejercicios 6-10, por una traslacién de los ejes coordena-
dos, transformar la ecnacién dada de una superficie en otra ecuacién gue ca-
rezca de términos de primer grado. Construir la superficie y trazar ambos
sistemas de ejes.

6. 2x2+43z2416x — 62 4+29 = 0.

7. 9x% 4 4y? 4 3622 — 18x 4 16y =11,

8. x2—=4y3 4227 —6x—8y+8z+9=0.
9. x34+ 3423 -3x+y—6z+4+8=0.
10, y? —3y2 — 2243y —4z = 5.

11. Deducir las ecoaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138.

12. Deducir las tres ecnaciones del sistema (6) del Art. 138.

13. Demostrar que el grado de una ecuacién no se altera por transformacién
de coordenadas en el espacio.

14. Hallar las nuevas coordenadas de un punto Py (6, — 3, 3) cuando los
ejes coordenados son girados de tal. manera que los cosenos directores de los nue-
VoS ejes con respecto a los ejes originales son

l 2z 2. 2 _2 1. 3
3" 3 37 337
Ildstrese con una figura.

15. Si las nuevas coordenadas de un punto P3 son (3, 9, — 6). con refe-
rencia a los ejes girados del ejercicio 14, hillense las coordenadas de P3 con res-
pecto a los ejes originales.

18. Si se hace girar a losejes X y Y un 4ngulo agudo # alrededor del eje Z
como recta fija, demuéstrese que el sistema (3) del Articulo 138 toma la forma

-2
’ 30

W=

xm=x'cosf —~y send, ym=x'sen84 y cosh, z =z,

(Ver el teorema 2 del Art. 51,)
17. Bajo las condiciones del ejercicio 16, demuéstrese gue el sistema (6) del
Articulo 138 toma la forma

x/wmxcos0+ysend, y = —xgenb+ycosh, z/'=z.
(Ver el ejercicio 19 del grupo 21, Art. 51.)
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18. Hallar la transformada de la ecuacién
23x2 — 41y? — 3123 + 48xy — 72xz — 24yz =0

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de
los nuevos ejes con respecto a los originales sean

2 3 6 _6 _2 3. 3 _6 2
7" 7" 7 7' 7' 7 7 7" 7

Construir la superficie.
19, Hallar la transformada de la ecuacién
8x2 4+ 11y2 4+ 822 — 4xy + 8xz + dyz =12

al hacer girar los e jes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los
nuevos ejes con respecto a los originales sean

12 2, 2 _2 1, 2 I
3' 3" 3 3’ 3" 3 3’
Construir la superficie.

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) y a los sistemas (3), (4) v (6)
del Articulo 138.

20. Usando el hecho de que el eje Z/ es perpendicular a ambos ejes X'y Y/
y seleccionando de la tabla (1) los ingulos directores convenientes, demostrar,
por medio del artificio de los niimeros directores (Art. 113), que los cosenos
directores del eje Z '/ estin dados por las relaciones

cos a3 = cos 8 cos Ya — cos 3 cos ¥1.
cos Ba = cos az cos Yy — cos O3 cO8 Y3,

€08 Y3 = ¢O§ &y c08 i3 — cos az cos f1.

21, Anilogamente, como en el ejercicio 20, demostrar que los cosenos direc-
tores del eje X/ estin dados por las relaciones

cos a3 = cos f3 cos Y3 — cos fz cos va,
cos 31 = cos a3 cos ¥3 — cOS Az CO8 Yy,

€Os Y = cOS8 O3 cos Bz — cos g cos B3.

22, Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relacién del sis-
tema (4), demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a la unidad.

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar, por medio de la
regla de Cramer, que la solucién del slstema (3) para x’ estd dada por 1a primera
relacién del sistema (6) .

24, Anilogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la solucién del
sistema (3) para ¢’ y z/ esti dada por las relaciones segunda y tercera, respec-
tivamente, del sistema (6).

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la solucidén del
sistema (6) estd dada por el sistema (3) .
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139. Ecuacién general de segundo grado con tres variables. De
considerable importancia en la Geometria analftica de tres dimensiones
es la ecuacién general de segundo grado con tres variables,

Az? + By* 4+ C2* + Dzy + Ezxz + Fyz
+Gz+ Hy+1z+ K=0, (1)

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A, B, C, D, E
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuacién es de la for-
ma (1), es decir, de segundo grado, se llama, apropiadamente,
superficie cuddrica o simplemente una cuddrica. El estudiante obser-
vard que algunas de las superficies previamente estudiadas son super-
ficies cuAdricas. Por ejemplo, la superficie eaférica es una cuddrica.
También , las superficies cilindrica y cénica cuyas ecuaciones sean de
segundo grado, son cuddricas, tenemos asi el cilindro cuddrico y el cono
cuddrico. De manera semejante, cualquier superficie reglada represen—
tada por una ecuacién de segundo grado se llama cuddrica reglada.

Vamos ahora a llamar la atencién sobre una propiedad importante
de las cuddricas. Supongamos que cortamos la cuddrica (1) por un
plano cualquiera paralelo al plano XY, es decir, el plano z = k, en
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva
de interseccién se obtienen sustituyendo z por k en la ecuaeién (1);
éstas son

Az + By* + Dzy + (Ek 4 G)z
+(Fk+Hy+Cr+Tk+K=0, z=k.

Por nuestro estudio previo de la ecuacién plana general de segundo
grado con dos variables (Capitulo IX), reconocemos esta curva como
una seccién cénica, o una forma limite de una seccién cénica, conte-
nida en ol plano 2 = k. M4s generalmente, podemos demostrar que,
st una superficte cuddrica es cortada por un plano cualquiera, la curva
de interseccion es una seccion cénica o una forma limite de una seccién
cénica. Vemos ahora que nuestra determinacién previa de las secciones
cénicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha en el
Articulo 78, es un caso especial de esta propiedad.

La ecuacién general (1) de una cuédrica ocupa entre las superfi-
cies, en Geometria analitica del espacio, un lugar andlogo al ocupado
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por la ecuacién

A+ Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F=0, (2)

que es la definicién analitica de una seccién c6nica. En el Capitulo IX
hicimos un estudio de la ecuacidn (2) y una clasificacién de los lugares
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geométricos representados por ella. Se puede hacer un estudio seme~
jante de la ecudeidn (1) y una clasificacién de sus lugares geométricos,
pero, evidentemente, para tres variables la discusién es mucho més
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me-
diante una transformacién apropiada de coordenadas, se puede transfor—
mar la ecuacién (1)-de manera que tome una de las dos formas tipo :

(I M2+ Ny* + P2A=R,
(1II) Mz 4+ Ny = Sz.

Las superficies del tipo (I) tienen un centro de simetria, el origen, y
por esto se llaman cuddricas con centro. Las superficies del tipo (II)
no tienen centro de simetria y se llaman, por lo tanto, cuddricas
sin centro.

En la pAgina siguiente se da, en forma de tabla, una clasificacién de
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (I) y (I1I).
La naturaleza de estas superficies dependerd, naturalmente, de los
coeficientes, de los cuales uno o més pueden ser cero. Debe obser-
varse, sin embargo, que el ndmero de tales coeficientes nulos es limi-
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo-
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuacién no se altera por una
transformacién de coordenadas en el espacio.

Por una simple observacién de estas dos tablas vemos que, si uno
o més coeficientes son cero, el lugar geométrico, si existe, estd entre
las superficies que hemos estudiado previamente. Estos lugares geo-
métricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes, dos planos
coincidentes (o un =olo plano), dos planos que se cortan, una sola
recta (una forma limite de un cilindro), y un punto.

Si ningin coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar
geométrico, si existe, es una superficie de la cual no hemos discutido
anteriormente ningin detalle. Estas superficies son las tres cuddricas
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas, y las
dos cuddricas no centrales: los paraboloides eliptico e hiperbélico.

140. Cuédricas con centro. Vamos a considerar ahora las cud-
dricas con centro, representadas por la ecuacién

Mz*+ Ny*+ P2 =R,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton-
ces escribir esta ecuacién en la forma

z? 2 2B
sarpta=l (1)
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Clasificacién de las cuadricas
TIPO (I). Mx2-4 Ny2+ Pz*=R

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
R* M. N, P
Todos positivos Elipsoide
Todos negativos Ningér lugar geométrico
Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una hoja
Uno positivo, dos negativos Hiperboloide de dos hojas
>0 | Uno cero. dos positivos Cilindro eliptico (o circular) recto
Uno cero, dos negativos Ningén lugar geométrico
Uno ceto, nno positivo, uno ne-
gativo Cilindro hiperbélico recto
Dos ceto, uno positivo Dos planos paralelos diferentes
Dos ceto, uno negativo Ningdn lugar geométrico
Todos del mismo signo Un solo punto, el origen
Dos positivos, uno negativo Cono recto
=0 | Uno cero, dos del mismo signo Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado
Uno cero, dos de signos contrariosi Dos planos que se cortan
Dos cero Un plano coordenado (dos planos
coincidentes) .

* Cuapdo R <0, seinvierten Jos signos de los coeficientes M, N y P; los
lugares geométricos correspondientes estarin dados enronces como para R >0.

TIPO (I1). Max3 + Ny? = Sz

COEFICIENTES
LUGAR GEOMETRICO
S L 2 M. N
Del mismo signo Paraboloide eliptico
>0 | Signosopuestos Paraboloide hiperbélico
Uno cero Cilindro parabélico recto
Del mismo signo Todos los puatos sobre un eje co-
ordenado
= Signos opuestos Dos planos que se cortan
Uno cerc Un plano coordenado (dos planos
coincidentes)

*® Cuando § <0, se invierten los signos de los coeficientes M y N; los
fugares geométricos correspondientes estardn dados entonces como para § > Q.



428 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

llamada forma canénica de una cuddrica con centro. Como para las
secciones cdénicas, veremos que es més sencillo estudiar las cuddricas a
partir de las formas candnicas de sus ecuaciones. De la ecuacién (1)
se deduce que cada cuddrica con centro tiene tres planos de simetria
(los planos coordenados) llamados planos principales, tres ejes de si-
metria (los ejes coordenados) llamados ejes principales, y un centro
de simetria (el origen) llamado ceniro de la superficie.

Bi todos los coeficientes en la ecuacién (1) son negativos, no hay
lugar geométrico. Por tanto, solamente quedan tres casos por consi-
derar, segin que el nimero de coeficientes positivos sea tres, dos o
uno. Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies :

a) Elipsoide — todos los coeficientes positivos.

b) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno
negativo.

¢) Hiperboloide de dos hojas —un coeficiente positivo, dos ne-
gativos .

a) Elipsoide. La forma canénica de la ecuacién del elip-
soide es

3 2 3
Z+ L+ 5= (2)

Podemos discutir esta ecuacién de acuerdo con los métodos del Ar-
ticulo 129. Las intercepciones con los ejes X, Yy Z son +a, =b
y = ¢, respectivamente. Los seis pun-
tos de interseccién del elipsoide y los ejes
coordenados se llaman vértices. En la
figura 188 se han designado por las
letras A, A’, B, B’ y C, C'. Si
a>b>c, los segmentos AA’, BB y
CC’ se llaman, respectivamente, eje
mayor , eje medio y eje menor del elip-
soide .

Todas las trazas sobre los planos co-

Fig. 188 ordenados son elipses.
La superficie es simétrica con respecto

a todos los planos coordenados, a todos los ejes coordenados, y al
origen. \
Todas las secciones del elipsoide hechas por los planos paralelos a
los coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie, que es
cerrada y estd contenida en su totalidad dentro del paralelepfpedo que
tiene porcaraslosplanos s = +a, y= b y 2= = ¢,




SUPERFICIES 429

Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuacién (2) son igua-
les, la superficie se llama elipsoide de revolucién. En particular, si
a>byc=2>, tenemos el elipsoide alargado, una superficie de revo-

2 2
lucién que se obtiene haciendo girar la elipse % + %,— =1, 2=0, en

torno de su eje mayor. También, si a > b y ¢ = a, tenemos el elip—
soide achatado o esferoide, que es una superficie de revolucién que se

2 2
obtiene haciendo girar la elipse % + %, =1, 2=0, en torno de su

eje menor. Si a = b = ¢, la superficie (2) es una esfera de radio a;
luego , la superficie esférica es un caso especial del elipsoide .

b) Hiperboloide de una hoja. Una forma candénica de la ecuacién
del hiperboloide de una hoja es

z’ 2 22
a’ + gz c’ =1. (3)

Las otras dos formas canénicas son

2 2

ZoLiZary _Ei8 50
Nuestra discusién de la ecuacién (3) servird también para estas dos
dltimas formas, ya que las tres superficies difieren solamente en sus
posiciones con relacién a los ejes coordenados.

Las intercepciones con los ejes X y Y son +=a y = b, respecti-
vamente. No hay intercepciones con el eje Z.

Lasg trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,

2 3 : ]
la elipse 32—+%= 1, z=0, la hipérbola %—’—,=1, y=0,yla

c

hlpérbola % =1, z=0

b!
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de. la superficie por planos paralelos al XY son las
elipses

a,+y 1+c,, 2=k (4)

De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que % aumenta de
valor, estas elipses aumentan de tamafio. Se sigue, ademés, que la
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En
la figura 189 (a) aparece una parte de la superficie, y se dice que se
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable
cuyo coeficiente es negativo en la forma canénica de su ecuacién.

Si en 1a ecuaci6h (3) es a = b, la superficie es un hiperboloide de
revolucién de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

2 2
bola %5—:—,= 1, =0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 2
del Artfculo 136.)

Ny
N

Fig. 189

Vamos a comparar ahora la ecuacién (3) con la ecuacién

22 2 2
L -Z%=o, ()

que representa una superficie cénica de segundo grado con eje en el
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5) por el pla-
no y = mz, la curva de interseccién para el hiperboloide (3) es la
hipérbola '

2 2
S+ %) —5 =1, y=me, (6)

y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan

2\ X
($+—1b!;— x:::%=0,y=m:c. (7)
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las asintotas de la
hipérbola (6). Ademéds, las hipérbolas (6) estin sobre el hiperbo-
loide (3), y las rectas (7) estdn sobre la superficie (5) para todos
los valores de m. Vemos, entonces, que la superficie (5) guarda una
relacién con el hiperboloide (3) andloga 2 la que guardan las asfntotas
con una hipérbola, y que el hiperboloide se aproxima més y més a la
superficie c6nica a medida que ambas superficies se alejan més y més
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintético del
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porcién de
este cono.
Escribamos ahora la ecuacién (3) en la forma

22 22 3

y
FTE=l"

Descomponiendo los dos miembros en factores, resulta :

(249 (-2)-(+3)(-3). o

Ahora es ficil ver que la ecuacién (8) puede obtenerse eliminando el
pardmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas :

2z ¥ z 2 Y

' c k(ll b)’ k(a c) 1 b’ (9)
2 _ +l i_i_’_ =1_3
¢ k(l b)’ k(a c) 1 b (10)

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie
reglada engendrada por una de estas dos familias de rectas. Cada una
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de
segundo orden o regulus del hiperboloide (3). Puede demostrarse que
por cada punto del hiperboloide pasa una y solamente una generatriz
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu-
ra 189(d).

c) Hiperboloide de dos hojas. Una forma candnica de la ecuacién
del hiperboloide de dos hojas es
22 oy 2

?_F_-o?:l' (11)

als o8

Como para el hiperboloide de una hoja, hay otras dos formas canéni-
cas, siendo la discusién de la ecuacién (11) representativa de todas
las formas.
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Las intercepciones con el eje X son = a. No hay intercepciones
conlosejes Y y Z.

Las traza’.s sob’re los planos XY y XZ son, respectivamente, las
2 2

hipérbolas%z- %s 1, z=0y %—c—, =1, y =0. Nohay traza
sobre el plano YZ.
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de esta superficie por pla-
nos paralelos al YZ son las elipses
2 2 2 < .
hte-s-1 ek

siempre que |k| > a. Para k= = a, te-
nemos solamente los dos puntos de inter-
seccién con el eje X, (+a, 0, 0). Para
yalores de k comprendidos en el intervalo
—a<k<a, no hay lugar geométrico.
De esto se sigue que la superficie no es
cerrada sino que estd compuesta de dos
hojas o ramas diferentes que se extienden
indefinidamente. Una poreién de la super—
ficie aparece en la figura 190, en donde los
ejes coordenados han sido colocados de ma~
Fig. 190 nera que el dibujo resulte mds claro. Se
dice que la superficie se extiende a lo largo
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar-
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es
positivo en la forma eandnica de su ecuacién .
Si en la ecuacidn (11) b = c, la superficie es un hiperboloide de
revolucién de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

2 2
bola %;— %—,= 1, 2z=0, en torno del eje X. (Véase el ejemplo 1
del Articulo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene también un cono
asintético. Para la superficie (11), la ecuacién de este cono es
z! y2 z!
d" a0
Unpa porecién del cono aparece en linea de trazos en la figura 190. Para
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacién en su forma canénica es

2 2 2
F-fese 2



