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Las intercepciones con el eje X son * a .  No hay intercepciones 
con 10s ejes Y y Z .  

Las trazas sobre 10s plands XY y XZ eon, respectivamente , las 
x' f zZ z3 

hip6rbolas7--= 1, z = O  y ---= 1, y SO.  Nohaytraza 
b' at c2 

sobre el plano YZ. 
La superficie es sim6trica con respecto a todos 10s planos coordena- 

dos , ejes coordenados y a1 origen . 
Las secciones de esta superficie por pla- 

X 
A nos paralelos a1 YZ son las elipses 

tS 2' k' >++=-- a2 1, z =  k ,  

siempre que I k 1 > a .  Para k = * a ,  te- 
nemos solamente 10s dos puntos de inter- 
seccidn con el eje X ,  (* a ,  0 ,  0) .  Para 
valores de k comprendidos en el interval0 
- a < k < a ,  no hay lugar geom6trico. 
De esto se sigue que la superficie no es 
cerrada sino que eatti compuesta de dos 
hojas o ramas diferentes que se extienden 
indefinidamente . Una porcidn de la super- 
ficie aparece en la figura 190, en donde 10s 
ejes coordenados han sido colocados de ma- 

Fig. 190 nera que el dibujo resulte m&s claro. Se 
dice que la superficie se extiende a lo largo 

del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar- 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma candnica de su ecuaci6n. 

Si en la ecuacidn ( 11 ) b = c , la superficie es un hiperboloide de 
revolucibn de do8 hojas que puede engendrarse haciendo girar la hiper- 

x2 y2 
bola 7 - - = 1, z = 0 ,  en torno del eje X .  (Vhse el ejemplo 1 

a b2 
del ~r%culo-136. ) Como para el hiperboloide de una hoja , podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene tambiBn un con0 
asintbtico . Para la superficie ( 11 ) , la ecuacidn de este cono es 

Una porcidn del cono aparece en Unea de trazos en la figura 190. Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacidn en su forma candnica es 
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la ecuaci6n de su cono asinMtico es 

que es el cono asint6tico (5) del hiperboloide de una hoja (3). 
Cuando un hiperboloide de nna hoja y un hiperboloide de do8 hojas 
tienen un cono asint6tico c o m b ,  se llaman , apmpiadamente , hip* 
boloides conjugados . (Ver el Artfculo 68. ) Asi , laa superficiea (3) y 
( 12) eon hiperboloides conjugados . 

141. CuAdricas sin centro. En este artfculo conaidetaremoe la8 
cuadricas sin centm repteaentadas por la ecuaci6n 

en donde todos 10s coeficientea aon difetentee de cem . Podemoe enton- 
cea escribir eeta ecuacidn en la forma 

llamada jorma ordinaria o candnica de una superjicie cuddrica sin 
mtro .  De la ecuaci6n ( 1 )  ae deduce que la8 cuMricaa ein centm 
tienen doe planos de eirnetrla (10s plan08 YZ y XZ) llamadoe plums 
principales, un eje de eimetris (el eje Z) llamado eje principal, pem 
n i n a n  centm de eimetris . 

Atendiendo a las divetaaa combinacionee posibles de sign08 en la 
ecuacidn ( 1 ) , se deduce que , en esencia , existen solarnente doe tipoe 
diferen tes de supehciea , a aaber : 

a )  Pataboloidee elipticos (aquellos en que 10s coeficientes de 10s 
arminos de segundo gtado son del miamo eigno) . 

b) Pataboloides hiperb6licos (aquellos en que loa coeficientes de 
10s t6rminoe de segundo grad0 son de mgnos contranos) . 

a )  Paraboloide eltptico. Una forma can6nica de la ecuaci6n del 
paraboloide eliptico err 

2' z' 8' zZ 
Las ottas dos formas can6nicae aon ;;i + p = cg y ;;i + p - a . .. 
Pam cada fotma podemos tener dos variaciones mgh que c sea psi- 
tivo o negative. Nuestm eatudio de la ecuaci6n (2) set& represen- 
tativo de todaa laa fotmas . 

La euperficie pass pot el origen . No hay ottas intercepciones con 
10s ejea cootdenadoe . 
I*-ru - %. 
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Las trazas sobre 10s planos XY , XZ y YZ son, respectivamente , 
x2 us 

el origen , la badbola - = cz , y - 0 ,  y la padbola a = cz , z - 0. a2 
La mper6cie es sirnbtrica con respecto a 10s planos YZ y XZ y 

con respecto a1 eje Z. 
Las secciones de las superficies por planos paralelos a1 XY eon las 

c u m s  

Estas curvas son elipse~ si c y k son del mivrno signo ; si c y k tienen 
signos contraries , no hay lugar geombtrico . Si tomarnos c como posi- 

tivo, k debe ser positivo, y a medida 
Z que k aumenta de valor, las elipses (3)  qy crecen en tamalio a medida que 10s phi- 

nos de corte se alejan rn4s y m4s del 
plano XY. Evidentemente, pues, la 
superficie no es cerrada sino que se ex- 
tiende indefinidamente , alejhdose del 
plano XY. Se ve f4cilment.e que las 

Y secciones de la s u p e r f i c i e por pianos 
paralelos a 10s planos XZ y YZ son 

A- 
X padbolas cuyos vbrtices se alejan del 

piano XY a medida que se toman 10s 
Fig. 191 planos de corte m&s y m4s lejos de es- 

tos planos coordenados . 
Una porci6n de la superficie , en el caso de ser c positivo , aparece 

en la figura 191. Si c es negativo la superficie eat& en su totalidad 
abajo del plano XY. Se dice de cada superficie que se extiende a lo 
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eifptico se extiende a io largo 
del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado en la 
forma can6nica de su ecuacibn. 

Si en la eeuaci6n (2) es a = b ,  la superficie es un paraboloide 
de revolucidn que puede e n g e  n d r a r s e  haciendo girar la parhbola 
y2 = cz, x = 0 ,  en tomo del eje Z. (VPase el ejemplo 1 del Ar- 

tfculo 130. ) 

b) Paraboloide hiperbdlico. Una forma can6nica de la ecuaci6n 
del paraboloide hiperbblico es 
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Nuestra discusi6n de la ecuaci6n (4 )  sex4 representativa de !as otras . . 
2% za 

dos formas can6nicas, - - - = B2 za 
bs q Y 2 - p  = cz. Hay dos va- 

riaciones para cada forma, segGn que c sea positivo o negativo. 
La superficie paaa por el origen . No hay otras in tercepciones con 

10s ejes coordenados . 
Las trams sobre 10s planos X Y , XZ y YZ son , respectivamente , 

Z Y  z Y  lasrectasquesecortan - + g =  0 ,  z = O ,  y - - - 1 0 ,  z = 0 ;  
a a b  

22 y2 
la partibola = cz , y  = 0 , y la par4bola - = - cz , z .= 0. La 

La superficie es simetrica con respecto a 10s planos YZ y XZ y 
a1 eje Z. 

Las secciones de la supedcie por planos paralelos a ,  per0 no coin- 
cidentes con , el p1:tno XY son las hiperbolas 

Evidentemente, a medida que k crece numericamente , las ramas de 
estas hiperbolas se alejan m4s y m4s del eje 2 .  Por tanto , la superfi- 
cie no es c e ~ a d a  , sin0 que se extiende indefinidamente. 

Las secciones de la mperficie por planos paralelos a1 XZ son las 
parhbolas 

las cuales st! abren hacia arriba o hacia abajo segdn que c sea positivo 
o negativo. 

h s  secciones de la superficie por planos paralelos a1 YZ son hs 
padbolas 

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segdn que c sea positivo 
o negativo . 

Una porci6n de la superficie aparece en la figura 192(a) para el 
cam en que c es negativo. La superhie tiene la forma de una silla 
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z .  Todo para- 
boloide hiperbdlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres- 
pondiente a la variable de primer grado en la forma can6nica de su 
ecuaci6n. 
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Evidentemente, el paraboloide hiperbdlico nunca puede ser una 
superficie de revoluci6n. La ecuaci6n ( 4 )  puede escribirse en la forma 

de la cual vemos que la ecuaci6n de la superficie puede obteneree 
eliminando el panlmetro k de cualquiem de las dos siguientes familias 
de recta8 , o haces alabeados , 

Fig. 192 

Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140) , el 
paraboloide hiperbdlieo es una superjicie reglada engendrada POT cudquiem 
de los dos haces alabeados . (Vbse el ejemplo 2 del A r t .  137. ) Puede 
demoetnrme que por cada punto del pawboloide hiperb6lico pasa una 
y aolamente una generatris de cada haa. Algunas de estas generatrims 
aparecen t r a d e  en la figura 192 ( b )  . 

1. Dircutir y nprcrcntar grificamcntc cada una dc Iar rupcrficicr dcl ti- 
po  (I) (Art. 139) cuando ono o mi8 de lor cocficicntcr son nolos. 

8. Dar una dircuti6n completa del cliproide alargado coya ccoaci6n es 
xP + $ + f - I .  a > b. Construir la ropcrficie. 
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3. Dar ana discari6n completa del elipsoide achatado cuya ccaaci6n es 

Constrair la saperficic. 

E n  cada ano  de 10s ejercicios 4-7, dircatir y constrair el elipsoide cayr ecaa- 
ci6n se da. 

x' ' zs 4. T + % + T - l .  6. 36xa + 9ya + 42' = 36. 

8. Hallar c identificar la ecaaci6n del lugar geomktrico de a n  panto qae se 
maeve de trl  manera qae la suma de lor caadrados de tas  dirtanciar a 10s ejes 
X y Y es siempre igaal a 4. Conrtrair la superficie. 

9. E n  Cilcalo infinitesimal re demuestra qae el volamen limitrdo por an 
elipsoide es igual a )irrabc. siendo 0, b y c lor semiejes. Hillese el volamen 
limitado por el elipsoide 4x' + 3yS + 221 - 8x + 12y + 4 5 0. 

10. Dar ana dircasi6n completa del hiperboloide de ana hoja coya ecaaci6n 

e - + - 1 Constrair la saperficie y sa con0 asintdtico. 
aa 
11. Dar ana discasibn completa del hiperboloide de do8 hojar caya ecaaci6n 
xs a 24 

es - - -$ + ;i + 1 - 0. Construir la saperficie y sa  con0 asint6tico. 
0' 

E n  cada a n o  de 10s ejercicios 12-17, discatase y constrfipase el hiperboloide 
caya ecaaci6n se da. Constrfiyase tambikn sa  cono asint6tico. 

18. Construir 10s biperboloider conjagados qae t i e  n e n a la saperficie 
XS + ya - za - 0 por cono asint6tico comhn. 

19. Hallar Ias ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide 

y demortrar quo ertas rectaa se cortan. 
20. Hallar la ecaaci6n del hiperboloide & revolaci6n de ana hoja engcndrr- 

d o  por la rotaci6n de la recta y - 2, z - x. en torno del eje Z. Constrair 
la saperficie. - 

21. Hallar la ecuaci6n can6nica de ana caidrica con centro, t i  la saperficie 
pasa por el punto ( I ,  1. - 1) y por la curva 4ya + 22' = 3, x - 2. Cons- 
trair la superficie. 

22. Discutir e ilustrar cada ana de Ias raperficies del tip0 (11) (Art. 139) 
caando uno o do8 de 10s coeficientes son nalos. 

28. Dar ana discasi6n completa del paraboloide eliptico cuya ecaaci6n 
x =  z r  es +7 = cy. C o n r t ~ a i r  la saperficie 3ara c > 0 y t a m b i b  para c < 0. 
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24. Dar una diacuai6n completa del paraboloide hiperb6lico cuya ecuaci6n 

ea xa --- , z2  = cy. Construir la superficie para c > 0 y tambiin para F < 0. 
a2 ba 

En  cada uno de 10s ejercicioa 25-30, estudiar y conatruir el paraboloide cuya 
ecuaci6n re da. 

25. x' + 22' - 4y. 27. 9xa +4z1 + 36y = 0. 
26. x 2 -  y 2 +  z = 0. 28. 4y2 + z' + 2x = 0. 

29. x 2 + y s - 4 ~ - 6 y - 1 8 ~ + 1 3 = 0 .  

30. x2 - y2 - 2x + 4y + z - 6 = 0. 

31. Hallar Ias ecuaciones de cada uno de 10s haces alabeados del paraboloide 
hiperb6lico x2 - ys = 42, y demostrar que estas rectas se cortan. 

32. Hallar la ecuaci6n can6nica de una culdrica sin centro, si la superficie 
ae extiende a lo  largo del eje Z y paaa por 10s puntos (2, 1, 1) y (4, 3. - 1).  
Conatruir la superficie. 

33. Las doa ruperficies - = 1 y 2 - z= 1 se llaman cilindror hi- 
a' b2 ba aa 

perbdlicos conjugados. Demostrar que ambaa superficiea son asint6ticas a 10s 

planoa que se cortan 5 + .E = 0 y 5 - Y = 0. Estos p 1 a n  o a ae llaman, 
a b  a b  

apropiadamente, planos asintdticos comuner de 10s cilindroa. Constrdyanse lor 
cilindroa y aua planoa asint6ticoa. 

34. Demoatrar que el paraboloide hiperb6lico XI - 2 = cz es asint6tico 
a2 b2 

a 10s planoa que se cortan 5 + 1 = 0 y - 2 = 0. Eatos planos son 111- . 
a b  a b  

mados, apropiadamente, planor asint6ticor. Conatrdyase la auperficie y aus 
planoa aaint6ticoa. 

35. Demostrar que laa rectaa de cada haz alabeado del paraboloide hiperb6- 

lico - 9 = cz son paralelas a cualquiera de rus planoa aaint6ticoa (ejer- 
a2 bS 

cicio 34). 

Loa ejercicios 36-39 ae refieren a1 aistema de cua'dricas con centro 

en donde a > b > c > 0 y el padmetro k pnede tomar todoa 10s valores realea 
except0 - a'. - ba, - ca, y cualquier valor menor que - as. Eate aiatema es 
anilogo a1 aiatema de c6nicas con centro (homofocalea) dircutido en el Art.  77. 

36. P a n  k > - cs. demuiatreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un aiatema 
de elipaoidea cuyas trazaa aobre el plano X Y  son todaa elipsea que tienen 10s fo- 
cor comunea (* 4 a2 - b', 0. 0 ) .  

37. Para - ba < k < - ca, demuQrtreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un 
riatema de hiperboloides de una hoja cuyaa trazaa aobre el plano X Y  son todas 
elipaea que tienen 10s focos comunea (A 4 a2 - bs , 0. 0 ) .  

98. Para - as < k < - bP, demuiatreae que la ecuaci6n (5) repreaenta un 
riatema de hiperboloides de doa hojas cuyar trazaa aobre el plano X Y  son todar 
hipCrbolaa que tienen 10s focos comunea (a 4 aa - b2 , 0. 0 )  . 
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39. Los resultados de 10s ejercicios 36-38 muestran quo las trazas del siste- 
ma (5) sobre el plano XY, para todos 10s valorea permisibles de,k, son cdnicas 
homofocales (Art.  77). Demuistrese que se verifican resultados semejantes 
para las trazas sobre el plano XZ y tambitn para las trazas sobre el plano YZ 
de 10s elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna 
traza sobre el ptano YZ para loa hiperboloides de dos hojas. E n  vista de esta 
propiedad, se dice que la ecuaci6n (5) representa un sistema de cua'dricas homo- 
f ocales. 

40. Establecer y demostrar un resultado anilogo a1 del ejercicio 39 para el 
sirtema de cua'dricas sin centro 

las cuales, por esto. se llaman paraboloideo homofocales. 



CAPITULO XVII 

142. Sntrodmcibn. En el Capitulo XV hicimoe un estudio de la 
mta en el: enpacio . En este capltulo exknderemos nuestro satudio al 
pmblema m h  general de la inveitigaeidn de cualquier curva en el 
espado. Vimos que una recta en el espacio estA repmmtada anallti- 
camente por dos ecu~lciones independientes , que mn las eauacionea de 
doa planoa diferentes cualesquiera quc pawn por la recta. Adloga- 
mente, una curva en el espacio puede representarse analiticamente 
por dos ecuacionea independientes, ha ecuaciones de dosl supedciea 
diferwtes cualesquiera que pamn por la curva. Se@n eats , vamos a 
eatableoer Is siguierite 

DEFINICI~N. tot9lidad de bs puntog, y a o b m t e  de aquellos 
punton, c u p s  mmlenadas mtidaaen simdt&neamente do8 ecuaciones 
rectmgularea independientes se lhme casrtra dei eapaciu . 

Geom4trimmeute , urn curva del e8pacio ea la intemecci6n de las 
dm superficiea difemtels repmentadw por laa ecuaciones que la 
d&en. 

Si todos lo8 puntm de una curva en el espacio eatlln en un p h o  , 
ee llama c u m  $ma; en cahlo contmrio , se Ihma c u m  dubeada . 

El mtudiante debe ob~ervar que un par de ecuaaiones rectmguhrea 
M, r e p ~ m h n  necmariamente una curva del espaoio . A d ,  lae ecua- 
cioneu z2 + ys + zz ' 4 y + $ + aP = 9 no repmentan m a  c u r  
va, porque, anallticamate, estw dos ecuacionm no tienen ninguna 
eoluaidn m m h  , y geornbtrieamente , eomo representm dos esferaa 
conah trims, no hay oum de inhmcibn .  Tambih , d dos auperfi- 
cies tieam eolamente ua punto en combn, no considerarernos que 
definen una ourva en el m c i o  . 

Ele mot4  previamente (Art.  123) que lu euuaciones que definen 
ulur mta en el espacio no mn hi-, y que u a  reoh puede repre- 
=tame ansIItiorrmente por las macionea de dos planos d i f emks  
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante 
concepto se aplica a las curvas del eapacio en general. 

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter- 
secci6n de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim- 
b6lica, pueden escribirse brevemente 

Con estas ecuaciones formemos la ecuaci6n 

en la que k es una constante o par&metro que puede tomar todos 10s 
valores reales. Evidentemente , si la ecuaci6n (2)  representa un lugar 
geombtrico, se trata de una superhie (Art. 128). En particular, 
cualquier aoluci6n comdn de ambas ecuaciones (1)  es tambih una 
soluci6n de la ecuaci6n (2 ) .  Por tanto, para cada valor del p a r h e -  
tro k ,  la ecuaci6n (2 )  representa una superhie que pasa por la 
curva ( 1 ) . (V&se Art .  77. ) Este concepto es de tal importancia en 
la teorfa de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del 
siguiente 

TEOREMA . Para todos 10s valores del pardmetro k , la ecuacidn 

representa unu familia de supetjicies cada una de las cuaks pasa por la 
curva 

U = O ,  v = o .  

La importancia del teorema anterior eat& en el hecho de que a 
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente 
es posible obtener un par de ecuaciones m4s simples o m4s 6tiles que 
la definan . Tendremos ocasi6n de usar este hecho m&s adelante (Ar- 
tfculo 145). 

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se 
limitars solamente a su construcci6n. La investigaci6n y determina- 
ci6n de las propiedades de la curva general del espacio requiem mbto- 
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental 
de Geometria, analitica . 

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio 
de la construcci6n de las curvas del espacio considerando el caso m&s 
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos 
especiales de tales c w a s  como trazas de una superficie sobre 10s 
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos 
paralelos a un plano coordenado . Asf , las ecuaciones 

representan una circunferencia contenida en el plano z = 2. Esta 
curva puede considerame tambihn como la intersecci6n de la superhie 
del cilindm circular recto z' + y9 = 4 con el plano z = 2.  Evidente- 
mente, las curvas planas de este tip0 pueden trazarse por 10s metodos 
de la Geometrfa analftica plana. 

Vamos a considerar la constmcci6n de una curva contenida en un 
plano no paralelo a ,  ni coincidente con, un plano coordenado. Sea C  
dicha curva , y considert5mosla definida como la interseccidn de una 
superficie curva S y un plano 6 .  Para construir C  debemos obtener 
un medio para determinar la localizaci6n de cualquier punto de la 
curva. Esto puede hacerse trazando primem un plano, digamos ti1, 
paralelo a uno de 10s planos coordenados y tal que corte a C .  El plano 
ti1 cortarh a S en una curva, digamos Cf ,  y a 6 en una recta, diga- 
mos 1 I .  La intemecci6n de C f  y 1' es , evidentemente , un punto de 
la curva C  . 

Ejemplo. Conatruir aquella porcidn de la curva 

quo eat6 en el primer octante. 
Solocidn. La primera ecuacidn reprerenta un hiperboloide de revoluci6n S 

de una hoja (fig. 193) quo ae extiende a lo  largo del eje X, y la segunda un 

z plano 6 perpendicular a1 XY y quo 
paaa por el eje Z. En  la figura 193 apa- 
recen las porcionea de eataa auperficies 
quo estin en el primer octante. 

La interaecci6n de S con el eje Z es 
el punto A. que, por tanto, eati tam- 
biin sobre 6. Luego A es un punto de 
la curva C: aus coordenadas ae encuen- 
tran ficilmente p son (0, 0. 1 ) .  Las 
trazaa de S y 6 aobre el plano XY aon, 

,y respectivamente, la hiplrbola 

Y ' - X Z 5 1 ,  z = o ,  
1 4  

y la recta x = y, z 0; 6u interseccidn 

~ ( ? 3  fi, 9647, 0) 

ea tambiin on punto C. 

Fig. 193 

-- 
Para localiiar cualquier otro punto 

de C, consideremos un plano b1 paralelo 
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a1 plano YZ; erte plano corta a S en C1, qne es un  cnadrante de circunferencia, 
y a 6 en 11 que es nna recta paralela al eje Z. La intersecci6n de C 1  y 1' es un  
punto  P de C. Anilogamente, considerando otros planos paralelos a1 YZ, 
podemos obtener pnntos adicionales de la curva C ,  que aparece en linea grnesa 
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, seri  intere- 
sante para el estudiante el conrtruir la curva completa. 

144. Curva de intersecci6n de las superficies de dos cilindros rectos. 
Vamos a considerar ahora el problema de la constmcci6n de la curva 
de intersecci6n de las supeficies de dos cilindros rectos. Este problema 
es importante porque es muy 6til en la construcci6n de cualquier curva 
del espacio , como veremos en 10s dos articulos siguientes. 

El tip0 de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta, 
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La 
curva de intersecci6n de tales superficies cilindricas puede obtenerse por 
el metodo explicado en el Articulo 143. En efecto , se puede trazar un 
plano paralelo a uno de 10s planos coordenados y tal que pase por una 
generatriz de cads, cilindro, la intersecci6n de las dos generatrices es 
un punto de la curva de intersecci6n. 

Ejemplo.  Construir  la curva de interseccibn de las superficies cilindricas 

Solucibn. La primera ecnacidn (teorema 6. Art .  133) repnsenta la snper- 
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares a1 pla- 
no X Z  . La  segnnda ecuaci6n repre- 
senta la superficie de a n  cilindro pa- 
rabdlico recto cnyas generatrices son 

z 
perpendicnlares a1 plano XY. P o r  
simplicidad, vamos a trazar sola- 
mente aquella porci6n de la curva de 
interseccidn que esti  en el primer 
octante. E l  resto de la curva pnede te+ze= 
obtenerse despuis por consideraciones 
do simetria. 

Las partes de loo dos cilindros que Y 
estin en el primer octante aparecen 
en la figura 194. Evidentemente, 10s 
puntos A ( 0 .  0 .  1) y B ( 1 ,  2 ,  0 )  
estin sobre la cnrva de intersecci6n. X 
Para obtener cnalesqnier otro pnn to  Fig.  194 
de la cnrva, hacemos pasar o n  pla- 
no 8 paralelo a1 plano YZ y que corta a1 cilindro x' + za = 1 en la genera- 
t r iz  11 paralela a1 eje Y, y a1 cil indro yZ = 4x en la generatriz 12 paralela a1 eje Z. 
La intersecci6n de 11 y 12 es entonces un  pnnto  P de la curva de intersecci6n. 
Anilogamente podemos obtener tantos puntos  como queramos de la curva. la 
cual aparece en el primer octante trazada en linea grnesa. E l  resto de la curva 
pnede trazarse ficilmente p o t  consideraciones de simetria. 
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EJEBCICIOS. Qrupo 68 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-12. construir la curva plana do intersecci6n de 
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan. 

En  cada uno de 10s ejercicios 13-25, construir la curva de intersecci6n de la8 
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan. 

1s. x ' + y 3  = 1, x S + z '  = 1. 20. y3 + x = 4, y' - 42 = 0. 
14. 11% + za 3 4, xa + ya = 4. el. x a + z a = l ,  3xa+ya=12.  
15. x a  + za = 4, x3 = y. 22. xa+y3-4y= 0, ys+9za=9. 
16. xa  + y3 = 4, ya + z = 4. 23. x % + z % = ~ ,  y g + Z m 4 .  
17. xs + z 3 3, y2 + 2' = 9. 24. y = x8. 4ya + zs  4. 
18. ya + x = 4, y2 + z = 4. 26. y % + z n  = 1, x 2 + z  - 1. 
19. y * + x = 3 .  x a + z = 9 .  

145. Cillndros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo- 
rema del ArtIculo 142 vemos que hay una infinidad de pares de super6- 
cies diferentes que con su intersecci6n definen a una curva del espacio. 
Vamos a eonsiderar ahora un par especial que es muy fitil en la 
construcci6n de cumas del espacio. Se seleccionan tres combinacio- 
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio, 
tales, que cada combinaci6n carecca , respectivamente , de una de las 
tree variables z ,  y y z. Este proceso consiste evidentemente en 
la eliminaci6n sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que 
definen la curva . Como cada una de las ecuaciones resultantea carece 
de una variable, se ague, por el teorema 6 del Artlculo 133, que cada 
ecuaci6n represents la supedcie de un cilindro recto cuyas generatrices 
son perpendiculares a1 plano coordenado en que no se mide esa varia- 
ble. Ademth, como cada super6cie cilindrica tiene a la curva del 
espacio mmo directric , se les llama, apropiadamente , cilindros pro- 
yeantes de la curva . 

Vemos, entonces, que una curva del eapacio tiene tres cilindros 
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se amstumbra, en 
consecuencia, hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el 
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plano XY , sobre el plano XZ y sobre el plano YZ. Dos cudesquiera 
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la 
curva del eapacio . Vemos , adem8s , que 10s planoe proyectantes de 
una recta en el espacio (Art. 125) son un cam especial de 10s cilindros 
proyectantes de cualquier curva del espacio . 

Ejemplo. Hallar e identificar las ecnacioner de 10s cilindros proyectantes de 
la cnrva cuyas ecnacionea son 

Solucibn. Si eliminamos rncerivamente lar variables x. y y z entre lar doe 
ecnacioner de la cnrva (1).  obtenemor, rerpe~tivamentc, lar ecnacione~ 

Ertar ecnacioner, tomadas en orden, reprerentm lor cilindror proyectantes de la 
cnrva (1) robre lor planos YZ. XZ y XY, respectivamente. Lar dor primerar 
superficies son cilindror elipticos; la tercera es nn cilindro hiperb6lico. 

La curva puede conriderarse ya rea como la intersecci6n de las snperficies re- 
presentadas por las ecuacioner ( I ) ,  nn eliproide y un hiperboloide de nna hoja. 
respectivamente, o como la intersecci6n de dos cnalerquiera de sur tree cilindror 
proyectantes ( 2 ) ,  (3) y (4) .  E r  mny intererante el ejercicio de constrait la 
curva partiendo de cada uno de estor dor pnntos de virta. Ari re veri la gran 
rimplicidad qne re obtiene mediante lor cilindror. Erte tip0 de problema reri 
estndiado en el siguiente articnlo. 

Examinemor ahora la cnrva de intersecci6n de las doe snperficier de lor dor 
cilindror circularer rector 

xa + y' = 4, (5) 

Aqui tentmos pa do8 de lor cilindros proyectantes. Si aplicamor ahora el mltodo 
del ejemplo anterior y determinamor la ecnaci6n del tercer cilindro proyectante. 
eliminando la variable g entre las ecnacioner (5) y ( 6 ) ,  obtenemos la ecnaci6n 

cnyo lngar geomltrico consta de lor planor x + z = 0 y x - z = 0. Por tanto, 
la intersecci6n conrta de dog cnrvar planar, nna contenida en el plano x + z = 0 
y la otra en el plano x - z = 0. Vemor aqni otra ventaja de determinar lor 
cilindror proyectanter de nna cnrva en el erpacio; en erte caso particular, nor 
conduce a descnbrir el hecho de q r e  la interrecci6n conrta de dos cnrvar planar. 
Es may inrtrnctivo el conrtrnir lor cnrvar como la intersecci6n de cada nao de 
lor planor (7) con cnalqniera de lor cilindror (5) y (6) y comparar entonces 
e r u  conrtrncci6n con la nrada en la rolncidn del ejercicio 14 del grnpo 68. Ar- 
ticulo 144. 
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146. Consmcci6n de las curvas del espacio. En este articulo 
vamos a hacer un breve resumen de 10s m6todos que pueden emplearse 
en la construccidn de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones 
que la deiinen . Si una de las ecuaciones de una curva represents uo 
plano , la curva es una curva plans y puede construirse como se discu- 
ti6 en el Articulo 143. Si amhas ecuaciones de una curva representan 
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coop 
denado, la curva puede construirse como se bosquej6 en el Articu- 
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo 
ninguno de estos dos casos, procedemoa como se indic6 en d Articu- 
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de 10s trea cilindros proyec- 
tantes y construir entonces la curva como intersecci6n de dos cuales- 
quiera de estos cilindros. El procew, en este liltimo caso consiste en 
reducir el problema a uno de 10s dos primeros casos. 

Ejemglo 1. Const ru i r  la curva 

p o t  medio de sus cilindros proyectantes. 

F ig .  195 

Solucibn. Eliminando una variable suceeivamente entre ias ecuaciones ( I ) ,  
obtenemos las tres ecuaciones 

ya + z1 = 9, (2) 

x2 + z' = 9. (3 1 
xa - y= = 0. (4) 

E l  lugar geomitrico de la ecuacibn (4) consta de 10s dos planos . 

por  tanto ,  la interseccibn de las superficies ( I )  consta de dos curvas planas. 
Una por t i6a  de cada una de estas curvas aparece en la f igura 1%. La porci6n 
APB de u rn  curva es t i  en.el p lano x - y - 0; el mi todo  d t  construir  cualquier 
p u n t o  P de esta curva como interseccibn del p lano x - y = 0 y el ci l indro (2) 
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esti  indicado por medio de un plano paralelo a1 plano XZ. La porcibn AP'C 
de la otra curva esti  en el plano x + y = 0: el mitodo para construir cualquier 
punto PI de esta curva como intersecci6n dcl plano x + y = 0 y el cilindro ( 3 )  
esti  indicado pot  medio de a n  plano paralelo a1 YZ. Las curvas pucden comple- 
tarse ficilmente por consideraciones de simetria. 

Podemos, por supuesto, de urn manera semejante, obtener tambiin la por- 
ci6n APB como intersecci6n del plano x - y 0 0 y el cilindro ( 3 ) ,  y la porci6n 
APIC como intersecci6n del plano x + y = 0 y el cilindro ( 2 ) .  E l  estudiante 
debe tambiin construir estas curvas como intersecci6n de 10s cilindros proyec- 
tantes ( 2 )  y ( 3 ) .  

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proycctantcs, construir la porci6n 
de la curva 

x' + 2y' + 2 - 10 = 0, x '  - y' - 22 + 8 = 0, (5) 
que esti  en el primer octante. 

Solucibn. Se encuentra ficilmente que 10s cilindros proyectantes son 

La porci6n deseada de curva, APB, puede obtenerse como iatersecci6n de 10s 
cilindros ( 6 )  y ( a ) ,  y asi aparece trazada en la figura 1%. Como se indic6, 

x 
Fig. 1% 

cualquier punto P de la curva puede obtenerse por  medio de a n  plano paralelo 
a1 plano XZ. 

El estudiante &be conatruir fa curva como interaecci6n de 10s cilindros 
(6) y ( 7 ) ,  y tambiln como intersecci6n de 10s cilindros ( 7 )  y (8) . Despuis. 
debe comparar estas construccionea de la curva (5) con su construcci6n como 
intersecci6n del paraboloide eliptico y do4 paraboloide hiperb6lico dados. 



















A P E N D I C E  I 

LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFIRICIONES 
Y TEOREMAS 

Las f6rmulae 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas : 

a ,  b , c = lados de un trisngulo . h = altura. 
a = semiperfmetro = % (a + b + c ) .  K = 4rea. 
b =  base. r = radio del cfrculo . 

bl , ba = bases de un ttapecio . 8 = arco de circunferen- 
C = longitud de la circunferencia . cia. 

1. Mbngulo. K = x b h ; K = t / a ( a - a ) ( a - b ) ( a - c )  
2. Paralelogtarno. K - bh. 
3. Trapecio. K m  x ( b ~ + b a ) h .  
4. Circulo. C - 2 m ;  K = m s .  
5. Seetor circular. K = x ar . 

Lae f6rmulas 6-10 se refieren a cuerpos geom6tricos. En ellae : 

B = 4rea de la base. S = 4 m  lateral. 
h = altura. = 4rea de la esfera. 
r =  nuiio. T = &rea total. 
a - lado. V = volumen. 

6. Pfisma. V = Bh. 
7 .  PirAdde. V = % Bh. 
8. Cilfndro circular recto. S = 2nrh; T = 2x r (h + r ) ;  V = m'h. 
9. Conocircalarrecto. S 5 nra; T = m ( a + r ) ;  V = %nrSh. 

10. Eufera. S -- 4nrs; V = %x ra . 
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B .  ALGEBRA 

1. La diviaidn por cero es una operacidn exclulda . 
2. Si el producto de dos o m4s canfibades es igual a cero , uno de 

10s factores , por lo menos, debe ser igual a cero . 
3. Ecuacibn de segando grado. La ecuacidn cuaddtics 

a z a + b z + c = O ,  a # 0 ,  
tiene las ralces 

en donde D = bZ - 4 ac se llama discriminante. Si a, b y c son todos 
ndmeros reales, estas raices son reales e iguales ei D = 0 ; reales y 
desiguales ei D > 0 ; complejas conjugadas si D < 0. 

b 
Suma de las mlces = - - C 

a )  producto de las rafces = -. a 
4. Logaritmos. Dejinicidn. Si N ,  z y b son tres csntidades 

ligadas por la relacidn 

entonces el exponente z se lhma logaritmo de N en la base b , y escri- 
bimos la relacidn equivalente 

z = logs N .  

El logaritmo de un ndmem negativo no existe en el sistema de 
ndmeros reales ; el logaritmo de cem es indefinido . 

Si M y N son dos ndmeros positives , las tres siguientes relaciones 
son verdaderas : 

logb (MN) = logb M 4- log N ,  logb (f) = log M - logb N ,  

logt, (M)" = n logb M , siendo n un ndmero real. 

Debe anotam tambih las siguientes relaciones : 

El logaritmo de un ndmero en cualquier base puede obtenerse por la 
relacidn 

endonde, a > O ,  a # 1 ;  b > O ,  b # 1 .  
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5. Determlnantes. Un determinante & orden n es una cantidad 
representada por un ordenamiento en cuadro de nS cantidades , Ilamn- 
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas. 

El dlculo de determinantes ee da en 10s textos de Algebra. Con- 
viene recordar las siguientes propiedades importantes : 

Propiedad 1 .  Cualquier propiedad de un determinante que es 
vhlida para sus filas es tambi6n vtilida para BUS columnas. 

Propiedad 2 .  El valor de un determinante no ae altera si sus filas 
y columnas correspondientes son intercambiadas . 

Propiedad 3 .  Si en un determinante se intercambian dos de sus 
filas el determinante cambia de signo . 

Propiedad 4 .  Si un determinante tiene dos filas iddnticas, su valor 
es cero. 

Propiedad 5 .  Si se multiplica cada uno de 10s elementos de una 
fila de un determinante por un n6mero cualquiera I ,  el valor del 
detern~inante queda multiplicado por k .  

Propiedad 6 .  El valor de un determinante no se altera si cada uno 
de 10s elementos dc una fila se multiplica por un ndmero cualquiera k 
y se le sumn el elemento correspondiente de cualquiera otra filir . 

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, 10s teoremas 
dados aqui se ilustrartin con sistemas de tres ecuaciones lineales ; sin 
embargo, son verdaderos para sistemas de cualquier ndmero de ecua- , 

ciones . 
Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogdneas 

en tres inc6gnitas : 
a12 + b1y + ClZ = kl , 
azx + b2g + czz = k2 , (1 
anx + 63p + C3Z = k3 , 

en donde kl , kz y k 3  son constantes , no simultineamente nulas . El 
determinante formado por 10s coeficientes se llama determinante del sis- 
tema y se designa generalmente por A , es decir , 

Sea A j  el determinante formado a partir de A reemplazando 10s ele- 
mentos de la columna de orden j por 10s tdrminos independien- 
tea kl , k2 y ks . 

Entonces teneinos : 
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Regla de Cramer . Si . A z 0 , el sistema ( 1 ) tiem una aoluci6n 
h i c a  dada por 

Si A = 0 y A, # 0 para un valor de j por lo menos, el sistema ( 1 ) 
no tiene solucibn y se dice que es incompatible. 

Si A = 0 y A j  = 0 para todos 10s valores de j , el sistema ( 1 ) tic- 
ne un ndmero infinito de soluciones, y ee dice que es indeterminado. 

Consideremos ahora el sistema de tres ecwciones lineales homogb 
mas en tres incbgnilas: 

arz + bry + CJZ = 0 ,  
a2z + b2y + ctz = 0 , (2 )  
aaz + bay + C ~ Z  = 0 .  

Segdn la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es 
diferente de cem, hay solamente una solucibn : 

z = O ,  y = O ,  z = o .  
De aquf el siguiente 

TEOREMA. Un siatema de n eeuaciones lineales homngdneaa con n 
incdgnitae time otras aolucionea , ademds de la aolucih 

ai y aolamente si el determinade del siatema es @ w l  a cero. 

1 .  Definici6n de laa funciones trigonom6tricas. Sea 6 el 6ngulo 
cuya variacibn de valores estA dada por el interval0 

Para 10s fines de definieibn de tal 6ngulo y de sus funciones trigono- 
metricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los 
enunciados que eiguen se aplican a coda una de Ins cuatro posiciones 
que aparecen en la figura 200. 

Si a una recta que coincide con el eje X ae la hace girar en el plano 
coordenado X Y  en torno del origen 0 a una posicibn OA , se dice 
que ee ha generado un 6ngulo XOA = 8 que tiene a OX por lado 
inicial y a OA por lado jlnal. Si la rotacibn se hace en el sentido 
contrario a las manecillas de un reloj, ae dice que el Angulo rn poaitivo; 
y si la rotacibn es en el mismo sentido de las manecillas (indicada 
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en las figuras con llneas punteadas), Be dice que el hgulo  es nega- I 

tivo. Se dice tambi6n que el Bngulo estB en el mismo cuadrante que 
su lado final. 

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente 
, 
5 

de 0, y de coordenadas (z , y) . D e d e  P bajemos una perpendicu- 
lar PB a1 eje X.  El segmento de recta OP se llama radio vector, se 
designa por r, y ae toma siempre como poeitivo. En el tri4ngulo OPB , 1 

Fig. 200 

OB = z y P B  = y tienen 10s signos de las coordenndas del punto P , 
como estg indicado para 10s cuatro cuadrantes . Entonces , cualquiera 
que eea el cuadrante en que est4 8 , las aeis funciones trigonom6tricas 
de B se &jinen en magnitud y signo , por laa siguientee razones : 

I/ Z sen0 de B = aen B = 1, co8eno de B = cos B = - 
r '  
Z cotangentede e = c t g B = -  tangente de 8 = tg B = -- 

Z '  y '  
f r 

secante de B = eec e = ;, cosecante de B = csc fl = - 
y ' 

Lss definicionee son verdaderas y no cambian para Bngulos positives y 
negatives mayores que 360° en valar num6rico . 
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2. Identidades trigonom6tricas. fundamentales. 

1 1 csc e = - W C B = -  
1 sen e 

ctgB=- 
sen e ' cos e , t g e  , tge=-  cos e ' 

sen' 8 + cosaB = 1, 1 + tga 0 = seoa 6, 1 + ctg' 0 = ceca 0 .  

sen(90°*6)=cos6, C0~(90~*8)= r sene ,  tg(9O0*e)= r c t g e ,  
sen(180°*e)=~sene, cos(18O0*e)=-case, t g (180°ae )= i  tg 0, 
sen(270°*e)=-cose, cos(27O0*8)= *sene, t g ( 2 7 0 ~ ~ e ) = = ~ ~ t g e ,  
sen (360° a 0) = * sen 6, cos (360' * 0) = cos 8, tg (360' * 0) - a tg 8. 

4. Medida de Bngulos en radianes. Sea 6 un Bngulo central que 
intercepts un arc0 de longitud 8 sobre un circulo de radio r .  La me- 

8 
dida del Bngulo 8 ,  en radianes, esth definida por 0 =T.  Obdrve- 

se que por ser s y T longitudes, esta razdn es un ndmem abstracto. 
De esta definicidn de medida en radianes tenemoe de inmediato la 
relacidn de conversidn : 

n radianes = 180°, 
de donde, 

lso - 57 ,2958' (apmx . ) - 57' 17r45rr (aprox . ) , 1 radian = - - 
n 
n l o =  - 

180 
radianes = 0 ,017453 radianes (aprox . ) . 

5. Funciones trigonom6tricas de Bngulos especiales. 

Angnlo 0 en 
sen 0 

----- 
0 

% 

%d7 

1 

Radianes 

0 
3T - 
6 
3T - 
4 
3T - 
3 
3T - 
2 

Grados 

0" 

30" 

45" 

60" 

90" 

cos 19 

1 

% 

d 

% 
0 

tg 6 

0 

5 4 6  
1 

4 7  
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6. Fbrmulas de adici6n y sustracci6n. 

s e n ( z f  y) = senzcosy  * coszsen y ,  
cos ( z *  y) = coszcosy 7 senzsen y ,  

7. Funciones trigometricas del Angulo doble. 

8. Fanclones trigonometricas del Angulo mitad. 

2 1 - cos 2 z 
8 e L l y - f  , .COB f 

- COB Z = sen z = 1 - cos z 
1 + cos z 1 + cos z Ben z 

9. Relaciones importantes. 
b 

a sen t9 + b cos e = d a f  sen (0 + 4)  , en donde d = arc tg - a ' 
a 

a s e n ~ + b e o s ~ = d ~ c o s ( ~  -$ ) ,  en donde $ = a r c &  --. b 

En las f6rmulas 10-12, a , b y c son 10s lados de cualquier trihn- 
gulo y A , B y C son 10s 4nguloe opuestos respectivos . 

a b c 
10. Ley de 10s senos. - =--- senA s e n B - s e n C '  
11. Ley de 10s cosenos. a* = bS + c2 - 2bc cos A. 
12. Area de an trihngulo. K =  %ab sen C. 

A a alfa I t 

B B beta K K  
r r gallla ,I 1 
A J delta M I* 

E e Bpsilon N Y 

2 C dsetaozeta E I 
H 7 eta u u 

@ 0 teta 11 x 

iota 
kapa 
lambda 
mu o mi 
nu o ni 
xi 
6micron 
pi 

P P  n, 
0 sigma 

T 7 tau 
r o ipsilon 
@ V f i  
x x ji o ki 
'1' 4 psi 
JZ  w omega 
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A.  LOGARJTMOS COMVNES 



TABLAS 

A .  LOGARITMOS COMUNES 
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B. FUNCIONES TRtGONOMETRICAS NATURALES - 
Radianes -- 

.0000 

.W87 

.0175 

. a 2  

.ON9 

.0436 

.0524 

.Of311 

.0698 

.0785 

.Om3 

.0860 

.lo47 

.I134 

. i m  

.I309 

.I396 

.I484 

.I571 
-1658 
.I745 

.I833 

.I920 

.2007 

.2094 

. 2 i a  

.2269 

.2356 

.2443 

.2531 

.2618 

.2705 

.2793 

.2880 

.2967 

.3054 

.3142 
3'229 
.a316 

.3491 

.a578 

.3665 

.3752 

.3&M 

Grados 

0.0 

0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

3.0 
3.5 
4.0 
4.5 
5.0 

6.5 
6.0 
6.6 
7.0 
7.5 

8.0 
8 .5  
9.0 
9.5 

10.0 

10.5 
11.0 
11.5 
12.0 
12.5 

13.0 
13.5 
14.0 
14.5 
15.0 

15.5 
16.0 
16.5 
17.0 
1 7 . 5  

18.0 
18.5 - 
19.0 
19.5 
20.0 

20.5 
21.0 
21.6 
22.0 

sen 

sen 

.0000 

.00S1 

.0175 

.0262 

.ON9 

.0436 

.M23 

.Of310 

.0698 

.WE6 
2 

.0958 

.lo95 

.I132 

.i219 

.I305 

.I392 

.I478 

.I561 

.I650 

.I736 

.I822 

.I808 

.1W4 

.iU)79 

.2164 

.2250 

.2334 

.2419 

.25W 

.2588 

.2672 

.2756 

.2840 

.2924 

.3007 

.3090 - 

.3173 
, 3 2 5 6 .  
,3338 
.3420 

.3502 

.3584 

.3665 

.3746 

COS 

1.0000 

1.0000 
.9998 
.9997 
.9994 
.99W 

.W86 

.9981 

.9976 

.QQW 

.QM2 

.9@64 

.9945 

.9936 

.m25 

.9914 

.9903 

.9890 

.9877 

.M63 

.9848 

.9833 

.9816 

.W99 

.W81 

. 9 7 a  

,9744 
.8724 
.9703 
.8881 
.Wi9 

.a38  

.9613 

.9588 

.9563 

.9537 

.MI1 . 

.9483 

.9456 

.9426 
-9397 

.9367 

.9336 

.9304 

.9272 

.92W 

ctg Gtados tg 

tg 

.0000 

.0087 

.0176 

.0262 

.ON9 

.0437 

.0524 

.Of312 

.069@ 

.0787 

.@75 

.0983 

.lo51 

.I139 

. ins  

.I317 

.I405 

.I496 

.I584 

.I673 

.I763 

.I853 

. 1 W  

.2035 

.2126 

. a 1 7  

.2309 

.2401 

.2493 

.2586 

.2679 

.2773 

.2867 . 

.2962 

.3057 
-3153 

,3249 
.3346 
.3443 
.a41 
.3640 

.3739 - 

.3839 

.3939 

.4040 : 

.4142 

Radianes 
1 

90.0 

89.5 
89.0 
88.5 
88.0 
87.5 

87.0 
86.6 
86.0 
85.6 
85.0 

84.5 
84.0 
83.5 
83.0 
82.6 

82.0 
81.5 
81.0 
80.5 
80.0 

79.5 
79.0 
78.5 
78.0 . 
77.5 

77.0 
76.5 
76 .O 
75.5 
75.0 

74.5 
74.0 
73.6 
73.0 
72.5 

72.0 
71.5 
71.0 
70.6 
70.0 

69.5 
69.0 
68.6 r 
68.0 - 
67.5 . 

ctg 

- 

114.5887 
57.2900 
38.1885 
28.6363 
22.9038 

19.0811 
16.3499 
14.3007 
12.7062 
11.4301 

10.3864 
9.5144 
8.7760 
8 . 1 ~  
7.6968 

7.1164 
6.6912 
6.3138 
6.9788 
5.6713 

5.3965 
5.1448 
4,9152 
4.7046 
4.5107 

4.3315 
4.1663 
4.0108 
3.8667 
3.7321 

3.8059 
3.4874 
3.3750 
3.2109 
3.1716 

3.0777 
2.9887 
2.8042 
2.8239 
2.7475 

2.6746 
2.6051 
2.5386 
2.4751 
2.4142 

1.6708 

1.5621 
1.5533 
1.5446 
1.5359 
1.5272 

1.6184 
1.6097 
1.5010 
1.4923 
1.9835 

1.4748 
1.4661 
1.4574 
1.4486 
1.4399; 

1.4312 
1.4224 
1.4137 
1.4050 
1.3963 

1.3875 
1.3788 
1.3701 
1.3614 
1.3526 

1 .3439 
1.3352 
1.3265 
1.3177 
1.3090. 

1.3003 
1.2916 
1.2828 
1.2741 
1.2664 

1.2666 
1.2479 
1.!2392 
1 . a 5  
1.2217 

1.2130 
1.2043 
1.1956 
1.1868 
1.1781 
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B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES 

' 

r 

Radiants 

.3927 

.4014 
,4102 
.4189 
.4276 
.4363 

.4451 

.4538 

.4625 

.4712 

.BS00 

.4887 

.4974 
,5061 
.5149 
.5236 

. a 2 3  

. a 1 1  

.5498 

.5585 

.Xi72 

.ST60 

. a 7  

.5934 

.W21 
.GI09 

.6196 

.6283 

. W 0  

. M58 

.6545 

.6632 

.6720 

.6807 . 

.6894 

.6981 

.7069 
-7156 
.7243 
.7330 
.7418 

.7505 

.7592 

.7679 

.7767 

. 7 W  

Grados 

22.5 

23.0 
23.5 
24.0 
24.5 
25.0 

25.5 
26.0 
26.5 
27.0 
27.5 

28.0 
28.5 
29.0 
29.5 
30.0 

30.5 
31.0 
31.5 
32.0 
32.5 

33 .O 
33.5 
34.0 
34.5 
35.0 

35.5 
36.0 
36.5 
37.0 
37.5 

38.0 
38.5 
39.0 
39.6 
40.0 

40.5 
41.0 
41.5 
42.0 
42.5 

43.0 
43.5 
44.0 
44.5 
45.0 

I 

sen 

.3827 

.3907 

.3987 

.4067 

.4147 

.4226 

.GO5 

.4384 

.4462 

.r1540 

. a 1 7  

. a 9 5  

.4772 

. 4 W  

.4924 

.5000 

. a 7 5  

.5150 

.5225 

.5299 
5373 

.5446 

.5519 

.5592 

.5664 

.5736 

.!SO7 
,5878 
.5948 
.6018 
.6088 

.6157 

.6225 

.6293 

.6361 

.G428 

.6494 

.U61 

. a 2 6  
A691 
.6756 

.6820 

. 6 W  

.6947 

.7008 
7 

I COa I 

tg 

.4142 

.4243 

.4348 

.4452 

.4557 

.4663 

.4770 

.4877 

.4986 

.5095 

.5206 

. a 1 7  

.5430 

.6543 

.5658 

.5774 

.5890 

.600I) 

.6128 

.6249 

. a 7 1  

.6494 

. a 1 9  

.6745 
6873 

.7001 

.7133 

.7265 

.7400 

.7536 

.7673 

.7813 

.7954 

.a088 

.8243 

.8391 

.8541 

.8693 

.a847 

.9004 

.9163 

,9325 - 
.9490 
.9657 
,9827 

1.0000 

I ctg 

I 
cos 

.9239 

.9205 

.9171 

.9135 

.9100 

.9063 

.9026 
-8988 
-8949 
.8910 
.a870 

.8829 

.8788 
,8746 
.a704 
. 8 6 6 0  

. a 1 6  

.8572 

.8526 

.8480 
23434 

.a387 

.a339 

.a290 

.8'141 

.a192 

.8141 

.SOW 

.8039 

.79M 
,7934 

.7880 
,7826 
. m l  
.7716 
.7660 

.7604 

.7647 

.7490 

.7431 
,7373 

.7314 

.7254 

.7193 

.7133 

.7071 

sen 

c tg 

2.4142 

2.3559 
2.2998 
2.2460 
2.1943 
2.1445 

2.0865 
2.0503 
2.0051 
1.9626 
1.9210 

1.8807 
1.8418 
1.8040 
1.7675 
1.7321 

1.6977 
1.6643 
1.6319 
1.6003 
1.5697 

1 3 
1.5108 
1.4826 
1.4550 
1.4281 

1.4019 
1.3764 
1.3514 
1.3270 
1.3032 

1.2799 
1.2572 
1.2349 
1.2131 
1.1918 

1.1708 
1.1504 
1.1303 
1.1106 
1.0813 

1 .Of24 
1.0538 
1.0355 
1.0176 
1.0000 

I t g  

67.5 

67.0 
66.5 
66.0 
66.5 
66.0 

64.5 
64.0 
63.5 
63.0 
62.5 

62.0 
61.5 
61.0 
60.5 
60.0 

59.5 
59.0 
58.5 
58.0 
57.5 

57 .O 
56.5 
56.0 
65.5 
55.0 

54.5 
54 .O 
53.5 
53.0 
62.5 

52.0 
51.5 
51 .0  
50.5 
50.0 

49.5 
49.0 
48.5 
48.0 
47.5 

47.0 
46.5 
46.0 
45.5 
45.0 . 

1.1781 

1.1694 
1.1606 
1.1519 
1.1432 
1 .I345 

1.1257 
1.1170 
1.1083 
1.0996 
1.0908 

1.0821 
1.0734 
1.0647 
1.0559 
1.0472 

1 .OM 
1.0297 
1.0210 
1.0123 
1.0036 

.9948 

.9861 

.9774 

.9687 

.9599 

.9512 

.W25 

.93S8 

.9250 

.9163 

.9076 

.898d 

.8901 

.8814 

.8727 

.8839 

.8552 

.8465 
8378 
.8290 

.a03 

.8116 

.m29 

.7941 

.7854 

IGrados,-Radianea 
1 



4 68 APENDICE I1 

D. POTENCIAS Y RAI'CES DE ENTEROS 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 1, p. 8 

4. 1 1 ;  10; 4. 14. (s. 0). 
5. (7). (- 11). 15. d m .  
8. (- 15). (- 11). (- 13). 16. 10. 
9. (14). 17. 30. 

10. -3. 18. (I, 1 + 2 d T ) ;  (I, I - 2 d T ) .  
11. (a. a), (-a, a), (- a. - a), (a, - a). 
12. (2. 3). 20. 19. 10. 

13. 6. 5. 20. 20. 

Orapo 5 ,  p. 84 



4 7 0  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Grnpo 8, p. 54 

Grnpo 9, p. 63 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Urupo 11, p. 77 

x + y - 4 = 0 ,  x - y - 2  - 0 .  

adz- ~ / T ) X - ( V T + * / T ) ~ + * / Z + * / T = O .  
(2 d T + d 7 ) ~ - ( 4 i -  * / T ) s r + * / i - t / 3 = ~ .  
( 4 i ? + 4 d T ) ~ - ( 2 d 7 + & ) ~ - 4 * / Z - - 4 d j = o .  

4x + 7y + 12 - 0. 4x - 13y + 12 - 0. 
X - 2 y i - 8 - 0 .  1 3 % - 6 y + 2 4 = 0 .  
y* = Bx. 11. x' = 8y. 
yr + 6y + 12% - 15 = 0. y  + 3  = 0. 
x a - 2 x y +  y ' + 6 x + Z y + 9 - 0 .  
8xZ + 9yS - 42x + 72y + 171 = 0. 
xa -8ya+4x  -74y - 139- 0. 
23x2 - 48xy + 3y' + 170x - 122y + 118 = 0. 



4 7 2 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Girapo IS, p. 94 

Girapo 14, p.  96 

3. 41% - 5y - 89 - 0. 16. I&. 
12. 2. 18. kl - .t 4. kg a 14. 
15. (7. 4 ) .  

Girapo 16, 9 .  102 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 16, p. 108 

Contro (s, - N) ; radio = 47. 4. 5 ~ .  
Punto (- 3. 1 ) .  5. 2  d3n. 
NingLn lugar geomitrico. 
x a + ~ a  - 7 % - 4 y - 0 :  (Y4, 2 ) :  x d z .  
6x2 + 6ya - 32% - 2Sy 7 3 4  - 0 :  (%. ' 3 s )  : $8 4 2 4 6 5 .  
7x2 + 7ya - 22% + 5 2 ~  + 21 - 0 ;  ( I% ,  - '94) ; 6. 
D l - D a .  E l R E a .  F l Z F a .  18. ( ~ - 2 ) ' + ( y + H ) ~ - 9 .  
5% +4y  -40 - 0.  
4% - 3y - 32 = 0 ,  3% + 4y - 49 = 0. 

( X + ~ ) ~ + ( Y  - I ) *  =29.  
x * + ( y - 6 ) ' = 2 5 .  ( ~ - 6 ) ' + ( y + 2 ) ~ = 2 5 .  
( x - 8 ) ' + ( ~ - 8 ) ' =  13, ( ~ - 4 ) ~ + ( y - 2 ) ~ -  13. 
( x + l ) ' + ( y - 3 ) ' = 5 .  25. ( x  - 3)' + ( y  - 5 ) a  - 20. 

( X  - 4 ) ' + ( y  + 1 ) z = 2 5 ,  ( x  - 3 ) s + ( y  - 6 1 ' 5 2 5 .  

( x - ~ ) ~ + ( Y - % ) ~  = I/*. 
( x + K ) ' + ( Y - ~ C ) ' =  ( x -  % ) l + ( ~ - % ) l ~ l % .  
( x -  l ) ' + ( y + 2 ) ' = 4 .  31. k = - I ,  25. 
5% - y + 5 - 0 .  5%-y-47 = 0.  33. 3  4 2 .  
x' + y' - 6% - 2" + 1 = 0,  4x2 + 4yl - 384x + 37y + 2  119 = 0. 

xs + y' + 2% - 8y - 33 r 0. 8. 5%' + 5ya - 38y - 115 0. 

x l  + y' - 38% + 167 = 0. 9. 2x2 + 2y' - 20% - 16y + 41 0. 

x ' + y ' - x - 3 y - 1 0 - o .  ~ ' + ~ ~ - 7 x + 3 ~ + 2 = 0 .  
xs + ya - 8% + 6  - 0. 9%' + 9y' + 88% - 106 0. 

xz + ya - 8% - 16y + 35 = 0. 14. x' + y' + 2% + 4y - 15 0. 

x' + + x  + 2y - 10 = 0 ,  xa + y l  - 5% - 1oy + 20 - 0. 

x * + y ' - x - 2 y = 0 .  x 2 + y S - 6 ~ - 1 2 y + 2 5 ~ 0 .  
x s + y ~ + 1 6 x - 1 6 y + 2 4 = 0 .  21. 7 x - y - 1 6 0 0 :  2 a .  

24% - 28y + 3  = 0. 23. 4%. 
(%# - 

Orupo 18, p. 127 
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Orupo 19, p. 131 

1. xl' + y" - 4. 8. 3%" - Zy1' = 12. 15. 2xIa - 3y" 1 .  

2. 3x11 + 2y1' = 6 .  9. x'y' = 8. 16. xIa - 3y' - 0. 

3. 4x" - y" = 4. 10. 2%'" yy'= = 0. 17. X I ' +  y" - 2 .  

4. y'J - XI' = 0. 11. X I ' +  y l ' =  5 .  18. 2xIa + yl' = 2.  

5. x l y ' =  I .  12. Zx1a + 5y'l - 10. 19. y" - 6x" 9. 
6. 2x" + y" 1 4. 13. ~ ' ~ - 3 y " = 3 .  20. x'y' a 2 .  

7 .  3x1' + 2yIa - 6 .  14. 2%" + 3y'' = 1. 

Orupo 21, p. 144 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 4 75  

Orupo 23, p. 163 

Orupo 24, p. 159 

~ t u p o  as, p. 16s 



476  GEOMETKIA ANALITICA PLANA 

1. Valor min. = 3 para x 5 - 2. 5.  x 3 : x < - 3. 

2. Valor mix. = 1 para x  = 4. 6. Para todos 10s valores dc x  ex- 
cepto 4. 

3. Valor min. = 0 para x  = 3. 7. Para ningun valor de x.  

9. Positivo, cuando x  < I y x > 4: negativo. cuando 1 < x  < 4 :  cero, 
cuando x  = 1, 4 :  min. = - % cuando x - 5.  

10. Positivo. coando - 3 < x < % : negativo, coando x  < - 3 y x  > : 
cero, coando x = - 3, H ; mix. - 4 7 6  cuando x = - 5. 

11. Positivo, para todos loa valores dc x  exccpto 2 ;  ccro, coando x  = 2 ;  
min. = 0 para x  - 2. 

16. ax1 + 4ax + 4a + 4, a  < 0. 20. Cuadrado de 5  cm de lado. 
18. Cada cateto mide 7 cm. 21. % .  

6. Virtices (0. 3).  (0. - 3) ; focos(0. d?) , (0. - d T )  ; Za = 6. 26 = 4:  

d7. e = -, longitod dcl lado recto = 35. 
3 

7. Virtices (3, 0) .  (- 3. 0) ; focos (6, 0) , (-47, 0) ; 2a = 6,  2b ;. 4 ;  
.\/s. e -, longitod del lado recto = %. 

3 
8. VLrticts (5, 0) .  (- 5, 0) : focos (3, 0 ) .  (- 3. 0 ) ;  2a = 10. 26 = 8; 

e - %; longitud del lado recto 5 89:.  

x a  ya lo. x+7 = 1. XI 2 2  4-s 4 1 e n - .  
7 

arupo 28, p. 184 

6. 9 - + 4 ) = 1 :  8 focos (5, 1) .  (3, 1 ) :  2a3 .6 ,  2 b f 4 d ;  

longitud d t l  lado recto = 1%. 

7. ( ~ + 4 ) '  + ( 1 / + 4 ' ~  - 1; e P % .  
12 16 
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( x - 5 ) )  ( y + 6 ) 9  8.  - 
16 

+T- 1: f o c o a  ( i + d 7 ,  -6 ) .  ( 5 -  4-7, - 6 ) ;  

(x -319  ( y - 5 ) s  
16 + -- = 1: virtices (3, l o ) ,  (3, 0) ; e  3 96.. 

25 

4-5 (x+ ' )*  + ( y + ' ) '  = 1; e = :  f o c o a  ( - 2 + d - i 3 .  - I ) ,  
25 10 5 

( - 2 - d T 5 ,  - I ) .  

(x + 2)' = I; e = I;<; 2b 3 2 ; longitud del lado rec- 
16 7 
t o  = 34. 

( ' + ' = 1: e n  (3, -2)  ; i c e  5 ,  - 2 ,  (1, -2 )  ; 
4 

focoa ( 3  + 4 3 ,  - 2 )  , ( 3  - 43, - 2 )  ; 2a = 4. 2b = 2:  longitud 
a del lado recto = 1; e = -. 

2 
( ~ + 4 ) ~  (y  - 1'9 - + -= 1 ; centro (- 4, 1) ; virtices (- 1, I ) ,  (- 7, I )  ; 

9 4 
focos (- 4 + 47, 1 ) , (-  4 - d ? ,  1 )  ; 2a = 6, 2b = 4;  longitud 

47 del lado recto = 74: e  = -. 
3 

- I;  centro (0. 1) ; vbrtices (0. 4 ) .  (0. - 2) ; f0c08 
-+9= 4 

(0, 1 + 43). (0. I - 47): 20 = 6. 2b = 4: longitud d e 1 lado 
4 T  recto - ?4: e = -. 

3 
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6. VOrticer (2. 0) , (- 2. 0) : focor ( 4 5 ,  0 )  , ( - dz ,  0 )  ; 20 = 4, 
fi. 25 = 6: e = -. longitod do1 lado recto = 9. 

2 
7. Virticcr (3, 0) , (- 3. 0) : focor ( d-i? ,  0 )  , ( - dE 0 ) ; 2a = 6, 

4%. 2b - 4: e = -. longitud del lado recto = 96. 
3 

8. Virticcs (0, 2) (0. - 2) ; focor (0. 43) , (0, - .\/lc) ; 2a = 4. 

26 = 6 ;  e = -; longitud dtl lado recto = 9. 
2 

13. 2 - 2 - 1 ;  
16 20 focor (0, 6) , (0, - 6). 

Grupo 31, p. 202 

4. 2% - d T g  = 0, 2% + \/Ty PO. 7. 4ya - 7x2 = 8. 

5. (3, 2 ) .  (- H. 1).  8. 4. 

6. 2%' - 9y2 = 9. 14. xy  = 5. 
4I-J 

16. Virtices (0, 3).  (0, - 3) : focos (0, 43) , (0. - dx) ; e = -. 3 

Grupo 32, p.  208 

( x - 1 ) '  ( ~ - 3 ) s  - 
6. - 1 :  focos(4. 3 ) .  ( -2 .  3 ) ;  2 0 1 4 :  2 b = 2 d > ;  

4 5 
longitud dt l  lado recto = 5. 

(y4- I ) '  t ~ + 2 ) ~  7. ----a I :  ~ O < Q S  (-2,  - 1 + 2 0 ,  (-2, - 1 - 2 4 3 ) ;  
3 

e = 3 3 d 3 .  
(x -2)s  (y + 2 j s  8. - = I :  2 6 * 4 d T :  e - f i .  

4 8 

9. (Y - (x = I :  longitud del lrdo recto = 5 ;  e = 34. 
4 5 
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( x - 2 1 9  ( y - 2 ) s  14. -- - - - 1: centro (2, 2 )  : virtices (5, 2 ) .  (- 1. 2 )  ; 
9 1 

focos (2 + 43, 2 ) ,  (2 - 1/10. 2 )  ; l a  = 6 ;  26 5 2 ;  longitud de1 

d 3 .  ladorecto = 96; e -  -, asintotas: x + 3 y - 8 = 0 ,  ~ - 3 ~ + 4 - 0 .  
3  

(v  -2) '  ( x + 4 ) ¶  15. - -- - 1 ;  
4 9 

centro (-4. 2 )  ; virtices (-4, 4 ) .  (-4. 0 )  : 

focos ( -  4, 2 + dg),  (- 4, 2  - 43); Ia - 4 :  2b = 6 :  longi- 

tad del lado recto - 9 ;  e = a ; a s  i n t o  t a s : 2% + 3y + 2  5 0. 
2 

2% - 3y + 14 5 0. 
16. Dos rectas que se cortan: x  + 2y - 1 - 0. x  - 2y - 1 - 0. 

( x + 5 ) 9  - 
18. - - - 1 ; centro (- 5 ,  0 )  ; virtices (- 5, t/ 3), (- 5, -47) ; 

3  I 
focor (- 5, 2 ) ,  (- 5, - 2)  : 20 - 2  47;  26 - 2;  longitud del lado 
recto- jit/T;e- ~ $ 4 3 ;  a s i n t o t a r :  t / 3 x + y + 5 d 7 - 0 ,  
d T ~ - ~ + 5 d 3 - 0 .  

20. 36O52'. 13. 3xa - y g +  20% - 2y + 11 - 0. 
21. 4x* - y;! - 8x  + 2y - 8 - 0. 24. 3xs - y a  - 16% + 16 0,  
22. x' - 8ya - 6% - 22y + 4  = 0. 3xa - y9 - 8% - 0. 

Grupo 33, p.  208 

6. xt19 - 4yNg = 4. 10. Ningln lugar goom6trico. 
7. Y l / s  - 4 x t 1 -  0. 12. Dos recta8 paraleias. 
8. Dos rectas que se cortan. 14. x1"+2yH8 - 2. 

9. Punto. 15. Una recta. 

Grupo 35, g.  825 
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7xa - 6xy + 15y2 - 14% + 102y + I51 = 0. 

(- f i .  - 5 6 ) .  8. ( -%, -5). 
(2, 0 ) .  2% - 9 = 0; (- 2, 0 ) .  2% + 9 - 0. 

(5. 0 ) .  5x - 9 = 0;  (- 5, O), 5% + 9 - 0. 

(0. 2 ) .  2y - 5 = 0;  (0. - 2) .  2y + 5 = 0. 

(0, 3 ) .  3 y - 7 - 0 :  (0, - 3 ) .  3 y + 7 = 0 .  

(- 3, 1 ) .  4% - 29 = 0 ;  (5. 1) .  4% + 21 = 0. 

(1, 120") . (1. 290") . 8. Circunferencia: r  = 2. 

Linea recta: 0 s  2. 
4 

PI (- % A. - % 4 T ) ,  ~2 (6, 1), ~8 (34 d7. - %), P4 (- 3, 3 ) .  

( d z ,  123041') , (413, 326" 19'). I\ 

r =  * 2 .  16. ra cos 20 = 4. 

2 r a + 2 r c o s 0 - & s e n 8 + 3 = 0 .  17. r = 2 r e n 0 .  

0 = arc tg 2. 18. ra sen 28 = 4. 
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2 19. r = -. 25. 3x' + 4ya - 4 x  - 4 = 0. 
1 - sen B 27. ys = 4xs. 

20. r c o s  ( 9 -  o)=  p .  28. y1 + 8x - 16 = 0. 

22. x 2  + ya - 4y = 0. 29. ( xa  + ya + 2x )  a = 4 (.ra + ya) . 
14. y1 - 8x  - 16 = 0. 30. (xa + ya) a = 4 ( x a  - y a j  . 

Grupo 39, p. 262 

4. ( 4  47, $1. 
2.  (2, ;), ( 2 .  y). 5. (6. 3r" lb'), (6, 324O 4 4 ' ) .  

3. (3 ,  $). (3, s). 6. (q, z), Polo. 

7. ( t d i  ;), (;fin $). Polo. 

8. (2. 3). Polo. 10. ( 2 ,  $1, (2, q). 
9. ( 2  ") Polo. 

2 '  T ' 

11. ( 4 ,  f ) .  (4, +). (4. g). (+, 7). 
12. ( I  ) (0347,  159°40/). 15. 7.19. 

23. 0,966. 
13. 6,46. 24. 2,35. 

Grupo 40, p .  259 

4. r cos ( 0  - ;) = 4. 

5. r cos ( B  - o) = 1, en donde o = arc tg (- $ 6 )  esti en el segundo cua- 
drante. 

7. r cos (0 - o) = 2, en donde o = arc tg ( f i )  esti en el primer cuadrante. 

9. r cos B = - 3 .  10. r sen 0 = 2. 

12. 2r sen (Zjl  - P )  + 43 r sen ( 8 - + )  = 4 4 7 6 e n *  
12' 

20. Centro (2, 0). radio = 2. 22. ~ e n t r o  (2, f). radio = 3. 

21. Centro 2 - , radio = 2. 23. Centro (I. q). radio = 2. ( *  3 
24. r = - 2 con 6': centro ( 1 .  a), radio = 1. 

L.h,ran". - 91. 
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4 T  4-i 
5 r  = 0 s  B + sen 0: centro (T. f ) .  radio - 5. 

30. Paribola: virtice (9/r. n) : longitud dcl lado recto - 5; ecuaciin rectan- 
gular: 4y2 - 20% - 25 = 0. 

31. Elipce; centro : v i r t i c e a  (f. f). (3. T): 2a -7:: 

2b = 3 4 5 ;  loagitud del lado recto = 4: e c u a c i 6  n rcctangnlar: 
9x2 + 8y' + 12y - 36 6 0. 

32. Hipkrbola: centro (I.  0) : v0rtices (x, 0) .  (- 74. n) : ?a = 1: Zb = fi; 
longitud del lado recto-?; ecnrci6n rectangular: 1 2 ~ * - 4 ~ 2 - 2 4 ~  +9 - 0. 

1. Espiral de Arquimedes, r - kB. 
2 Espiral hiperb6lica o reciproca, rB = k. 

3. Espiral parab6lica. rs  - kB. 
4. Espiral logaritmica o equiaagular, log r  - be. 

5. Litoos, r*B = k. 7. Circunferencia. r - a cos 6. 
8. Circuafcrencia, r = );a cos B. 

9. Circunferencia, r = ji a cos 8. 

10. Rosa de cuatro hojrs, r  = a ten 28. 

12. r = 2a sen2 0. 

18. Circunferencia. r  a 2a(coa 8+ sen 0) .  

19. r  = 2a cos B + a sen 26. 21. Cardioide. 

20. r = 20 cos B (I + cor 8) . 
Qrupo 43, p. 269 

x% + y% = a%. 
x %  + y% = ax .  
~2 + y2 5 as. 
20x2 - 4xy + 13ys - 256. 

+ ya - 3axy - 0. 
+ b*x2 = az y'. 

2y' + x - 1 0. 
2x2 4- y - I - 0. 

xu¶ - x + 2y = 0. 
4x5 - 3% + y = 0. 


