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Las intercepciones con el eje X son = a. No hay intercepciones
conlosejes Y y Z.

Las traza’.s sob’re los planos XY y XZ son, respectivamente, las
2 2

hipérbolas%z- %s 1, z=0y %—c—, =1, y =0. Nohay traza
sobre el plano YZ.
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de esta superficie por pla-
nos paralelos al YZ son las elipses
2 2 2 < .
hte-s-1 ek

siempre que |k| > a. Para k= = a, te-
nemos solamente los dos puntos de inter-
seccién con el eje X, (+a, 0, 0). Para
yalores de k comprendidos en el intervalo
—a<k<a, no hay lugar geométrico.
De esto se sigue que la superficie no es
cerrada sino que estd compuesta de dos
hojas o ramas diferentes que se extienden
indefinidamente. Una poreién de la super—
ficie aparece en la figura 190, en donde los
ejes coordenados han sido colocados de ma~
Fig. 190 nera que el dibujo resulte mds claro. Se
dice que la superficie se extiende a lo largo
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar-
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es
positivo en la forma eandnica de su ecuacién .
Si en la ecuacidn (11) b = c, la superficie es un hiperboloide de
revolucién de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

2 2
bola %;— %—,= 1, 2z=0, en torno del eje X. (Véase el ejemplo 1
del Articulo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene también un cono
asintético. Para la superficie (11), la ecuacién de este cono es
z! y2 z!
d" a0
Unpa porecién del cono aparece en linea de trazos en la figura 190. Para
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacién en su forma canénica es

2 2 2
F-fese 2
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la ecuacién de su cono asintético es

xl 2 zl
StE-a=0

que es el cono asintdtico (5) del hiperboloide de una hoja (3).
Cuando un hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas
tienen un cono asintético comtin, se llaman, apropiadamente, hiper—
boloides conjugados. (Ver el Articulo 68.) Asf, las superficies (3) y
(12) son hiperboloides conjugados.

141. Cuddricas sin centro. En este articulo consideraremos las
cuédricas sin centro representadas por la ecuacién

Mz + Ny* = Sz,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton~
ces escribir esta ecuacién en la forma
. ‘ :

llamada forma ordinaria o canénica de una superficie cuddrica sin
centro. De la ecuacién (1) se deduce que las cuddricas sin centro
tienen dos planos de simetria (los planos YZ y XZ) llamados planos
principales, un eje de simetria (el eje Z) llamado eje principal, pero
ningtin centro de simetrfa .

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la
ecuacién (1), se deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos
diferentes de superficies, a saber :

a) Paraboloides elipticos (aquellos en que los coeficientes de los
términos de segundo grado son del mismo signo) .

b) Paraboloides hiperbdlicos (aquellos en que los eoeficientes de
los términos de segundo grado son de signos contrarios).

a) Paraboloide eliplico. Una forma canénica de la ecuacién del
paraboloide elfiptico es

»I*L

%= cz. (2)

2
Las otras dos formas candnicas son ~Z—: +tEp=ay ,+

Para cada forma podemos tener dos variaciones segin que ¢ sea posi-
tivo o negativo. Nuestro estudio de la ecuacién (2) serd represen—
tativo de todas las formas.

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con
los ejes coordenados.

Tahmann — 28,
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Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,
‘. 2 2
el origen, la pardbola % =cz, y =10, yla pardbola %—’ =cz, z =0

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y
con respecto al eje Z.

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las
curvas

2 2
%+%=ck, zm k. (3)

Estas curvas son elipses si ¢ y k¥ son del mismo signo ; si ¢ y k tienen
signos contrarios, no hay lugar geométrico. 8i tomamos ¢ como posi-
tivo, k debe ser positivo, y a medida
Z que k aumenta de valor, las elipses (3)
A crecen en tamafio a medida que los pla-
nos de corte se alejan mds y més del
plano XY. Evidentemente, pues, la
superficie no es cerrada sino que se ex-
tiende indefinidamente, alejindose del
plano XY. Se ve f4cilmente que las
Y  secciones de la superficie por planos
paralelos a los planos XZ y YZ son
X" pardbolas cuyos vértices se alejan del
plano XY a medida que se toman los
Fig. 191 planos de corte mis y més lejos de es-

tos planos coordenados.

Una porcién de la superficie, en el caso de ser ¢ positivo, aparece
en la figura 191. 8i c es negativo la superficie est4d en su totalidad
abajo del plano XY . Se dice de cada superficie que se extiende a lo
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eliptico se extiende a lo largo
del eje coordenado correspondiente a la vanable de primer grado en la
forma candnica de su ecuacién.

Si en la ecuacién (2) es a = b, la superficie es un paraboloide
de revoluciéon que puede engendrarse haciendo girar la pardbola
y2
b
ticulo 130.)

____
oh~<___

=¢z, £=0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 1 del Ar-

b) Paraboloide hiperbslico. Una forma canénica de la ecuacién
del paraboloide hiperbélico es S '

ik il _ (4)
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Nuestra discusién de la ecuacién (4) serd representativa de las otras
2 2 2 2 -
dos formas canénicas, %,—-% =cy y %; - % = cz. Hay dos va-
riaciones para cada forma, segiin que ¢ sea positivo o negativo.
La superficie pasa por el origen. No hay otras mtercepclones con
los ejes coordenados.
Las trazas sobre los planos XY, XZ y YZ son, respectivamente,

lasrectasquesecortani+ =0,2=0,y %—%-0,z=0;

laparébolaf-—cz, y=0,y laparé.bola—=—cz, z=0.

La superficie es simétrica con respecto a los pla.nos YZy XZ y
al eje Z.
Las secciones de la superficie por planos paralelos a, pero no coin-
cidentes con , el plano XY son las hipérbolas
zﬂ 2

?—gb—,=ck, 2=k=0.

Evidentemente, a medida que ¥ crece numéricamente, las ramas de
estas hipérbolas ge alejan méis y mis del eje Z. Por tanto, la superfi-
cie no es cerrada , sino que se extiende indefinidamente .
Las secciones de la superficie por planos paralelos al XZ son las
pardbolas
x'.!

'&"—Cz"'bz’ y=k,

_las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo segin que ¢ sea positivo
o negativo. ‘
Las secciones de la superficie por planos paralelos al ¥YZ son las
pardibolas '
2 k2

F=-—cz+ z=F,

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segiin que ¢ sea positivo
0 negativo.

Una porcién de la superficie aparece en la figura 192(a) para el
caso en que ¢ es negativo. La superficie tiene la forma de una silla
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z. Todo para-
boloide hiperbédlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres-
pondiente a Ja vanable de primer grado en la forma canénica de su
ecuacién,
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Evidentemente, el paraboloide hiperbélico nunca puede ser una
superficie de revolucién. La ecuacién (4) puede escribirse en la forma

23\ (2_2)-
G+ (E-3) -~

de la cual vemos que la ecuacién de la superficie puede obtenerse
eliminando el pardmetro ¥ de cualquiera de las dos siguientes familias
de rectas, o haces alabeados,

Fig. 192

Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el
parabolotde hiperbilico es una superficie reglada engendrada por cualquiera
de los dos haces alabeados. (Véase el ejemplo 2 del Art. 137.) Puede
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbédlico pasa una
y solamente una generatriz de cada haz. Algunas de estas generatrices
aparecen trazadas en la figura 192(d).

EJEROCICIOS. Grupo 67

1. Discutir y representar grificamente cada una de las superficies del ti-
po (I) (Art, 139) cuando uno o mis de los coeficientes son nulos.
2. Dar una discusién completa del elipsoide alargado cuya ecuacién es

£+_y_z+_;_:_ = |, a > b. Construir la superficie.
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3. Dar una discusién completa del elipsoide achatado cuya ecuacién es
X oyt 2
a—’ + F + —a-’— =1, a>b.
Construir la superficie.

En cada uno de los ejercicios 4-7, discutir y construir el elipsoide cuya ecna-
cién se da.

4. %’"‘%""ZT’"' 8. 36x7 4 9y? + 427 = 36.
5. il'+!2:+£;.-l. 7. 4x*+y* +22 —-8x = 0.

8. Hallar ¢ identificar la ecuacidén del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los ejes
X y Y essiempre igual a 4. Construir la superficie.

8. En Cilculo infinitesimal se demuestra que el volumen limitado por un
elipsoide es igual a 4¢nqabc, siendo a, b y ¢ los semiejes. Hillese el volumen
limitado por el elipsoide 4x* + 3y* + 223 —8x + 12y + 4 = 0.

10. Dar una discusién completa del hiperboloide de una hoja cuya ecuacién
es 3?' - + Z) 2 1. Construir 1a superficie y su cono asintético.
a b2 " ¢*

11. Dar una discusién completa del hiperboloide de dos hojas cuya ecuacién

x* gyt , 2%

Z. 4+ =_4 1= 0. Construir la superficie y su cono asintético.
a? b? 2

En cada uno de los ejercicios 12-17, discGtase y constriiyase el hiperboloide
cuya ecuacién se da, Constriyase también su cono asintético.

12. £+L2—2_’=l. 14, x3 4 y? — 222 = 4,
174 9 16, x3 4+ y? —2224+6m=0.

18, X2_¥_z_, 16. 2x3 —3y2 4 z3 = 6.

T4 9 © 17, 2x2 —y? 482248 =0.

18. Construir los hiperboloides conjugados que tienen a la superficie
x2 + y2 — z* = 0 por cono asintStico comin.
19. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide

X =4t 222 = 1,

y demostrar que estas rectas se cortan.

20, Hallar la ecuacién del hiperboloide de revolucién de una hoja engendra-
do por la rotacién de la recta y = 2, z = x, en torno del eje Z. Construir
la superficie. -

21. Hallar la ecuacién candnica de una cuidrica con centro, si la superficie
pasa por el punto (I, 1. — 1) y por la curva 4y2 4+ 2z3 =3, x = 2. Cons-
truir la superficie.

22, Discutir e ilustrar cada una de las superficies del tipo (II) (Art. 139)
cuando uno o dos de los coeficientes son nulos.

28. Dar una discusién completa del paraboloide eliptico cuya ecuacién

2 ] .
es {?+%; = cy. Constiuir la superficie para ¢ > 0 y también para ¢ <0.
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24, Dar una discusién completa del paraboloide hiperbélico cuya ecuacién
2 2
es -52-— 5 = cy. Construir la superficie para ¢ > 0 y también para ¢ <0,
g

En cada uno de los ejercicios 25-30, estudiar y construir el pafaboloid'c cuya
ecuacidén se da.

25, x? 4 2z3 = 4y, 27. 9x3 4 422 4 36y = 0.
26, x?—=y? 4+ 2=0. 28, 4y? +z22+2x = 0.
29, x3 4+ y?—4x—6y— 182413 =0.

80, x?—y?—-2x+4y+z—-6=0.

31, Hallar las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del paraboloide
hiperbélico x3 — y? = 4z, y demostrar que estas rectas se cortan.

32. Hallar la ecuacién canénica de una cuidrica sin centro, si la superficie
se extiende a lo largo del eje Z y pasa por los puntos (2, 1, 1) vy (4. 3, —1).
Construir la saperficie.

33. Lasdos superflcus == Y1y v _ .—-’-s 1 se llaman cilindros hi-
b3 b? g

perbélicos conjugados. Demostrar que ambas superficies son asintéticas a los

planos que se cortan X +% =0y X~ %= 0. Estos planos se llaman,
a a

apropiadamente, planos asintéticos comunes de los cilindros. Constriyanse los
cilindros y sus planos asintéticos.
3 3
84. Demostrar que el paraboloide hiperbélico _x_’ - -l% = ¢z es asintdtico
a
alos planos que se cortan X 4 % =0y X_ % = 0. Estos planos son lla- .
a a

mados, apropiadamente, planos asintéticos. Constriiyase la superficie y sus
planos asintéticos.
35. Demostrar que las rectas de cada haz alabeado del paraboloide hiperbé-
2 3
lico _x_z "%i = ¢z son paralelas a cualquiera de sus planos asintdticos (ejer-
a

cicio 34).

Los ejercicios 36-39 se refieren al sistema de cuddricas con centro
xi vﬁ Z’ = l 5
a’+h+b’+k+c’+k ) ®)
en donde ¢ > b > ¢ > 0 y el parimetro k puede tomar todos los valores reales
excepto — g3, — b3, — (3, y cualquier valor menor que — a2. Este sistema es
anilogo al sistema de cénicas con centro (homofocales) discutido en el Art. 77.

36. Para k > — ¢?, demuéstrese que la ecnacién (5) representa un sistema
de elipsoides cuyas trazas sobre el plano XY son todas elipses que tienen los fo-
cos comunes (+ v/ a7 - 5%, 0, 0).

37. Para — b% < k < — ¢3%, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un
sistema de hiperboloides de una hojacayas trazas sobre el plano XY son todas
elipses que tienen los focos comunes (=l= Ve = bt y 0. 0).

88. Para — q® < A < — b2, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un
sistema de hiperboloides de dos hojas cuyas trazas sobre el plano XY son todu
hipérbolas que tienen los focos comunes (= v/ a® — b2, 0, 0).
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89. Los resultados de los ejercicios 36-38 muestran que las trazas del siste-
ma (5) sobre el plano XY, para todos los valores permisibles de'k, son c¢dnicas
homofocales (Art. 77). Demuéstrese que se verifican resultados semejantes
pata las trazas sobre el plano XZ y también para las trazas sobre el plano YZ
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna
traza sobre el plano Y Z para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta
propiedad, se dice que la ecuacién (5) representa un sistema de cuddricas homo-
focales. ,

40, Establecer y demostrar un resultado anilogo al del ejercicio 39 para el
sistema de cuddricas sin centro

x3 g9
al+ k& +b’+l¢

=2z + k,

las cuales, por esto, se llaman paraboloides homofocales.



CAPITULO XVII
CURVAS EN EL ESPACIO

142. Introduecién. En e Capifulo XV hicimos un estudio de la
recta en el espacio. En este capitulo extenderemos nuestro estudio al
problema méis general de la investigacién de cuslquier curva en el
espacio. Vimos que una recta en el espacio estd representads analfti-
camente por dos ecuaciones independientes, que son las ecuaciones de
dos planos diferentes cualesquiera que pasen por la recta. Andloga—
mente, unz curva en ¢l espacio puede representarse analiticamente
por dos ecuaciones independientes, las ecusciones de dog superficies
diferentes cualesquiera que pasen por la curva, Segln esto, vamos a
eatablecer la siguients )

DErFINICION. La totalidad de los puntos, y solamente de aquellos
puntos, cuyas coordenadas satizfacen simuliineamente does ecuaciones
rectanguiares independientes se llama curva del espacio,

Geométricemente , une curva del espacio es la interseccién de las
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la
definen.

Si todos los puntos de una curva en el espacio estdn en un plano,
se llame curva plang; en caso contrario, se llama curve alabeada.

El estudiante debe observar que un par de ecuaciones rectangulares
no representan necesgriamente una curva del espacio. Asf, lag ecua-
ciones Z?+y* +2°=4 y 2* 4+ y* + 2 = 9 no representan una cur~
va, porgue, analiticamente, estas dos ecuaciones no tienen ninguna
solucién comiin, y geométricamente, como representan dos esferas
conoéntrieas, no hay curva de interseccidn, También, st dos superfi-
cies tienen solaments un punto en comiin, no consideraremos que
definen una ourve en el espacio.

So anoté previamente {(Art. 123) que Ias eouaciones que definen
una reota en el espacio no son dnicas, ¥y que una recta puede repre—
sentarse analfticamente por las ecuaciores de dos planos diferentes
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante
concepto se aplica a las curvas del espacio en general .

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter-
secei6n de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim-
bélica, pueden escribirse brevemente

u=0, v=0. (1)
Con estas ecuaciones formemos la ecuacién
u+ky =0, (2)

en la que k es una constante o parimetro que puede tomar todos los
valores reales. Evidentemente, si la ecuacién (2) representa un lugar
geométrico, se trata de una superficie (Art. 128). En particular,
cualquier solucién comin de ambas ecuaciones (1) es también una
solucién de la ecuacién (2). Por tanto, para cada valor del parime-
tro k, la ecuacién (2) representa una superficie que pasa por la
curva (1). (Véase Art. 77.) Este concepto es de tal importancia en
la teorfa de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del
siguiente

TeorEMA. Para {odos los valores del pardmetro k, la ecuacién
u+t+kv=20

representa una familia de superficies cada una de las cuales pasa por la
curva
u=0, v=0.

La importancia del teorema anterior esti en el hecho de que a
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espaecio frecuentemente
es posible obtener un par de ecuaciones mds simples o mds ttiles que
la definan. Tendremos ocasién de usar este hecho més adelante (Ar-
ticulo 145).

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se
limitard solamente a su construccién. La investigacién y determina-
cién de las propiedades de la curva general del espacio requiere méto-
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental
de Geometria analitica .

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio
de la construccién de las curvas del espacio considerando el caso m4s
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos
paralelos a un plano coordenado. Asf, las ecuaciones

?tyi=4, 2=2

representan una circunferencia contenida en el plano z=2. Esta
curva puede considerarse también como la interseccién de la superficie
del cilindro circular recto z? + y* = 4 con el plano z = 2. Evidente-
mente, las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los métodos
de la Geometria analitica plana.

Vamos a considerar la construccién de una curva contenida en un
plano no paralelo a, ni coincidente con, un plano coordenado. Sea C
dicha curva, y considerémosla definida como la interseccién de una
superficie curva S y un plano 8. Para construir C debemos obtener
un medio para determinar la localizacién de cualquier punto de la
curva. Esto puede hacerse trazando primero un plano, digamos &,
paralelo a uno de los planos coordenados y tal que corte a . El plano
8’ cortard a S en una curva, digamos C’/, y a 3 en una recta, diga-
mos I/, La interseccién de C’/ y 1’ es, evidentemente , un punto de
la curva C.

Ejemplo. Construir aquella porcién de la carva
C: x2~4y? —42244=0, x=y )

que esti en el primer octante. -
Solucién. La primera ecuacién representa un hiperboloide de revolucién §
de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un
plano 8 perpendicular al XY y que
pasa por el eje Z. En la figura 193 apa-
recen las porciones de estas superficies
que estin en el primer octante.
Lainterseccién de S con el eje Z es
el punto A, que, por tanto, estd tam-
bién sobre 8. Luego A es un punto de
la curva C: sus coordenadas se encuen-
tran ficilmente y son (0, 0, 1). Las
trazas de § y & sobre el plano XY son,
réspectivamente, la hipérbola

zZ

ylazecta x =y, z = 0Q; su interseccién

B(%v3,%+vV3,0)

es también un punto C.
Para localizar cualquier otro punto
Fig. 193 de C, consideremos un plano & paralelo
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al plano YZ; este plano cortaa § en C’/, que es un cuadraate de circunferencia,
y a O en I/ que es una recta paralela al eje Z. La interseccién de C/ y I/ es un
punto P de C. Anilogamente, considerando otros planos paralelos al YZ,
podemos obtener puntos adicionales de 1a curva C, que aparece en linea gruesa
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, serd intere-
sante para el estudiante el construir la curva completa.

144. Curva de interseccién de las superficies de dos cilindros rectos.
Vamos a considerar ahora el problema de la construccién de la curva
de interseccién de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema
es importante porque es muy {itil en la construccién de cualquier curva
del espacio, como veremos en los dos articulos siguientes.

El tipo de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta,
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La
curva de interseccidén de tales superficies cilindricas puede obtenerse por
el método explicado en el Artfculo 143. En efecto, se puede trazar un
plano paralelo a uno de los planos coordenados y tal que pase por una
generatriz de cada cilindro, la interseccién de las dos generatrices es
un punto de la curva de interseccién .

Ejemplo. Construir la curva de interseccién de las superficies cilindricas
x34-2z3=1 y y? =4x.

Solucién., La primera ecuacién (teorema 6, Art. 133) representa la super-
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pla-
no XZ. Lasegunda ecuacién repre-
senta la superficie de un cilindro pa- z
rabdlico recto cuyas generatrices son
perpendiculares al plano XY. Por
simplicidad, vamos a trazar sola- (0.0.1) yi=4x
mente aquella porcién de la curva de

. . . . . HIN P
interseccién que esti en el primer
octante. El resto de la curva puede  z°+2%=1 H !
obte.nerse después por consideraciones l : :lz
de simetria. 10} 1
Las partes de los dos cilindros que {// =T Y
estin en el primer octante aparecen L’ TETEFTTTTUON
en la figura 194, Evidentemente, los .
g Ve B(1,2,0

puntos A(0, 0, 1) y B(l, 2, 0)
estan sobre la curva de interseccién.
Para obtener cualesquier otro punto Fig. 194

de la curva, bacemos pasar un pla-

no § paralelo al plano YZ y que corta al cilindro x? 4 22 = 1 en la genera-
triz I, paralelaaleje Y, yal cilindro y2? = 4x en la generatriz I2 paralela al eje Z.
La interseccién de I, y I3 es entonces un punto P de la curva de interseccién.
Anilogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva, la
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva
puede trazarse ficilmente por consideraciones de simetria.
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EJERCICIOS. Grupo 88

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de interseccién de
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan.

1. 34 ¢?422=16 z=2. 8., 6x3-=3y?+2z9=6, 2x=z.
2. 2P+ y*+229=4, y=1. 7. x34+z-4=0, y =3z
3. 3,:2_.2,,’:_2::-6-0. x=3. 8. x24yt4zt =4, xty=1.
Coberaee vme LT
10, x3 —4y? —4z3 =0, 3x 42y =6.
11, x4+ y2 =4, x+y-—-z=0.
12, x?+y? +2z3=9, x+y+z=4.

En cada uno de los ejercicios 13-25, construir la curva de interseccién de las
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan.

13, x¥34y¥i=], x3423=1. 20, y?4+x =4, y*—~4z=0.
14. y? 4 23=4, x? 4 y? =4, 21, x¥?4z¥al, 3Jx¥4y?=ll,
15. x*+ 23 =4, x?=y. 22, x34yl—4y=0, y?+49z3=9,
16, x3 4 y? =4, y* 4z =4, 28, x¥ 4 zh =2, y*4zm4,
17, x34z =3, y?*+4+z3 =9, 24, y=x3, 4y?+4 z? = 4.

18, y?+x=4, y*+z=4. 26, yH+zH =1, x24z =1,

19. 24 x=3, x34z=9,

145, Cilindros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo—
rema del Artfculo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi-
cies diferentes que con su interseccién definen a una curva del espacio.
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy dtil en la
construceién de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio—
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio,
tales, que cada combinacién carezca , respectivamente, de una de las
tres variables £, y y z. Este proceso consiste evidentemente en
la eliminacién sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que
definen la curva. Como cada una de las ecuaciones resultantes earece
de una variable, se sigue, por el teorema 6 del Artfculo 133, que cada
ecuacién representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices
son perpendiculares al plano coordenado en que no se mide esa varia-
ble. Ademéds, como cada superficie cilindrica tiene a la curva del
espacio como directriz, se les llama, apropiadamente, cilindros pro-
yectantes de la curva.

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se acostumbra, en
consecuencia , hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el
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plano XY, sobre el plano XZ y sobre el plano YZ. Dos cualesquiera
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la
curva del espacio. Vemos, ademds, que los planos proyectantes de
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros
proyectantes de cualquier curva del espacio.

Ejemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de
12 curva cuyas ecuaciones son

2x2 4+ y3 4527 = 22, 2% — g+ 422 = 14, (n

8olucién., Si eliminamos sucesivamente las variables x, y y z entre las dos
ecuaciones de 1a cnrva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones

2934 z2 = 8, 2
4x2 4 9z2 = 30, 3)
Oy2 — 2x2 = 18, 4)

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan los cilindros proyectantes de la
curva (1) sobrelos planos YZ, XZ y XY, respectivamente. Las dos primeras
superficies son cilindros elipticos; la tercera es un cilindro hiperbdlico.

La curva puede considerarse ya sea como la interseccién de las superficies re-
presentadas por las ecuaciones (1), un elipsoide y un hiperboloide de una hoja,
respectivamente, o como la interseccién de dos cnalesquiera de sus tres cilindros
proyectantes (2), (3) y (4). Es muy interesante el ejercicio de construir la
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Asi se verd la gran
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problema serd
estudiado en el siguiente articulo.

Examinemos ahora la curva de interseccién de las dos superficies de los dos
cilindros circulares rectos ’

x3 4 y3 = 4, )
y?+ 22 = 4, ©)

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el método
del ejemplo anterior y determinamos la ecuacidn del tercer cilindro proyectante,
eliminando 1a variable ¢ entre las ecnaciones (5) y (6), obtenemos la ecuacién

x2— z3 =0, ()

cuyo lugar geométrico consta de los planos x + z = 0 y x — z = 0. Por tanto,
la interseccidén consta de dos curvas planas, una contenida en el plano x4+ z =0
y la otra en el plano x — z = 0. Vemos aqui otra ventaja de determinar los
cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos
conduce a descubrir el hecho de que la interseccién consta de dos curvas planas.
Es muy instructivo el construir las curvas como 1a interseccién de cada uno de
los planos (7) con cualquiera de los cilindros (5) y (6) y comparar entonces
esta construccién con la nsada en la solucién del ejercicio 14 del grupo 68, Ar-
ticulo 144,
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146. Construccién de las curvas del espacio. En este articulo
vamos a hacer un breve resumen de los métodos que pueden emplearse
en la construccién de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones
que la definen. Si una de las ecuaciones de una curva representa un
plano, la curva es una curva plana y puede construirse como se discu—
tié en el Artfculo 143. Si ambas ecuaciones de una curva representan
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coor—
denado, la curva puede construirse como se bosquejé en el Articu-
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo
ninguno de estos dos casos, procedemos como se indicé en el Articu-
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec-
tantes y construir entonces la curva como interseccién de dos cuales-
quiera de estos cilindros. El proceso en este tltimo caso consiste en
reducir el problema a uno de los dos primeros casos.

Ejemplo 1. Construir Ia curva
x3+2y2+322—-27=0, x2~—-2y2—224+9=0, 1)

por medio de sus cilindros proyectantes.

.y

Fig. 195

Solucién. Eliminando una variable sucesivamente entre {as ecuaciones (1),.
obtenemos las tres ecnaciones

¢ +zi=9, W
x+27 =9, e
x3 -y =0 (4)

El lugar géométrico de 1a ecuacién (4) consta de los dos pl&nbs
x+y=0y x—y=0;

por tanto, la interseccién de las superficies (1) consta de dos curvas planas..
Una porc¢ién de cada una de estas cnrvas aparece en la figura 195. La porcién
APB de una curva esta enel plano x — y = 0; e] método de construir cualquier
punto P de esta curva como interseccién del plano x — y = 0 y el cilindro (2)



CURVAS EN EL ESPACIO 447

estid indicado por medio de un plano paralelo al plano XZ. La porcién AP'C
de la otra curva esti en el plano x + y = 0; el método para construir cualquier
punto P/ de esta curva como interseccidén del plano x + y = 0 y el cilindro (3)
estd indicado por medio de un plano paralelo al YZ. Las curvas pueden comple-
tarse ficilmente por consideraciones de simetria.

Podemos, por supuesto, de una manera semejante, obtener también la por-
cié6n APB como interseccién del plano x —y =0 y el cilindro (3), y la porcién
AP/C como interseccién del plano x + y = 0 y el cilindro (2). El estudiante
debe también construir estas curvas como interseccién de los cilindros proyec-
tantes (2) vy (3).

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porcién
de la curva

x34+2y34+2—-10=0, x?—-y3-224+8=0, )
que esti en el primer octante.

8olucién. Se encuentra ficilmente que los cllmdros proyectantes son

x4+ y? =4, A 6)
x?—z4+2=0, )
y*+z=06 ®)

La porcién deseada de curva, APB, puede obtenerse como interseccién de los
cilindros (6) y (8). y asi aparece trazada en la figura 196. Como se indicé,

v

X

Fig. 196

cualquier punto P de la curva puede obtenetse por medio de un plano paralelo
al plano XZ.

El estudiante debe construir }a curva como interseccién de los cxhndros
) v (7)., vy también como interseccién de los cilindros (7) y (8). Después, .
debe comparar estas construcciones de la curva (5) con su construccién como
interseccién del paraboloide eliptico y del pataboloide hiperbélico dados.
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EJB_BCICIOB. Grupo 69

En cada uno de los ejercicios 1-15, héillense e identifiquense las ecuaciones de
los tres cilindros proyectantes de la curva cuyas ecuaciones se dan. Después
constriiyase la curva como la interseccién de dos cualesquiera de los cilindros
proyectantes.

1, x34+2y3 423 m2, x3—yt—22241=0.

e X2+ y?+ 234z =12, 3x2—y?—2%343z2=0.

e dx3 4yt 4z m7, I 4 yt— 2341 =0.

x3 =3y ~3x+z=m0, x4+ y?+x+z=12.
2x3 4324 z= 12, 2x3—y?—-3z244=0,

6. 3yl Fx+2z =12, y'—x 42z =4

7. y*+ 423 —3x =4, y?— 224 2x =4,

8., x2+4+2y?4+922 —4y =9, 2x34 y2 —9z2 -8y +9=0.
9, x2+2y2 428 ~4zm4, x3 ~ y?—2z3 48z =4,
10, x? ~y34+8z4+4y=0, 2x2 4 y2+4z -4y =0.
11, 3x3 4+ 2y2 423 =4, x3—-2y2+42z2=0,

12, 2x3 —y? — 23+ 1 =0, 2x2 42y 422 =5,

13. 2+ xy+2z23m2, x2—2xy+2z2+1=0.

14, x3—y?+ 4z =0, x¥+ y3~-8x+ 4z =0.

15, 234+ x?4z22—y=1, 23 —2x3 =222 —y+4+2=0.

.UI?WIO

18. Construir la curva cuyas ecuaciones son x% + y% = 4, x% + z% =4,
17. Construir aquella porcién de 1a curva
Rty t2=1 x +y =1,

que estd ¢n el primer octante.

18. Construir aquella porcién de la superficie x% 4 y2 = | comprendida
entre losplanos z =0 y z = 2, y entrelosplanos y = x y y = 2x.

19, Construir aquella porcidén de la superficie x2 + z? = 4 comprendida
entre los planos y = z y y = 2z

20. Construir aquella porcién de la superficie x2 4 y2 + z3 = 4 intercep-
tada por la seperficie x3 4 y? — 2y = 0.

147. Ecuaciones paramétricas de una curva del espacio. En el
Capfitulo XI estudiamos la representacién paramétrica de una curva
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacic de
manera que las coordenadas (z, ¥, z) de cualquier punto de la curva
estén expresadas como una funcién de una cuarta variable o pard-
metro. Asi, las ecuaciones paramétricas de una curva del espacio
pueden escribirse en la forma

z=fi(t), y=rL:(t), z=fi(t),

en donde, para cada valor asignado al pardmetro ¢, las coordenadas
de un punto de la curva quedan determinadas. Hemos visto ya una
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ilustracién de tal representacién paramétrica de una curva del espacio
para la linea recta (véase el teorema 3 del Articulo 124).

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones paramétricas de una
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89).
Podemos anotar aquf que, en el estudio de las curvas del espacio por
los métodos de la Geometria diferencial, se emplea casi exclusivamente
la representacién paramétrica .

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec—
tangular, las coordenadas de los puntos de interseccidn con una super-
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan
sencillo como el método empleado en el siguiente ejemplo cuando la
curva est4 representada paramétricamente.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los puixtos de intersecciéﬁ de la curva

x=t g=t z=2-10, 6}
y la superficie
x3 4 y2 = 2z, )

Solucién. Las coordenadas de un punto de interseccién de la curva (1) v
la saperficie (2) deben satisfacer las ecmaciones de la curva y la superficie. Las
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del parimetro ¢;
este valor de ¢ puede obtenerse sustituyendo los valores de x, y y z de (1) en
la ecuacién (2). Esto nos da la ecuacién

Ptz =27-0,

cuyas soluciones se hallan ficilmente y son ¢t = =1, Sustituyendo estos valores
de t en las ecuaciones (1), obtenemos (1, 1, 1) y (-1, — 1, 1) como coor-
denadas de los puntos de interseccién.

Si se dan lag ecuaciones de una curva del espacio en una forma
paramétrica, podemos construir la curva por dos métodos. De las
ecuaciones paramétricas podemos determinar las coordenadas de algu-
nos puntos de la curva, y trazando un ntmero suficiente de estos
puntos se puede obtener una gréfica adecuada. Por otra parte, elimi-
nando el parimetro, obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la
curva, que puede construirse como se discutié previamente.

Se observé anteriormente que para algunas curvas planas, como la
cicloide (Art. 93), la representacién paramétrica es méds conveniente
que la representacién rectangular. Andlogamente, para algunas cur—
vas del espacio, como la hélice, que estudiamos a continuacién, la
representacién paramétrica tiene ciertas ventaJas sobre la represen—
tacién rectangular. '

1ebmann — 29,
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Ejemplo 2. Hallar una representacién paramétrica de una hélice circular,
definida como el lugar geométrico de un punto que se mueve sobre la superficie
de un cilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede-
dor del eje del cilindro sigue avanzando en la direccién del mismo, de modo que
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente propcr-
cional al 4ngulo que describe alrededor de dicho eje.

Solucién. Supongamos que la ecuacién del cilindro circular es

x3 4 y? = q?, ‘ 3)

y sea Po (fig. 197), interseccién de este cilindro y la parte positiva del eje X,
un punto de la hélice. Sea P(x, y. z) un punto
zZ cualquiera de la hélice. Vamos a tomar como pari-
A metro el dngulo # que describe el punto P en torno
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como Py es un
punto de la hélice, el ingulo # se mediri en sentido
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi-
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X.
Evidentemente, de la figura, las coordenadas
xy yde P son acosd y asen @, respectivamente.
Por la definicién de hélice, la coordenada z es direc-
tamente proporcional a 8. Por tanto, si k>0 repre-
senta el factor de proporcionalidad. la coordenada z
estd dada por k8. De acuerdo con esto, las ecuacio-
nes paramétricas de la hélice son

x=acosh, y=asend, z= ko, (R>0). (4)

Una porcién de 1a hélice aparece en 1a figura 197.
Representa la forma de la rosca a 1a derecha de un
Fig. 197 tornillo. Por las ecuaciones paramétricas (4), ve-
mos que [a hélice estd arriba o abajo del plano XY

seglin que 0 sea positivo o megativo.

BEJERCICIOS. Grupo 70

1. Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta
x=1 y=3—1t, z=4-7,

yel plano 5x +4y =2z = 7,
2. Hallar las coordenadas del punto de interseccidon de la recta

x=t—2, y=t+5 z=t4+1,

yelplano 2x — 3y +7z 4 12 = 0.
3. Hallar las coordenadas de los puntos de mtersecclén de la recta

x=4t, y=t+4, z=3t+46,

y la esfera x? + y2 4 z% —dx — 2y — 44 = 0,
4. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccién de 1a curva

x =2cosf, y=2send, z =2send,

y la superficie x3 — y3 4 z? = 4.
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6. Construir la curva y la saperficie del ejemplo 1, Articulo 147, y hallar
asi sus puntos de interseccién geométricamente.
6. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccién de la curva

x=1 y=1t3 2z =3

y la superficie x3 4+ 2y — z = 2.

7. Demostrar que las férmulas relativas a las coordenadas del punto que
divide a un segmento dado en el espacio (teorema 2, Art. 109) en una razén
dada, pueden usarse como ecuaciones paramétricas de una linea recta con la
razén r como parimetro.

En cada uno de los ejercicios 8-20, constriiyase la curva cuyas ecuaciones
paramétricas se dan.

8. x=t4+2 y=m2t—4, z=] -4,
9, x=—2t—3, y=t+5 z=4t-7.
10, x=12t, y=4t2, z=1.

11, x =cosf, y =cos?28, z = send.

12, x =4 sen?d, y=12cos8, z =12 sen 4.
13, x=¢t, y=1¢t, z=1-—13

14. x = sen3d, y = sen @ cosf, z = cosé.
16, x=1t¢, y =2t 2z =33,

16, x=send, y=csch, 2z =coséb.

17. x =2sen%t, y=sen2t, z=2cost.
18. x =¢. y-e_‘. z =t

19. x =2cos8, y=2zsnd, z =24,
20, x=cos8, y=2send, z =234,

148. Construccién de volimenes. Por volumen entendemos una
poreidén del espacio limitada por una o més superficies. Si un volumen
estd limitado por una sola superficie, tal como un elipsoide, dicho
volumen puede representarse geométricamente por la cobstruccién
de esa superficie (Art. 130). Si un volumen estd limitado por dos o
més superficies, la construccién de ese volumen requiere la construc~
cién de cada una de las superficies que lo forman y de sus curvas de
interseccién (Art. 146). En este artfculo vamos a considerar la cons-
truceién de volimenes de este Gltimo tipo.

Ejemplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las
superficies

x4+ y?=m4 y x+y—-z=0,
Solucién. El volumen que se desea estd limitado por la superficie del cilin-

dro circular recto x? 4 y? = 4, el plano x + y — z = 0, y los planos coorde-
nados x =0, y =0, z =0, Construimos primero una parte del cilindro en
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el primer octante. El plano x + y — z = {0 pasa por el origen y se puede cons-
truir por medio de sus trazas sobre los planos XZ y YZ. Luego construimosla
curva de interseccién de este plano y el cilindro; para obtener cualquier punto P
de esta curva, empleando un plano de corte paralelo al plano XZ, lo hacemos
como lo indica la figura 198. El contorno del volumen aparece en la linea llena.

Fig. 198

Ejemplo 2. Construir el volumen limitado por las superficies x3+2y =4,
y=3z, x—y+1=0,x=01y z =0,y queests a 1a izquierda del plano
x —y + 1 =0 enel primer octante.

S8olucién. La porciéon de la curva de interseccidn del cilindro parabédlico
recto x2+4+ 2y =4 y el plano 2y = 3z que estd en cl primer octante aparece

marcada en 1a figura 199 por el arco AB. El plano x —y+4 1 =0 corta al
arco AB en el punto D, al cilindro en la generatriz CD, al plano 2y = 3z en
la recta DE y al eje Y en el punto F. Entonces el volumen requerido, que
aparece en linea gruesa, estd limitado por las porciones ACD del cilindro,
AOED del plano 2y = 3z, CDEF del plano x -~y + 1 =0, OFEF del pla-
no x= 0 y AOFC del plano z =0,
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El estudiante observari que las coordenadas de algunos puntos de la figura
han sido indicadas. Como prictica se le recomienda que calcule 1as coordenadas
de tales puntos. Las coordenadas no sirven solamente para construir la figura.
sino también algunas de ellas se requieren para el cilculo del volumen.

BJERCICIOS. Grupo 71

En los siguientes ejercicios el estudiante debe identificar todas las superficies
cuyas ecuaciones se dan,

1. Construir el volumen limitado por las superficies
x34+y3=2z y z=2,
2. Construir el volumen limitado por las superficies
x3—=2y3 4323 =6, y=0y y=2,
8. Construir el volumen limitado por las superficies
x34+y?—21=0, z=1y z=3,

4. Construir el mis pequefio de los dos volimenes limitados por las supet-
ficies x3 — y3 4+ 29=0, y=2x, y=3 y z =0.

6. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x342y3~22m(, ymx, x=0y z =4,

6. Construir la cufia en el primer octante formada por las superficies
x34+2y3 =4, ymx, x=0, 2=0y z =3,

7. Construir el volumen interior a la superficie x? 4+ y3 = 8 y exterior a
la superficie x? 4+ y2 — 23 = 4.

8. Construir el volumen comprendido entre las superficies

x4yt —-27=0 vy x3+y?+2¥=4,

9. Construir el volumen exterior a la superficie x? — y® + z? = 0 e inte-

rior a 12 superficie x? 4 y? 4 z2 = 9.

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x4 ytm3z y x34y? =4,

11. Construir el volumen interior a la superficie y? + z2 = 2x y exterior
a la superficie x? - y? —z? = 0,

12. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
2x3 ~ y? 4+ 223 =0y y? 4+ 27 =1, ]

18. Construir el volumen interior a 12 superficie x3 + y? 4 z? = 4 y exte-
rior a la superficie x3 — y? 4+ z3 = |,

14. Construir el méis pequeiio de los dos volimenes limitados por las super-
ficies 4x* 4+ 3y m z, y=1y z =5, .

18. Construir 1a cuiia en el primer octante formada por las superficies
x4+ —2z23m0, y=x, y=0y z=2,

16. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x? -yt -2 =0y x+y=2.

17. Construir el volumen limitado por las superficies x3 4+ y? =9, y = 2
yz=0.
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18. Construir 1a cuiia formada por las superficies
x2+y?=4, z=x y z =3x,

que estd enfrente del plano YZ.

19. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
v +2?=2y x3422=2.

20. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
yv+z=1y x34+y=1.

2%, Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x34+y—4=0y z=x,

22. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y*+z2=4y y?=x.

23. Construirel volumen en el primer octante limitado por las superficies
34+ yd=zy x+2y=2.

24. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y?+z=1y y?=x,

25. Un triingulo equilitero de tamafio variable se mueve paralelamente
al plano XZ y de tal manera que su base es siempre una cuerda de la curva
4x? 4+ y? =4, z = 0. Construir el volumen generado.

26, Construir el volumen limitado por las superficies

YBtx=2 z=2x y x =2z

27. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
234+ x—-2=0y 2x +y = 4. ,

28. Construir el volumen en el primer octante exterior a la superficie
x3 4 y? = 2z e interior a la superficie x2 4 y2 — 4y = 0.

29. Construir el volumen limitado por las superficies

x?=y, y=2z, x=0, y=4y z=0.

30. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
x?4y?=4 z=2x, y=0y z=0.
31. Construir el volumen limitado por las superficies

x¥+y%=2 y+z=4 x=0 y=0y z=0.

32. Un cilindro circular recto de altura A y radio r es cortado por un
plano que pasa por un didmetro de una de sus bases y que es tangente a la otra
base. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del plano. Construir
el volumen de la porcién méis pequedia de las dos en que queda dividido el
cilindro.

33, Construir el volumen limitado por las superficies

y?+z=9, y=x., x=0y z=0, k
34. Construir el volumen limitado por las superficies
x*+4y*+z=4 x+4+2y=2 x=0, y=0y z=0.
36. Construirel Qolumen limitado por las superficies

x24+y?+22=4, x+z=2y y=0.
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36. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
yi+2z2=4y y*4 z3 = 2x.
37. Construir el volumen comiin a las superficies

x4yt t2i=4 5y x4 y¢? -2y =0.
38. Construir el volumen limitado por las superficies
y?+x=4, y=2x, z=2y, x=0y z=0,
39. Construir el volumen limitado por las superficies
x3-8y=0, y=2x, y+2z=4 y z=0.
40. Construir el volumen limitado por las superficies

y +x—2=0, »x=y, y=1, x=0y z =0.



APENDICE 1

LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFINICIONES

Y TEOREMAS

A. GEOMETRIA

Las férmulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas:

a, b, ¢ = lados de un tridngulo. h = altura.
8 = gemiperimetro = Y4 (a + b+ ¢). K = 4rea.
b = base. r = radio del cfrculo.
b1, b: = bases de un trapecio. 8 = arco de circunferen-

C = longitud de la circunferencia . cia.

1. Tridngulo. K= Xbh; K=V s(s—a) (8 —b)(s8—c)

2. Paralelogramo. K = bh.

3. Trapeclo. K= Y% (bi+ b)h.

4. Circulo, C = 2nr; K = nr?.

5. Sector circular. K = % sr.

Las férmulas 6-10 se refieren a cuerpos geométricos. En ellas:

B = 4rea de la base. S = 4rea lateral.

h = altura. = 4rea de la esfera.
r = radio. T = érea total.

8 = lado. V = volumen.

Prisma. V = Bh.

Pirdmide. V = )4 Bh.

Cilindro circular recto. S=2xrh; T =2xr(h+r); V = arih.
Cono circular recto. S =nrs; T =nr(s+r); V = Ynrh,
Esfera. S = 4xr*; V = %nrt,
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B. ALGEBRA

1. La divisién por cero es una operacién excluida .

2. Si el producto de dos o més cantidades es igual a cero, uno de
los factores, por lo menos, debe ser igual a cero.

3. Ecuacién de segundo grado. La ecuacién cuadrética

ar*4-bz+c=0, a0,
tiene las rafces
— b=+ b —4ac
2a ’

en donde D = b? — 4ac se llama discriminante. Si a, b y ¢ son todos
nimeros reales, estas raices son reales e iguales si D = 0; reales y
desiguales si D > 0; complejas conjugadas si D < 0.

Suma de las rafces = — %; producto de las rajces = %.

4, Logaritmos. Definicién. 8i N, 2 y b son tres cantidades
ligadas por la relacién :

N=b, b>0, b=1,
entonces el exponente z se llama logaritmo de N en la base b, y escri-
bimos la relacién equivalente
z=logs N.
El logaritmo de un nidmero negativo no existe en el sistema de
ntimeros reales ; el logaritmo de cero es indefinido .

8i M y N son dos niimeros positivos, las tres siguientes relaciones
son verdaderas ;

logs (MN) = logs M + logs N, logs (%) =logs M — logs N,

logs (M)* = n logy M, siendo n un ntimero real.

Debe anotarse también las siguiéntes relaciones :

logry 1=0; logrb=1; logb-ll\—rs—long.

El logaritmo de un ntiimero en cualqhier base puede obtenerse por la
relacion
logs N

loga N = lOgb a

3

en donde, 6 >0, a»=1; b>0, b=1.
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5. Determinantes. Un determinante de orden n es una cantidad
representada por un ordenamiento en cuadro de n? cantidades, llama-
das elementos, ordenadas en n filas y n columnas.

El cdleulo de determinantes se da en los textos de Algebra. Con-
viene recordar las siguientes propiedades importantes :

Propiedad 1. Cualquier propiedad de un determinante que es
vélida para sus filas es también vdlida para sus columnas.

Propiedad 2. El valor de un determinante no se altera si sus filas
y columnas correspondientes son intercambiadas.

Propiedad 3. Sien un determinante se intercambian dos de sus
filas el determinante cambia de signo.

Propiedad 4. 8iun determinante tiene dos filas idénticas, su valor
es cero,

Propiedad 5. Sise multiplica cada uno de los elementos de una
fila de un determinante por un numero cualquiera k, el valor del
determinante queda multiplicado por k.

Propiedad 6. El valor de un determinante no se altera si cada uno
de los elementos de una fila se multiplica por un nimero cualquiera k
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila.

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, los teoremas
dados aquf se ilustrardn con sistemas de tres ecuaciones lineales; sin
embargo, son verdaderos para sistemas de cualquier ntimero de ecua-
ciones.

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogéneas
en tres incégnitas :

ax+bhyteaz=h, :
axx + bey + c2z = ke, (1)
ax + b3y + csz = ks,

en donde ki, k2 y ks son constantes, no simult4neamente nulas. El
determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis—
tema y se designa generalmente por A, es decir,

a b ¢
A = | 2 bz c2
as bs c¢s

Sea A; el determinante formado a partir de A reemplazando los ele-
mentos de la columna de orden j por los términos independien-
tes k1, k2 y ks.

Entonces tenemos :
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Regla de Cramer. Si-A 0, el sistema (1) liene una solucién
tnica dada por

A A2

X=—

A’ y=K7 z

Az
A

SiA=0y A; 0 para un valor de j por lo menos, el sistema (1)
no tiene solucién y se dice que es ¢ncompatible.

Si A=0y Aj = 0 para todos los valores de j, ¢l sistema (1) tie-
ne un nimero infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado.

Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogé-
neas en tres incégnilas:

ax+ byt ez =0,
az+ by + caz=0.

az+hy+eaz=0,
(2)

Segin la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es
diferente de cero , hay solamente una solucién :

z=0, y=0, 2=0.
De aquf el siguiente

TeorREMA. Un ststema de n ecuaciones lineales homogéneas con n
incdgnitas tiene otras soluciones, ademds de la solucién

x=0, y=0, z2=0,

st y solamente si el determinante del sistema es igual a cero.

C. TRIGONOMETRIA

1. Definicién de las funciones trigomométricas. Sea 0 el dngulo
cuya variacién de valores est4 dada por el intervalo

— 360° < 6 <360°.

Para los fines de definieién de tal dngulo y de sus funciones trigono-
métricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los
enunciados que siguen se aplican a cada una de las cuatro posiciones
que aparecen en la figura 200.

Si a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en ¢l plano
coordenado XY en torno del origen O & una posicién OA, se dice
que se ha generado un dngulo XOA = @ que tiene a OX por lado
inictal y a OA por lado final. 8i la rotacién se hace en el sentido
contrario a las manecillas de un reloj, se dice que el 4ngulo es positivo;
y si la rotacién es en el mismo sentido de las manecillas (indicada
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en las figuras con lineas punteadas), se dice que el dngulo es nega—
tivo. Se dice también que el dngulo estd en el mismo cuadrante que
su lado final .

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente
de O, y de coordenadas (z, y). Desde P bajemos una perpendicu-
lar PB al eje X. El segmento de recta OP se llama radio veclor , se
designa por r, y se toma siempre como positivo. En el tridngulo OPB,

Y
4 1
P(zy),
i "0 y(+)
r .
%[ 7w X
Y’
(a) (8)
H Y
0 4
0
X! Bz(—)r\ -X , /Rx(ﬂg
A [ Z x O/ | >X
¥ 1 ¥
m LT AN
v
P(z,y) ‘ P(z,y)
Y’ ’
(c) Y(d)
Fig. 200

OB =z y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P,
como estd indicado para los cuatro cuadrantes. Entonces, cualquiera
que sea el cuadrante en que esté 4, las seis funciones trigonométricas
de @ se definen en magnitud y signo, por las siguientes razones :

senodea-sen0=y, coseno de § =cus § = —,

y
tangente de 0 =tge=%, cotangente de 6 = ctg 6 =
r

|4 < 2|s

secante de § = sec § = z’ cosecante de 8 = ¢se § =—.

Las definiciones son vérdaderas y no cambian para dngulos positivos y
negativos mayores que 360° en valor numérico.
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2. Identidades trigonométricas fundamentales.

1 sen 6§
2o’ B0 osd’

sen? @ +cos’d =1, 1+tg>0 =sec’d, 1+ ctg®d =cse® 4.

1 1 -
cscO-sena, secO—cosa, ctg 4 =

3. Férmulas de reduccién.

sen (90°+£4)=cos §, cos(90°=9)=Fsend, tg(90°=¢)=Fctgd,
sen (180°==9)= Fsen 4, cos(180° = 0) = —cos 0, tg(180°£9)== tg 4,
sen (270° £ 0) = —cos 8, ¢08(270°+9)= xsen 0, tg(270°+0)= Fetg4,
sen (360° = 0) = +sen 4, cos(360°+=0)=cos §, tg(360°+4)= = tg 4.

4, Medida de 4ngulos en radianes. Sea 4 un dngulo central que
intercepta un arco de longitud 8 sobre un circulo de radio r. La me-

dida del dngulo ¢, en radianes, estd definida por 8 ='—i-. Obsérve-

se que por ser 8§ ¥y r longitudes, esta raz6n es un nimero abstracto.
De esta definicién de medida en radianes tenemos de inmediato la
relacién de conversién :

x radianes = 180°,

de donde,
1 radidn = %3!-0— = 57,2958° (aprox.) = 57°17/45" (aprox.),
1° = I—JStO— radianes = 0, 017453 radianes (aprox.).

5. Funciones trigonométricas de 4dngulos especiales.

Angulo 8 en
sen 0 cos @ tg 8
Radianes| Grados
0° 0 1 0
30° % | BVv3|W%Vv3

$5° | BV BVv2 1
o0° | B3 % V3

wla w|a &|a ola o
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6. Férmulas de adicién y sustraccién.

sen (z = y) =senzcosy = coszTsen y,
cos (Z+y) =coszcosy ¥ sen T sen ¥,
tgz=tgy
l¥xtgztgy’

7. Funciones trigométricas del dngulo doble.

tg(zxy) =

sen 27 = 2 sen z cos 7,
cos2r =cos’rt—sen*z=1—2gsen*z=2cos*z—1,

2igz

tg 2z = I—tgtz

8. Funciones trigonométricas del dngulo mitad.

z 1—cosz z 1+ cosz
sen—-d:\/——, -cos—-d:\/—-—r

2 2 2 2
tgi==,=\/1"°°“’_ senz _1—cosz
2 1+cosz 14 cosz  senz

9. Relaciones importantes.

asenf +bcosd =+ a*+ b*sen (8 + ¢), endonde¢=arctg—2—,

asen 0 +bcosd =+ a'+ b2cos (§ —v¥), en donde ¥ = arc tg %.

En las f6rmulas 10-12, a, b y ¢ son los lados de cualquier tridn-
gulo y A, B y C son los 4ngulos opuestos respectivos.
a __b _ ¢
senA senB senC’
11. Ley de los cosenos. a® = b+ ¢* — 2bc cos A.
12. Area de un tridngulo. K = Yabsen C.

10. Ley de los senos.

D. ALFABETO GRIEGO

A a glfa I ¢ jota P p ro

B £ beta X «x kapa Z o sigma
I' y gama A i lambda T r tau

4 3§ delta X 1 muomi r o jpsilon
E ¢ ¢psilon N v puoni ? ¢ fi

Z [ dsetaozeta £ ¢ xi X 2 jioki
H 7 eta 0 ¢ émicron ¥ ¢ psi

6 9 teta I = pi 2 o omega
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A. LOGARITMOS COMUNES
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0204 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
12 ] 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 [ 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732
15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2258 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 8385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 [ 3522 { 3541 | 3560 | 3579 | 3508
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3720 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3962
25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4009 | 4116 | 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757
30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
384 | 5315 | 5328 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
35 | 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 5551
36 | 55663 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 5740 | 6752 | 5763 | 5775 | 5786
38 | 5798 | 5809 | 6821 | 5832 | 5843 | 5855 5877 | 5888 | 5899
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
44 | 6435 | 6444 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 [ 6618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 67568 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 { 6875 | 6884 | 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6064 | 6972 | 6981
50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 72268 | 7235
B3 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7202 | 7300 | 7308 | 7316
54 | 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396
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0 1 2 3 4 b 6 | 7 8 ]
55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474
56 | 7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
57 | 7559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
59 | 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774
60 | 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
61 | 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 |.7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7080 | 7987
63 | 7993 | 8000 |-8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055
64 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 { 8089 | 8096 | 8102'| 8109 | 8116 | 8122
65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 |: 8254
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
68 | 8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
69 | 8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445
70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506
.71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567
72 | 8573 | 8579 | 8585 | 4591 | 8597 | 8603 | 8G09 | 8615 | 8621 | 8627
I 8633 | 8630 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686
74 | 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | 8745
75 | 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
76 | 5808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854 | 8859
77 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887 | 88903 | 8899 | 8904 | 8910 | 8015
78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8928 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971
70 | 8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025
80 | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
81 | 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 | 9138 | 9143 | 9149 | 9151 | 9159 | 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186
83 | 9191 | 9196 | 9201 206 | 9212 | 9217 |- 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289
85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 { 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 .| 9345 | 9350 | 9355 | 93060 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440
88 | 9445 ] 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538
90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 { 9576 | 9581 | 9586
91 | 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92 | 0638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
03 | 9685 | 9680 [ 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
9% | 9731 | 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773
05 | 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818
06 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 | 988G | 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
08 | 9012 | 9017 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
90 | 0956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996

Lehmana = 30,
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B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES

Radianes |Grados| sen cos tg ctg
.0000 0.0 .0000 | 1.0000 .0000 _ 90.0 | 1.5708
.0087 0.5 .0087 | 1.0000 .0087 |[114.5887 89.5 | 1.5621
L0175 1.0 L0175 .9908 L0176 | §7.2900 89.0 (. 1.5533
.0262 1.5 .0262 .9997 .0262 | 38.1885 88.5 1.5446
.0349 2.0 .0349 .9904 .0349 | 28.6363 88.0 | 1.5359
.0436 2.5 .0438 .9980 .0437 | 22.9038 87.5 | 1.5272
.0524 3.0 .0523 .9986 .0524 | 19.0811 87.0 | 1.6184
.0611 3.5 .0610 .9981 0612 | 16.3499 86.6 1.5087
.0698 4.0 .0698 .9976 .0699 | 14.3007 86.0 | 1.5010
.0785 4.5 .0788 .9969 .0787 12,7062 85.5 | 1.4923
.0873 5.0 .0872 .9962 .0875 11,4301 85.0 | 1.4835
.0060 5.5 .0958 .9954 .0963 | 10.3854 84.5 | 1.4748
.1047 6.0 .1045 .9945 .1051 9.5144 84.0 | 1.4661
1134 6.6 .1132 .9936 .1139 8.7769 83.5 | 1.4574
1222 7.0 .1219 .9925 .1228 8.1443 83.0 | 1.4486
.1309 7.5 .1305 .9914 L1317 7.5958 82.5 1.4399
.1306 8.0 .1392 .9903 .1408 7.1164 82.0 | 1.4312
.1484 8.5 L1478 .9890 .1406 6.6012 81.5 | 1.4224
1571 9.0 .1564 .9877 .1584 6.3138 81.0 | 1.4137
.1658 9.5 .1650 .8863 .1673 5.9758 80.5 | 1.4050
.1745 10.0 .1736 .9848 1763 5.6713 80.0 | 1.3963
.1833 10.5 .1822 .9833 .1853 5.3955 79.5 | 1.3875
.1920 11.0 .1908 9816 19044 5.1446 79.0 1.3788
.2007 11.5 .1994 9799 .2035 4.9152 78.5 { 1.3701
.2094 12.0 .2079 9781 .2126 4,7046 78.0 { 1.3614
.2182 12.5 .2164 .9763 2217 4.5107 77.5 | 1.3526
.2269 13.0 .2250 L9744 .2309 4.3315 77.0 | 1.3439
.2356 13.§ .2334 9724 .2401 4.16563 76.5 1 1.3352
.2443 14.0 .2419 .9703 .2493 4.0108 76.0 | 1.3265
.2531 14.5 .2504 .9681 .2586 3.8667 75.5 1.3177
.2618 15.0 .2588 .9659 .2679 3.7321 75.0 | 1.
.2705 15.5 .2672 .9636 2773 3.6059 74.5 | 1.3003
.2793 16.0 .2756 .9613 .2887 3.4874 74.0 1.2915
.288%0 16.5 .2840 9588 . 2062 3.3759 73.5 | 1.2828
.2967 17.0 .2924 .9563 .3057 3.2709 73.0 | 1.2741
.3054 17.5 .3007 .9537 .3153 3.1716 72.5 1.2654
.3142 18.0 .3090 L9511 3249 3.0777 72.0 | 1.2566
.3229 18.5 .3173 .9483 .3346 2.9887 71.5 | 1.2479
.3316 19.0 .3256 .9456 .3443 2.9042 71.0 | 1.2302
.3403 19.5 .3338 .9426 .3541 2.8239 70.56 | 1.2305
.3491 20.0 .3420 9307 .3640 2.7475 70.0 | 1.2217
.3678 20.5 .3502 .9367 3739 2.6746 69.5 {1 1.2130
.3665 21.0 .3584 .9338 2.6051 69.0 | 1.2043
.3752 21.5 .3665 .9304 3939 2.5386 68.5 | 1.1956
.3840 22.0 .3746 L9272 | .4040 2.4751 | 68.0 { 1.1868
.3927 22.5 .3827 .9239 4142 2.4142 67.5 1.1781
cos sen ctg tg Grados|Radianes




TABLAS 467

B. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES

Radianes|Grados sen cos tg ctg
.3927 22.5 .3827 .9239 4142 2.4142 67.5 | 1.1781
.4014 23.0 .3907 .9205 4245 2.3559 67.0 1.1694
4102 23.5 . 3987 L9171 .4348 2.2098 66.5 1.1606
.4189 24.0 . 4067 .9135 .4452 2.2460 66.0 1.1519
.4276 24.5 .4147 .9100 .4557 2.1043 85.5 1.1432
.4363 25.0 .4226 .9063 .4663 2.1445 65.0 1.1345
.4451 25.5 .4305 .8026 .4770 2.0065 64.5 1.1257
4538 | 26.0 4384 .8088 4877 2.0503 64.0 | 1.1170
.4625 26.5 .4462 .8049 .4986 2.0057 63.56 1.1083
L4712 27.0 .4540 .8910 . 5095 1.9626 63.0 1.0996
.4800 27.5 .4617 .8870 .5206 1.9210 62.5 1.0908
.4887 | 28.0 .4695 .8829 .5317 1.8807 62.0 | 1.0821
.4974 28.5 4772 .8788 .5430 1.8418 61.5 1.0734
.5061 29.0 4848 8746 .5543 1.8040 61.0 | 1.0647
.5149 29.5 .4924 8704 . 1.7675 60.5 1.0559
.5236 30.0 5000 8660 5774 1.7321 60.0 1.0472
.5323 30.5 .5075 .8616 .5890 1.6977 59.5 1.0385
.5411 31.0 5150 .8572 .6009 1.6643 50.0 1.0297
.5498 31.5 5225 .8526 .6128 1.6319 58.5 1.0210
.5585 32.0 .5299 .8480 .6249 1.6003 58.0 1.0123
5672 | 32.5 .5373 ;8434 .6371 1.5697 57.6 | 1.0036
5760 | 33.0 5446 8387 .6494 1.5399 57.0 .9948
.5847 33.5 .5519 8339 .6619 1.5108 56.5 .9861
.5934 34.0 .5592 8290 .6745 1.4826 '56.0 .9774
4021 4.5 . 8241 6873 1.4550 55.5 .9687
.G109 35.0 .5736 8192 .7002 1.4281 55.0 .9599
.6196 1 35.5 5807 8141 7133 1.4019 54.5 .0512
.6283 36.0 5878 8090 . 7265 1.3764 54.0 L9425
L6370 | 36.5 5948 8039 .7400 1.3514 53.5 .9338
.6458 37.0 6018 7986 .7536 1.3270 53.0 L9250
.6545 | 37.5 6083 7934 7673 1.3032 52.5 .9163
.6632 38.0 6157 7880 .7813 1.2799 | 52.0 .9676
.6720 38.5 6225 7826 . 7954 1.2572 51.5 .8083
L6807 39.0 6293 77171 .8098 1.2349 51.0 . 8901
.6894 39.5 6361 7716 .8243 1.2131 50.5 .8814
.6981 40.0 6428 7660 .8391 1.1918 50.0 L8727
.7069 40.5 6494 7604 .8541 1.1708 49.5 .8639
.7156 41.0 6561 .71547 .8693 1.1504 49.0 .8562
.7243 41.6 6626 7490 .8847 1.1303 48.5 .8465
.7330 42.0 6691 7431 .9004 1.1106 48.0 8378
.7418 42.5 6756 7373 9163 1.0013 47.5 .8290
.7505 | 43.0 6820 7314 .9325 1.0724 | 47.0 .8203
L7592 | 43.5 6884 7254 .9490 1.0538 46.5 |- .8116
L7679 | 4.0 6947 7193 .9657 1.0355 1 46.0 .8020
7767 44.5 7009 7133 .9827 1.0178 45.5 .7941
.7854 | 45.0 7071 7071 | 1.0000 1.0000 | 45.0 .7854
cos sen ctg tg Grados|Radianes




4168 APENDICE II

C. VALORES DE é* Y. e~%

z e e T e e z ¢* e
0.00 | 1.000 | 1.000 0.1 1.105 | 0.905 1 2.72 | 0.368
.01 ] 1.010 .990 .2 | 1.221 819 2 7.391 .135
.02 ] 1.020 .980 .3 ] 1.350 741 3 20.09 | .0498
031 1. .970 .4 | 1.492 ..670 4 54.60 | .0183
04| 1.041 .961 5| 1.649 .607 5 148 .4 .00674
05 1.051 .951 61 1.822 .549 6 403.4 .00248
.06 | 1.062 .942 7 ] 2.014 497 | 7 1097, .000912
071 1.073 .932 .8 | 2.228 449 8 2081. .000335
.08 | 1.083 .923 .9 | 2.460 .407 9 8103. .000123 |:
.09 1.094 914 1.0 2.718 .368 10 | 22026. 000045

NOTA. eV = g% eV, . .
Ejemplo. (2.8 _ 2. 08,000 o (739)(2.226) (1.01) = 16.6.

D. POTENCIAS Y RA{CES DE ENTEROS

T
n n? n Vo | Va || » n? n® Vo | Vn
1 1 1 1.000 | 1.000 || 26 676 17,578 | 5.099 | 2.962
2 4 8 | 1.414 | 1.260 || 27 729 19,683 | 6.196 | 3.000
3 9 27 | 1.732 | 1,442 || 28| 784 21,952 | 5.292 | 3.037
4 16 | - ‘64 | 2.000 1.587 29 841 24,389 | 5.385 | 3.072
5 25 125 | 2.236 | 1.710 || 30 900 27,000 | 5.477 | 3.107
6 36 216 | 2.449 | 1.817 || 31 961 29,791 | 5.568 | 3.141
7 49 343 | 2.646 | 1.013 || 32 | 1024 32,768 | 5.657 | 3.176
8 64 512 | 2.828 | 2.000 || 33 | 1089 35,037 | 5.745 | 3.208
9 81 729 [ 3.000 | 2.080 }} 34 | 1156 39,304 | 5.831 | 3.240
10 | 100 1,000 | 3.162 | 2.184 || 35 ( 1225 42,875 | 5.916 | 3.271
11 121 1,331 |3.31712.224 || 36 | 1296 46,656 | 6.000 | 3.302
12 144 1,728 | 3.464 | 2.289 || 37 | 1369 50,653 | 6.083 | 3.332
13 169 2,197 | 3.606 | 2.351 38 | 1444 54,872 | 6.164 | 3.362
14 196 2,744 | 3.742 | 2.410 || 39 | 1521 59,319 | 6 245 | 3.391
15 | 225 3,375 | 3.873 | 2.466 || 40 | 1600 64,000 | 6.325 | 3.420
16 256 4,006 | 4.000 | 2.520 || 41 | 1681 68,021 | 6.403 | 3.448
17 | 280 4013 | 4.123 | 2.571 2 | 1764 74,088 | 6.481 | 3.476
18 324 5,832 | 4.243 | 2.621 43 | 1849 79,507 | 6.557 | 3.503
19 361 6,850 | 4.350 | 2.668 || 44 | 1936 85,184 | 6.633 | 3.530
20 | 400 8,000 | 4.472 | 2.714 || 45 | 2025 91,125 | 6.708 | 3.557
21 441 9,261 | 4.583 | 2.769 || 46 | 2116 97,336 | 6.782 | 3.583
22 484 10,648 | 4.690 | 2.802 || 47 2209 | 103,823 | 6.856 | 3.609
23 529 12,167 | 4.796 | 2.844 || 48 | 2304 | 110,592 | 6.928 | 3.634
24 576 13,824 | 4.800 | 2.884 {| 49 | 2401 | 117,649 | 7.000 | 3.659
25 625 15,625 | 5.000 | 2.924 || 50 | 2500 { 125,000 | 7.071 | 3.684




11.
12,
13,

© 2> v

©®Nn o

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Grupo 1, p. 8

11; 10; 4. 14,
(7), (=11). 15.
(=15), (-11), (—13). 16.
(14). 17.
- 3. 18,
(@, a), (—a, a), (—a. —a), (a,
2. 3). 20. 19.
6, 5. 20.
Grupo 2, p.
20,26. 11.
34. 12.
VAR 13.
5. 14.
2, —6. 15.
5x =7y ~ 24 =0. 19,
Grupo 3, p.
-1, 153°2¢/. 14,
-2, %, % 15.
5. 16.
4, — 1. 18.
4. 19,
77°28', 54° 10, 48°22'. 20.
108°2¢'. 22.
71° 34/, 23,
Grupo 7, p.
2, 3. 14,
(1, ~2). 15.

(%, 0).

Var+ b,

10.

30,

A, 142v73); (1, 1 -2473).
—a).

10.

20.

15

(. 1), (% —1), 2, 0).
(-4, 12).

(., —2).

3.

(-1, 4), (5.6), 3, —2).
Q. 2).

24

-1,

-8,

13,

5.

4x — Sy — 13 = 0.
4x —y— 13 =0,
1.

33° 41/, 56°19.

49

4,2), (% -%.
0, 0, a,1).
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16.
17.

N nRrw

11.
12.
13.

N

10.
11,
13.
14,

2.
3.
4.
S.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

©, 2), @2, 0. 19.
2,2), 2. —-2). 20.
Grupo 8, p.
x—2y -3 =0, 14.
x? 4 y? =4, 15.
x34y?—4x -6y~ 12=0. 16.
2x+3y~9=0. 17.
x+y—-4=0, 18.
x4 y?—-9x —2y+17=0. 19.
2x+y+9=0. 20.
x*+y?+6x+4y+4=0. 21.
x? -8y 416 = 0. 22,
x4+ yit+x—-Ty+12=0. 23,
4x + 6y - 21 =0, 24.
4x+6y+3=0. 25.
Grupo 9, p.
2x—y+3=0, 15,
x~y+3=0. 16.
Ix+y+2=0.
5x 49y ~38 =0, 17.
2x—-y=0, 3x—4y+10=0, 18.
7x +y —56=0, y=0. 19.
3x -2y—6=0, 20.
x 21.
‘—_4"+"—'UT=L 22.
x 23.
THE- " 24.
x+y—3=0 25.
6x + 5y — 82 = 0. 26.
4x -7y +36=0. 17.
Ix -5y 4+8=0. 29.

(3, 2)» (-3, —2)’ (z) 3)1 (—2’ -3).
4. 4. 3. 1).

54

y? — 10x — 8y 4+ 11 = 0.
7x3 + 16y? = 112.
16x2 + 7y? = 112,

§x3 = 4y? = 20.

Sy3 — 4x% = 20.

x4 y2—-2lx42y~2=0,
Ix3 +4y?2 —24x — 8y +40=0.
x? =32+ 2x -4y +5=0.
x3 4 y2 =4,
xy+x+7y—~17 =0,

3x2 -~ y? ~18x+24 = 0.

Ix =6 —~V359; y#0.

63

Sx+y+9=0

llx ~ 5y —9 =0,

Bx —y—45=0.

(-4 1D, (12, 3), (0. ~9).
(3%, 5%).

(%, %).

(%, %),

36.

4x+y —10=0.

(—4, 3), (4, 6), (9, 1), (1, =-2).
10.

144,

1L

A = 3%y, B = 1%,

y= mx —am.

AB: x—y+3=0: BC: S5x+y—27=0; AC: x+2y=0.

Grupo 10, p. 70

I+ y+2=0.
S5x -3y~ 15=0,
4x +3y+13=0,
4,

6.

7.
8.

1 =&
3

%: — ¥ %.

— ¢: 105°57/; 394, 10.

N




10.
12.

12.

14,

15.

16.

19.

1n.
12.

13,
17.
18.

22.
23,
24.
2s.
26.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

= 10, 15. 80°1¢.

a=4, b=7. 16. Sx ~y~11 =0,
x~2y+1=0, x+5y+3=0.
x4+2y—13=0. 28. b2x — g3y = gb% — g3b.

Grupo 11, p. 77

1 e 4. 12 =5y —4=0;
7x.|.__2__y_(,_(), |3x-i- 3 Y ;
=4, @ =337°23,

2 -3 p==
3+t y-=-3=0 5. sV 3.
143°8". 6. =3%V5.
4x 4+3y—25=0, 3x—4y4+25=0.
x—y+4VvV2I=0, x—y—4‘\/-i-0.
Ix+y+2V10=0 3x+y—-2vV10=0.

1 5 17
- X +——y-—- — =0,

v/ 26 V2% V26
Ix+2y+8VI3=0, 3x+2y—-8vV13=0.

3 -2 27 V34
- x4+——y~—==0. 18.

V13 v13 Vv 4
23 3 19 =
L /1. . =2 V10.
39\/3 20 l0\/1

Grupo 12, p. 85

wLVal., 2. =%V, 3. ¥V7Z;09. 4. Yo.
19 4/5. 6. Sx+12y4+40=0 5x+ 12y —64=0.
6—34v29 9. 24x — 10y -~ 3 =0:

5 0. 2+2\/7.
-3, 7. 3

x+y—4=0, x—y=-=2m=0.

CVI-VI)x—-(VI+Vi)y+VI+Vi=0,
CVZI+VI)x=-(VI-V3)y+VIi-vVI=0.
(VI74+4V3)x-QCVT7+V3)y—4V17-4v5=0.

d4x +7y+ 12 =0, 4x—13y+12=0.
x=~2y+8=0, I3x—6y+424=0.

y? = Bx.

y!4+6y+12x—-15=0, y+3=0.
x3—~2xy+y?+6x+2y+9=0.

8x2 4+ 9y% — 42x +72¢ + 171 = 0.
x3~8y?+4x — 74y — 139 = 0.

23x2 — 48xy + 3y? 4 170x — 122y + 118 = 0.

21.

28.

x3 = 8y.

10.

471



472 GEOMETRIA ANALITICA PLANA
Grupo 18, p. 94

2x -y+8=0. 6. I12x—21y—28 =0,
3x —4y+12=0.

5x— 12y 465 =0, 5x— 12y —65 =0,
2x+3y+12 =0, 2x+3y—12=0.

10, 5x—y—-13=0, 11. 9x+7y—11 =0,
12. 2x-y+6=0, Sx —2y 4+ 10=0.

13, 4x+3y~-12=0, x+2y+2=0.

4. 3x—-y—3V2I=0 3x—y+3V2Z=0.

15. 7x 412y —~42 =0, 7x+3y+20 = 0.

16. 4x+3y—~12=0, 8x+ 15y —36=0.

17. V3x+2y-9=0, y+3=0.

18. 2x+43y—~12=0, 3x+2y~12=0,

19. x —4y=0. 21. 3x—y+5=0.
20, 4x+5y~—~7=0. 22. 8x—-3y+5 =0
23, S5x—12¢4+20=0, x =2,

24. x—4y+8=0, 9x -4y —24 =0,

25, 3x~-y—18=0, x=2y~1=0,

o e g n
b Sl

Grupo 14, p. 98
3. 4lx -5y —89=0. 16. 18=.

12. 2. 18. ky = =4, ks = = 14,
15. (7, 4).
Grupo 15, p. 102

L (x+3)24+(y+5)72 =4 5. (x—12)1 _B\ 62
2. (x+D24+(y—-4)*=10. x~2) +(" 16 256
3. (x=7)*+(y+6)2 = 8. 17. (x—7)24 y2 = 45,
4 (x=-D3+(y+4)3=4, 11\2_ 325
5. xt4(y+2)? =4 18. x’+(y+7)-T.
6. (x+424+(y+1)2=752 : 17\2 629
8. (x—6)24(y+Nrazs. O G v+ (v+7)-F-
9. (x—4)34(y—2)*=18. 1\3 _65\2_ 6205
10. 7.07. 2. ("_z‘i)"'(“ n) " @
12. (x+l)’+y’-%~ 2. x—2y+10=0.

7\2 625 22, x+2y—20=0,
13. (x-z)’+(ll+‘§)"¢,7' 23. x+2y—9=0, x—2y+3=0,
4. (x=2)34(y—1)2=1, 24, (x=5)3?+(y+3)2=38.
5. (k=5 =1, (x—3)2+(u+l’-ﬂ

7 49



O W N e
Dbt

11.
17.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
26.

28.

29.
30.

32.

35.

10.
11.
13,
15.
16.
17.
19.
28.

bl o A

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 473
Grupo 16, p. 108

Centro (3¢, — %) radio= V3. 4. 5=,

Paoato (— %, 1). 5. 2V 3x.

Ningin lugar geométrico.

A4yt =Tx—4y=0; (% 2): KBVES.

6x2 4 6y3 — 32x — 25y —~34 =0; (%, Wa): KV Z465.

IxP 47y —2x 452y + 21 =0; (1%, - %) % V26,
Dy=Dy, Eiy=Es, Fi#Fs 18 (x=2)3+(y+%H)?=9.
Sx +4y —40 = 0.

4x -3y =32 =0, 3x+4y—49=0.

(x+3N34(y—-1)2=29.

(U —6)1 =125 (x—6)3+(y+2)? =125
(x—8)34(y—~8)2m13 (x—4)24(y—2)2=13.

(x+ D24 (y—=3)2=5. 25, (x—3)2+(y—95)3=20.
(x -3 4 (y+DN2=25, (x=3)3+(y—6)2=25.

=Dt -nr =4 (x=32) 4+ (s -35) = ()"

747 747
(x=D24(y—-4)=%.

(x+3W)21+(—%)2=1% (x—%2+@W=%?2="%
(x=D*4(y+2)2=4 3. h=-—1, 25.

Sx —y+5=0, Sx—y—47=0. 33. 3V7Z.

Xyt —6x—2y+1 =0, 4x2+4y* —384x +37y +2119 = 0.

(x=1D34(y—1)2=20, (,,.._) (+13) 1:;5

Grupo 17, p. 118

4yt +2x—8y~33 =m0, 8 Sx?+45y?—38 —115=0.
x34 y? — 38x 4+ 167 = 0. 9. 2x? 4 2y? - 20x — 16y 4 41 = 0.
Rt yP—x—3y—10=0 x+y*~7x+3y+2=0.

4y —8x+6m=0, Ox?4 9y?+ 88x — 106 = 0.

x4 y?—8x—16y+35=0 14 x3+¢*+2x+4y—15=0.
24P tx+2y—10=0, x4 y?—5x—10y +20=0.

Aty —x—2y=0 x2+y*—6x—12y+25=0

byt l6x—16y+24=0. 21, 7x—-y—16=0; 242,

24x —~ 28y +3 =0. B. HVA.

6 — ).
Grupo 18, p. 127

Ix =3y +20=0, ‘ 5. x—y+3=0, x-y+1l=0
3x+2y —9=0, 3x42y+17=0. 6. x+4y+200=0, x+4y—14=0.
2x—y+ 11 =0, x+2y—12=0. 7. 6x4y—32m=0, x =6y —=30=0.
2x 43y -2l = 0. 13. 46°24.

Y
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14.
15.
17.
18.
19.
20.
21.

10.

N e N

[
.

w ®

I I I

10.

11.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

-—5<kh<5; Rm=x=5; k>S5, R< =5,

— Y < Mm<0: m=0, —13%; m>0 m< — 13,

Ix =3y—=2=0.

Ix 45y ~3¢=0: Sx—3y=0: %V3&: V34 4 3.
x—dy+12=0; dx+y=3=0; 3V17: %V17; 12; %
ITx—4y4+26=0; 4x+7y—13=0; ¥%V6: UVE: ¥ W
82° 14, ‘ 22. 78°4l.

Grupo 19, p. 1381

x3+y?—-x=0. 11, 3x343y2~2x~2y~4=0.
3x343y?+16x 20y +20 = 0. 14. 3x3 4 3y? —32x + 57 = 0.
8x348y? —28x 438y + 55 =0. 15. 2x3+2y? +2x — 10y +9 =0.
5x345y3 —16x—28y+27=0. 21. x—7y+34=0.

Grupo 20, p. 138

X2 4 y'? = 4. 8. 3x'* —2y7 =12. 15. 2x'3 -3y = 1.
3x'3 4 2y'? = 6. 9. x'y =8. 16. x'3 =3y = 0.
4x — gt = 4, 10. 2x3 — y'? = 0, 17. x84 42 = 2.
y*—x?=0. 11. x4 ¢2 =5, 18. 2x'34 y'* = 2,
x'y = 1. 12. 2x'2 4 5y/2 = 10, 19. ¢'? —6x2 =09,
2x'3 4 y'? = 4. 13. x/? ~3y'* =3. 20. x'y’ =12.

3x/3 4 2¢y'3 = 6, 14. 2x'3 43y = 1.

Grupo 21, p. 142

(Bv3i-2.=%-2V3). 10 Vi< -2=0.

©, ~1), (L 0). 1. 5x2 42—y —1=0.
V%' =3 =0, 12. 21x'2 4 15y — 10 = 0.
42 — /I 4V 2y = 0. 13. 6x2 4 y*—2 = 0.
34343 — /Iy -2 =0. 18, X' =3y =0, x'+3y =0,
x'2 + y2 -8 =0, 15. ¢y =vV2, vy =—V1.
4x'3 — y? — 4= 0, 16. 5x'*+4x' —3y' = 0.
x84 't = 16. 20. 5x? —26xy + Sy + 72 = 0.
Vi +2 =0.

’ Grupo 22, p. 147
2%/ —~ 3y — 6 = 0. 3. x"—4y" =0,
x4y — 4 =0, S, 3xM1 4y —3 =0,

2CD — BE 2AE — BD
BT —3AC’ B’—-MC)' B? — 44C > 0.

(=% -3, %V3i-1). 12. (2v2, -V72).
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V3, +3v3).

Ix3 —2xy +3y?—8m=0, x2+2y?2—-4=0,

14.

475

x?—6bxy+yd44x 44y =0.
x4+ 2xy+y?+6x—6y+15=0 x" =32y =0.

Grupo 23, p. 153

(3.0); x=~—3; 12.
0,3); y=—3; 12,
(-2,.0: x=12; 8.

y? = 12x.
x? = — 124,
x? = — 20y.

11.
12,

13.
14,
16.
18.

y? = 20x.
yd = - 8x: (—2,0); x=2; 8.

45,
2,4.

2,"

x% 4 y? = 5y.
y?—4x -8y + 24 =0; ¢'? —4x' =0.

x? = 6x 4 129 +33 =0; x24 12y = 0.
y?4+8x—16=0; y?4 8x' = 0.
X =2xy+yt+ Mx+6y—21=0; ¢ 4+5v2x"=0.

Grupo 24, p. 169

(y=-3)2=12(x+4); x=—7;

(x=3)1=—8(y—3); y=5;

(x =41 = —8(y+1).

(x+14)2=—8y: (—4%, 0):
(x=3)2=4(4—-k)(y— k).
y = 3x? — 2x.
y?—x+2y=0.

y=3.
8.
10.
=52 =12(x+2); (—2, %);

y? - 20x —6y +9 = 0.
(1, 88); x=-=35;

y =5 12,

(=% —2): y=2; x=—14: 8.

25.
29.
30.

Wv+ax+2y~15=0.
g —dx —2y +1=0.
x?—~4y—4=0;

Grupo 25, p. 163

x—y4+1=0; x+y=-3=0; 2v72: 2V 2; 2.
x+2y=0; 2x—gyF15=0; 3V5; ¥V 6 ¥%.
2x—-y+3=0; x+2y+4=0; %V5;

x+tyt+2=0
x+3y—~2=0.
x =2y — 1 =0,
x+2y—-3=0; 3x—2y+15 =0.
x+2y—9=0; Ix—=2y+5=0.

14.
1s5.
16.
17.
30.

36°2.

V3, 4 2.

a) R<8: b) kh=8;

30°58':
63°26¢/.
y = 4.

71° 3¢,

x? 4 8y—16 = 0.

¢) k > 8.
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10.

11.

16.
18.
19.

10.

11.

12,

13.

24,

25.

26.

27.

o

Pl

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Grupo 26, p. 171

Valor min. = 3 para x = — 2, 5. x> Y x< -3,
Valotr max. = 1 para x = 4 6. Para todos los valores de x ex-
' ‘ cepto 4.
Valor min. = 0 para x =3, 7. Para ningtn valor de x.
Positivo, cuvando x <1 y x > 4; negativo, cuando |1 < x < 4: cero,
coando x = |, 4; min. = — % cuando x = %,

Positivo, cuando — 3 < x < /4 : negativo, cuando x < -3 y x> )3
cero, cuando x = — 3, Y ; mix. = 4% cvando x = — .

Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x = 2;
min. = 0 para x = 2.

ax3+4dax +4a+4. a<O. 20. Cuadrado de 5 ¢cm de lado.

Cada cateto mide 7 ecm. 21. Y5,

4, 4.
Grupo 27, p. 178

Vértices (0, 3), (0, —3); focos(0, v5), (0, —V/5);2a=6, 26 =4;
e= -\—/: longitud de! lado recto = %.

Viértices (3. 0), (=3, 0); focos(v/5, 0), (=v/3. 0);2a=6, 2b=4;
e = \/T?; longitud del lado recto = &;.

Vértices (5, 0), (~ 5, 0); focos (3, 0), (—3,0); 2a=10, 26 = 8;
e = 3 longitud del lado recto = 33,

=1 4. D48y .-?_Q.
X2, Xyt

20+36 1. 15. Bpdal

X2 Lo x L e

S+ L= 16. 48

2 2

i;a+§—7=-l. 21, 6%, 14,

257 + 16y3 — 150x — 160y + 225 = 0; 7_24.'2';2 1.

7x3 + 16y? — 14x + 32y — 89 = 0: £+L= L.

4x3 4 g9 — 16x — 4y + 4 = 0; .ﬁ+__=1
4x1 43yt = 48, 28, x4 4yt = 0.
Grupo 28, p. 184
~_(x_;‘1)_’+ﬁ'_;”_’-1; focos (5. 1), (3, 1): 2a=6, 2b=4V7;

longitud del lado recto = 1%.

LT WEDT .
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13.
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25.
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("‘5)’+(V‘;""=1; focos (+vV7 —6), (5~+7 —6);

16
e=Y7
-
(x 1‘6”'4_ (v ;s’)’=‘1; vértices 3, 10), (3. 0); e = %.
(x+22 , (gD _..  _ V15, (- = _
s + 5 ;o= focos (—2+415, ~1),
(-2-vT15, —-1).

(xl—(>2),+ (947'4)'=l; e=134: 2b =2\/7,‘ longitud del lado rec-

to = 7%,

"‘:”’4. ‘v“;”’=1: centro (3, —2); vértices (5, ~2), (1, —2);

focos (3+ V3, —2), 3—=+3, =2); 2a=4, 2b=2: longitud

del lado recto =1; e = -%-—3.

(x-g4)’+ (y-;l)'_l; centro (—4, 1); vértices (—1, 1), (-7, 1)
focos (—4+ V35, 1), (-4—+/5,1); 2a=6, 2b = 4; longitud
del 1ado recto = 83; e = 3/3—5-

§+£L%ilf= I; centro (0. 1); vértices (0, 4), (0. - 2); focos

0, 14+v5), (0.1 ~+73): 2a =6, 2b =4; longitud del lado
.\/
3

recto w= 84;: ¢ = .L ",

|

x34+4y?242x - 24y + 33 =0. 26. 3x244y?—24x ~ 16y +52=0.
dx? 4 9y2 — j6x — 18y — 11 = 0. 27. x?2+4+4y?44x+16y+4=0.
3x? + 4y? + 6x — 8y — 5 =0; 28. 4x?4 y2—24x —2y+28=0.
16x34+12y% 4+ 18x —24y —15=0. 29. 4x?+ y? — U4x = 0.

3, 3. 30. 100x? 4 84y3 — 163y — 441 = 0;
x+2y—-9=0. 36x2 + 20y3 — 40y — 25 = 0.

Grupo 29, p. 188

x—3y—=5=0; 3x+2—-1=0; WBVI3; %.\/ﬁ} I, %
x5y —23=0; Sx=9y—=1=0; % VI06; %VI06; %; %.

10x -5y —4+/15=0; 10x~5y+4V 15 =0.

x=y—1=0; 3x—=3y+13=0,

x+y—2=0; 9¢ =191y —218 = (.

A)—7< k<% b) kR==—7 % o) R< =7, k> %

68°12', 20. (1, 1), (~13%), 2%). 22, 3x+2y—2=0.
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10.

11.

12.

13.

17.

18.

23,

16,

GEOMETRIA ANALITICA PLANA
Grupo 30, p. 196

Veértices (2, 0), (—2, 0): focos (v/13. 0), (—+/13, 0); la=4,

b =6 e= —“2”; longitud del lado recto = 9.

Véstices (3, 0), (—3. 0): focos (V13,0), (—+/T13,0); 2a=6,
26 =4; e= \/—313-: longitud del lado recto = 84.

Vértices (0, 2) (0. —2); focos (0, V13), (0, —13): 2a=4,
26 =6; e= l/z—ﬁ; longitud del lado recto = 9.

xX_v_) =3, 9, X291,
T3 T T
7247 — 9x? = 200; 50 15, y? —3x1 =1
y? — 9%t =200 .y x? = 1.
x’ y! —
—Q-_Tal: e=2. 16. 4x3 — 5y = 16,
¥  _ 22 1. focos (0, 6), (0, —6)
5x3 — dy? + d40x + 24y + 4 = 0; "T"-!s'_’=1.
5x3 — dy? ~30x + 32y — 39 = 0; T’LVT”=1
5, 13, 24, 3x% — y? =127 25. 4x3 — y?* = 36,

Grupo 81, p. 202

=V =0, 2x+V3y=0. 7. 4y -7x3=8.

3.2, (=% D. 8. 4.

2x? —9y? =9, 14. xy = 5.

Veértices (0, 3), (0, —3): focos (0, vV13), (0. —V13); e= y}-‘

l

-

Grupo 32, p. 208

("‘4”’_ ‘9“5”’-1: focos (4, 3), {~2. 3):2a=4: 2b=2V3;
longitud del lado recto = §.

(vtl)’ - (H}‘”’- 5 focos (=2, — 14+2v/3), (=2, —1-2v/3) ;
e=3V3. -

C(x—=2)? (94;27’,1; =4I e= .

4.
(y-i;s)’ - ';4)’ = |; longitud del lado recto =5; e=3%.
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L;_..(i*%)’-l; focos (—3, V13), (=3, —vT); e=‘/2'3.

(= _92)’— (y _12)’ = 1; centro (2, 2); vértices (5,2), (=1, 2):

focos 2+ V10, 2), (2—+T0, 2); 2a =6; 2b =2; longitud del
V10

lado recto = %¢; ¢ = ; asintotas: x+3y—8=0, x-3y+4=0,

3

(y ';2)’ - (x*‘;“)’ = 1; centro (—4, 2); vértices (—4, 4), (—4, 0):

focos (—4, 24+V13), (4, 2=+13); 2a =4: 2b = 6; longi-
_ Vi3
==

tud del lado recto = 9; ¢

2x =3y +14=0. .
Dos rectas que se cortan; x +2y — | = 0, x —2y — 1 =0,

VT’ - M = 1; centro (—5, 0); vértices (— 5, v/3), (-5, =v3);

focos (—5, 2), (=5, —2); 20=24/3; 2b = 2; longitud del lado
recto =234V 3;e=3%+V3; asiatotas: Vix+y+5vV3i=0,
Vix—y+5VIimo.

asintotas: 2x+3y+2 =0,

36°52/, 23. 3x¥— y*+20x -2y + 11 = 0.
4x? — y?—8x +2y ~8=0. 24, 3x*— gyt —16x+16 =0,
x3 - 8y? —6x—22y+4=0, Ix2 — y? —8x =0,

Grupo 33, p. 208
Ix—y—-2=0, x+3y—-4=0, l/.}-!ﬂ V10, %, 3.

Sx—8y —4=0, 8x+5y—4 =0 %V M g s

4
15¢x ~8y —22 =0, 8x+ 15y —31 =0, %5 174 8{5 134.
x—y+1=0, x-y—~1=0. 1l0. m=*#.
23°2%, 23. 6x+8y+3=0.
Grupo 34, p. 219
x'% — 4y"3 = 4, 10. Ningin lugar geométrico.
y'/® — 4x/ = (., 12. Dos rectas paralelas.
Dos rectas que se cortan. 14. x'"3 4 2y"% =7,

Paunto. 15. Una recta,
Grupo 35, p. 225

4x? —4xy + y* —4x — 8y —4=0.
8x3 + 4xy + Sy? — 18x + 30y + 45 = 0.
3x3 — 12xy — 13y* — 18x + 6y +72 = 0,
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7x? — bxy + 15y% — 14x + 102y + 151 = 0,
(=% -3, 8. (-2 —n1).
12. (2, 0), 2x~9=0; (—2,0), 2x +9=0.
13. (5,0), 5x~9=0; (—5,0), 5x+9=0.
14. (0,2), 2y—-5=0; (0. —2), 2y+5=0.
15. (0, 3), 3y —7=0; (0, —3), 3y+7=0.
6. (=3, 1), 4x—=29=0; (5, 1), 4x+21 =0.

Grupo 36, p. 231

1. 2x+y—4=0 x-—-2y+3=0.
L 3x—y=2=0, x—-3y+22=0.
3. Ix—=2y—-5=0, 7x—6yg—21=0.

4, 3x—y—-2=0; x+3y—4=0; ‘/'O; /10, 4: 3.

3
. x+y—~1=0, 3x43y4+1=0. 13. x2+4+xy—y?+2x—3y+5=20.
6. 29°45/; 47°29. 14, x2+y?+2x—2y—23 =0,

15. x?42xy+y3+3x—2y=4; 169x3 4 26xy + y? + 27x — 146y = 196.
16. x2+ xy+y?—=2x—y=0.

18. 9x3 4+ 33xy +9y? —8x+22y -1=0,

19. 4x? — 17xy — 10y? — 24x 437y + 10 = 0O,

21, 4x? +4xy 4 y2 4+ 12x 420y +8 =0,
4x2 — 4xy + y? — 12x — 20y ~ 16 = 0.
22. 2x% —4xy+ 2y —x+3y—5=0,
2x3 4 12xy + 18y% + 23x — 5y — 13 = 0.
27. 3x% +4y? =48, 3x? — y? =3,

Grupo 37, p. 243

s (vie 3. (Vie 2). (vie ). (v %)
6. (1, 120°), (1, 240°). ' 8. Circunferencia: r = 2.

9. Linearecta: 6= %

10. Pi(—% V2 —%V72), Pa(V3. 1), Ps(% V3, —3), Pa(-3.3).
1. (V13, 123°4r), (V13, 320°19).

12, r= =12, 16. r3cos20 = 4.

19, 2t242rcos @ —6rsen 043 =0. 17. r = 2 gen 6.

15. 60 = arctg2. 18. r%sen 26 = 4,
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.= 2 . 25, 3x34-4y? —4x —~4 =0,
1—sen o 27, y® = 4x5,

r cos (0 —w)=p. . = y? +8x—16=0,

x2 4 y? =4y =0, 29. (x4 y?42x)? = 4(x? 4 y?).

yz_.gx_.]6=0.ﬂ : 30. (xz+yz)z=4(xz_yz).

Grupo 39, p. 252

(-5 (2 )

(2. ;) (2. i;‘) 5. (V6 35°10), (V6 324°4%).
(3, %) (3, 5_;‘) 6. 3/53 .;E) Polo.
Gve3) (vi i) v

) (%) (G B (¢ )
' ’ 3) 3" 3 ) 3, 3 )
)' 0.347, 159°4). 15 7.19.
23, 0,960.

6,46. ‘ 24, 2,3.

0—."_)=4.
FCDS( 3

rcos (§ — w) =1, en donde ® = arctg (— %5) estd en el segundo cua-
drante.

Grupo 40, p. 259

rcos (0 — ) =2, en donde @ = arctg (34) esti en el primer cuadrante,

rcos 0= —3, 10, rsen 8 = 2.

2r sen (-2;—0)+\/_ir sen (0—%) =4\/7sen-51i;.

r’—ercos(-}I"— )+2o=0.

2 — 6r cos‘(%—0)+b‘\/7-—4=0.

Centro (2, 0), radio =2. 22. Centro (2. —2—). radio = 3.
Centto(l, %). radio = 2. 23. Centro (l. —27“) radio = 2,
r=~2cosd; centro (1, ), radio =1,

Lehmann. — 81.
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25.

31.

32.

10.
11.
12.
18.
19.

14.

15.
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r=cosf 4 sen 6; centro (-—‘%, %), radio = —‘12_1

Paribola; vértice (%. x); longitud del lado recto = 5; ecuacién rectan-
gular: 4y? — 20x — 25 = 0.

N 3 3w\, . 3 = 3TN, 5 oal
Elipse; centro T 3) vértices (T' —z-). (3. T) 2a = %i:

2b = 3/2; longitud del lado recto =4: ecuacién rectangolar:
Ox3 4 8y*+ 12y — 36 =0,

Hipérbola: centro (1. 0) ; vértices (4. 0), (—=3%. n): 2a=1: 26=V3;
longitud del lado recto=3; ecuacidn rectangular: 12x2—442-24x 49 = 0.

Viértice (%, x): directriz: rcos 8 = — p.

Grupo 41, p. 263

Espiral de Arquimedes, r = kg.

Espiral hiperbélica o reciproca, ré = k.
Espiral parabélica, r* = Ro.

Espiral logaritmica o equiangular, log r = k0.

Lituas, r?0 = k. 7. Cireunferencia, r = g cos 0.
. x3 8. Circunferencia, r = $3gcos 9.
= .
v 2a — x 9. Circunferencia, r = 3§ g cos 0.

Rosa de cuatro hojas, r = g sen 20.

r = 2a cos? 4. 17. r = 2gsen 8 4 k.
r = 2asen? @.

Circunferencia, r = 2a(cos 04 sen 0).

r = 2a cos 0 4 a sen 26. 21. Cardioide.
r=2acos0(l 4 cor ).

Grupo 42, p. 269

b2 x2 4 aty? = a?b3. 17. x% 4 y¥% = gk,
LR 20. x% 4 y¥ = g%,
a b 21, x? 4 y? = qt.
b2x? — q®y? = a?b?. 25. 20x2 — 4xy + 13¢y* = 256.
xy = 6. 28. x3+4 y? —3daxy =0,
x? =2y + 4. 29, x?y? 4 b2x? = g%yt
(x =) 4 y? =4, 3. 2t x—1=0.
(x—z)’+(y+3)’=| 33. 2x¥4y—~1=0.

9 4 35. xy? —x+2y =0.
(x+D? _ (y-2)2 _ | 38. 4x*—3x+y=0.

4 1



