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Posicion relativa entre Rectas y Planos

Diapositivas realizadas por
Efrén Giraldo T. MSc.,

Su unico objetivo es facilitar el estudio.
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Posiciones relativas entre rectas y planos

Recta y plano perpendiculares: Recta y plano son Recta contenida La recta intercepta al plano
Un punto en comun paralelos. Ningun en el plano. Todos cuando no es paralela:
punto comln los puntos de la tienen un punto coman.

recta son comunes

no
1 gttt al plano
e
—-—

5

S

—//
:
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1. Conceptos basicos

Para estudiar la posicion relativa entre una recta y un plano, se compara el
vector director de la recta con el vector normal del plano.

En este caso, es al contrario de como se vio entre rectas v como es entre planos:

Si los respectivos vectores son paralelos, la recta y el plano son perpendiculares.

Si los vectores son perpendiculares, la recta y el plano son paralelos.

9/30/2019



Norma importante

Se debe distinguir muy bien la posicion de los vectores entre si de
la posicion entre “la rectay el plano”.

Se comparan vectores entre si y luego se toma la decision para la
pocicion entre la recta y el plano.

Si no tiene clara esta diferencia, se termina en una gran confusion.
Es indispensable ayudarse con los dibujos respectivos.




Se comienza analizando la posicion entre los vectores, y se
termina con la posicion entre la recta y el plano (contrarios).

[ Posicion entre los vectores }

{

4 )
Posicion entre la recta y el plano

(Contrarios)
\_ /
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Las preguntas para identificar la posicion entre una recta y un plano.
Vamos hacer un analisis de un gjercicio
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Ejercicio 1

Dados el plano TT: —x+2y—4z=2

Y la recta l: — —

Determinar la posicion entre la recta y el plano
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TC: —x+2y—4z=2 — N<_1;2;_4>

En la ecuacion de la recta se estandariza el término en y mulitiplacando por — el numerador y denominador:

Vetor director de la recta | v



1. ¢ Seran perpendiculares los vectores

Vew

v( 2 -3-1)
N<_1) 2; _4>

vector normal al pla
Dibujo
 QarA : 5 CNA L oo (SE cumple? ST 5
¢Seran perpendiculares los vectores? ¢ Cual es la condicion”? e ¢ Qué implica entre la recta y el plano”

vy N1 =

—2—-6+4=—4%0 _
(contrarios)

vil Ny 2 Vi.N1=0 y;UN; . [} aTm.



, v ( 21 _3; -1 )
2. ¢Seran paralelos los vectores?  y(_1 2 _a)

[
N

T
;Seran paralelos los vectores? ~ ¢Cual es la condicion? i LB pes G 1 Gy el et
No se cumple Contrarios
v1 Il N{? V1 XN =0 v XN #0
; , [ j\an
2L £ L 2 =
-1 2 —4 -1 2 —4



— 3. Recta coincidente o que pertenece a un plano,
debe cumplir que:

[ ) /l*t/

1. Larectaes paralelaal plano:v.N =0

2. Las coordenadas de un punto de la recta se llevan a la ecuacion del plano, si da una
Igualdad, el punto pertenece al plano y a la recta, y por tanto la recta y el plano son
coincidentes.

9/30/2019 13



Ejercicio 2

Probar que el plano y la recta son paralelosy también coincidentes.

Dadoelplano m: 2x —y —2z=0

x =1+4« e &
Ylarectal: y =0+ 4« v
x =14+2«

Probar que la recta es coincidente o que pertenece al plano

9/30/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Segundo: cualquier punto de la recta debe satisfacer la ecuacion del plano

)/30/2019

Primero: debe ser paralela.

Obtenemos los respectivos vectores:

\ector normal al plano

2x—y —2z=0 —N(2,—-1,—-2)

x =144\
y =0 +|4|x
x =14+\Jx

—_—)

—

Punto de larecta

Py(1,0,1)
v(4, 4,2)

_\ector director de la recta

15



N(2, —1, —2)
vi{4, 4, 2) A

[ v
/ l

N(2, -1, —2)
vi{4, 4, 2)

¢ Seran perpendiculares los vectores? ¢, Cual es la condicion? Se cumple?  ;Qué implica entre la recta y el plano?
Se cumple
vl N ? V1.N;=0 T
~* Larecta es paralela al plano
V1.Nj=0=8—-4—4=0

Segundo, cualquier punto de la recta debe satisfacer la ecuacion del plano: si da una igualdad al reemplazGar
las coordenadas del punto en la ecuacion del plano.



fx =]14+4x

En la ecuacion parametrica de larecta a0y = 0+ 4«
x =142
Un punto de la recta es Py (1 0 1)

Y se reemplaza en la ecuacion delplano:

2x —y —2z=0

Debe dar una igualdad 2(1) —0 — 2(1) —2_2=0
0=0

Como dio una igualdad, el punto de la recta pertenece también al plano; la recta es coincidente o pertenece al plano



Recta secante o que intercepta a un Plano:
La recta no es paralela al plano:
por tanto debe cumplir que los vectores no sean perpendiculares:

Cotoro |
/
/7

Deben tener un punto en comun.

> , 183
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Ejercicio 3
¢ Es la recta secante al plano ? —v.N #0

m: -x+2y-4z=2 — vector normal:N(—1, 2, —4)

x—3_y—-2__z—4 v (2,—3,—1)

Llevo la ecuacion simétrica a paramétrica x =3+2«
y =2—3
Z =4—

N(-1, 2,—4)
v 2, =3,-1)



¢ Seran perpendiculares los vectores? ¢ Cudl es la condicion? Nosscumple C e entre afecay elpianc
No se cumple la recta l\\l\ﬂ

v< 2; _31 _1)
N.v=-2—-6+4= —4#0
N.v #0 la recta I intercepta al plano .




/ / /'Z:) [N1.U1 == O}

Si la recta intercepta el plano tienen un punto en comun.

Elabord MSc. Efrén Giraldo T
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Ejercicio 4

Hallar el Punto de interseccion entre la rectay el plano

T: -Xx+2y-4z=2

x Y z

X _3+2x h f l | f . \ I-—'—-
y=2—3x — T x 2y - 4z=2 =) 2—(3;+22 o) + 2(2—3 o¢) —4(4—0C)=2
% -X+2y-4z=

Paramétricas de la re-cta - Implicita del plano

z =4— of-m
— —3—2a+4—6a —16 +4a =2

—4a —15=2 =

Se reemplaza a en la paramétrica

Po(-5.5, 14.75, 8.25)

Elabord MSc. Efrén Giraldo T



Mas explicado

Se reemplaza = —4.25
en las parameétricas

x =3+2(—425)=3 —85 = — —55

y =2-3(—425) =2+1275= —| 1475} P,(-5.5, 14.75, 8.25)
7= 4—(—425) =4+425)= — 825

_________

Po(-5.5, 14.75, 8.25) es el punto de interseccion de la recta y el plano

Elabord MSc. Efrén Giraldo T
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5. Hallar las coordenadas del punto de interseccion Po(xo, Yo, Vo)
de la recta con un plano.
1. La recta debe estar en forma paramétricay el plano en forma implicita: ax+ by +cz=d

2. Se sustituyen las ecuaciones parameétricas de la recta en la ecuacion implicita del
plano. Resultan una ecuacion solo con el parametro a.

3. Despejar el valor del parametro a. Reemplazo el valor de a, en las ecuaciones
paramétricas originales de la recta y hallo (xo, yo, yo) las coordenadas del punto.

9/30/2019
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Ejercicio 5

6. A partir de la ecuacion implicita del plano hallar la ecuacion paramétrica.

TT: x—2y +3z—2=0

9/30/2019 Elaboré MSc. Efrén Giraldo T. 25



mx—2y +3z—2=10

Se despejala x X = Zy —3z+ 2 (1)
Se hace lay iguala (X y=« (2)
Se hace lazigual a f AES IB (3)

Se reemplazan los valores de y, y de x en (1)

Estandarizo

26



Entonces se tienen las ecuaciones (4), (2), (3) como ecuaciones paramétricas del plano:

@ x=242a=f (" y_ 2i2a-p ( x= Zh R
7 @ y=a F y= 0+ a+ 08 |—= y = |0+ 1lja HO
Estandarizo ﬂ
@ z=p z= 0+ 0a+ f
| Z= |0l HOaH1
De donde: Py(2,0,0)
171(2,1,0)
v21,0,1)
27
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-

MFORTAVTE 7. Comprobar que un Punto pertenece o no a un plano
-

Un punto pertenece a un plano cuando cumple su ecuacion:
las coordenadas del punto se remplazan en la ecuacion del plano.

Si1 da una igualdad el punto pertenece al plano.

Si da una desigualdad, el punto no pertenece al plano.

9/30/2019
Elaboroa MSc. Efrén Giraldo T.
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Ejercicio # 6
m 3x+5y—3z—-5=0

¢El punto (1,1,1) pertenecera al plano?

3(1) +5(1) —3(1) -5

3+5—-3-5=0

El punto (1,1,1) pertenecera al plano

9/30/2019
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Ejercicio # 7

m 3x—4y—3z—5=0

X y z

¢El punto (1,2,3) pertenecera al plano?
3(1) —4(2) —3(3) —5=0
3—-8—-9-5=-19 —19 #0

El punto (1,2,3) no pertenece al plano

9/30/2019
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8. Hallar un punto de un plano a partir de la ecuacion implicita
Ejercicio # 8
3x —4y—3z—-—5=0
Hay tres incognitas: (x, vy, z), se requiere suponer dos y despejar la incognita restante

Se dan valores arbitrariosax ey | y = 1] y = 2
3(1) —4(2)—3z—5=0
3—8—-5—-3z=0

—10—-3z=0
—10 = 3z

10 P(1, 2,-3.3)

9/30/2019 3 ' 31



9. Angulo entre recta y plano

El angulo entre una recta y un plano es el angulo complementario menor (lo que le falta
para llegar a 90°) que forman el vector director de la recta y el vector normal del plano.

N (a,b, c

a =sen
9/30/2019 |v1]|N|


https://ekuatio.com/lesson/angulos-tipos-de-angulos-y-como-medir-angulos/

Ejercicio 9: punto y plano

El punto Q(1, 4, —2) no pertenece a ese plano planon  x +4y+ 2z =7 , ya que

1+4-4+2-(-2)

13 £ 7
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Ejercicio 10: punto y plano

Si se tiene el escalar d general (sin un valor concreto) en la ecuacion del plano = :
T X—y+2z+d=0

Para que el punto P(-1, 3, 4) pertenezcaal planonr x — y + 2z + d =0
es necesario que se cumpla:

-1-3+2-4+d=0
-4 +8 +d=0

d=-4.

9/30/2019 34



Ejercicio 11. Ejercicio completo

Dados el plano 7T —X + Zy — 47z =72 N(—1,2, —4)

Y la recta l:

X3 _ 27y _ Z7%  y2,-3,-1)

Determinar si:

LW PN -

4

. La recta es perpendicular al plano
. La recta es paralela al plano
. La recta es coincidente (esta contenida en el plano).

_a recta intercepta al plano.

5. St lo intercepta, hallar el punto de interseccion.
9/30/2019
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m: —x+2y—4z=2 — vector normal:N-1,2,-4)

En la ecuacion de la recta se estandariza el término en y mulitiplacando por — el numerador y denominador:

x—3 _y—2 _z—4
2 —3 —1
Vetor director de la recta [
v(2,—3,—1)
N<_112; _4 )

9/30/2019 Elaboréa MSc. Efrén Giraldo T. 36



’ - v (21 _3} -1 )
1. ;Seran perpendiculares los vectores? y(_; 2 -g)

al al pla

Seran perpendiculares los vectores?  ¢Cudl es la condicion?  ¢Se cumple? ¢Que implica entre la recta y el plano?
No se cumple (contrarios)
v L N{? Ni.v1=0 Nyavy % 0 Larectal noes| a 7.

Nivi=—-2—-64+4=—4+0 .
lo intersecta en un punto



¢ Seran paralelos los vectores?

v1 Il N1 ?

2. ¢ Seran paralelos los vectores? v(2,-3,-1)

l N<_1I 2; _4>
N
I\
T
, . ¢Se cumple? ¢ Que implica entre la recta y el plano?
: ?
¢, Cual es la condicion” No se cumple Contrarios
B |
== - == [ no es perpendicular an

38



3. Como la recta no es paralela al plano, tampoco es coincidente

Mj@X

9/30/2019
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4. ¢ La recta intercepta el plano?

/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

Como la recta no es paralela al plano, entonces, lo intersecta en un punto.
Para hallar el punto donde la recta corta el plano necesitamos pasar de ecuacion
simetrica a parameétrica, esto es:




2 —3 —1
Ecuacion paramétrica recta Ecuacion implicita del plano
\
X =X9 +x1X X =3+ 2
Yy =Yoot Yi1& -y =2 -3 T —x+ 2y —4z=2
Z =Zo+ 21X Z =4 —

Se reemplaza la x de las parameétricas en la x de la ecuacion del plano, lo mismo con lay, y con laz:

X V4 Z

, \ —
—(34 2 %) + 2(2-3 &) — 4(4—cx)=2

9/30/2019 41
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—3—-2X+4—-6xXx—164+4x=2
—34+4—-16 -2 X —6 X +4xx=2
— 15 — 4o =2
— 4x =17

x=—=_425
4

Elaborda MSc. Efrén Giraldo T.
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Al reemplazar el valor de a en las ecuaciones paramétricas, se obtienen las coordenadas del punto de interseccion.

_ ’ ’

x__zgjs’zzcc x =3+2(-425)=3 -85 =-— =55

YZ—_ o y =2—3(—4.25) =2+412.75= — 14.75
- z=4—(—425) =4+425= — 8.25

P()(xo, Y0, y()) — Po(-5.5, 14.75, 825)

Py es el punto de interseccion de la recta y el plano

9/30/2019 43
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L. !
Ejercicio 12 / ~ /

T 2x—3y4+z+1=0

Dados el plano

y la ecuacion de la recta [ en la forma:
[ (x,y,2)=(0,1,3)+ a(1,0,1)

Hallar el punto de interseccion conociendo que la recta y el
plano no son paralelos (demuestre inicialmente esto).

Elaborda MSc. Efrén Giraldo T. 44



l: (x,v,2z)=(0,1,3)+ a(1,0,1)
I 1

PO(XO, Y0, 20) + a(.X1, Y1,Z1)

(0,1,3) son las coordenadas de un punto de la recta.
(1,0,1) son las coordenadas del vector director de la recta.

Por tanto, podemos escribir las ecuaciones parametricas de la recta
Paramétrica recta

X =Xxg +x1X x=0+1«x X = oC
y=Y0+ty1i®x —— y=14+0x — y=1
Z=Zo T 21X 7= 3+ 1 z= 3+

45



Se reemplazan las ecuaciones parameétricas

en la ecuacion del plano

X =
y:
z= 3+ <X
m2x —3y —2Z +1=0

2c—3(1)+ B+ x)+1=0
2 x—3+3+o+1=0

3x+1=0

x=—1 = -033

3

46



El valor de «x=—0.33

se reemplaza en las ecuaciones paramétricas:

X =
y=1
7= 3+

/

l/
.
%
/

"4—0.33, 67) x=-0.33

y=1

z= 34+1(-0.33)
z= 3-0.33

7= 2.67

Py(—0.33,1,2.67)

Que son las coordenadas del punto de interseccion de la recta y el plano.

47



Dados el plano

y larecta

9/30/2019

Ejercicio 13

m:2x—3y+z+1=0

l:(x,y,2)=(1,2,-1) + a(3,2,1)

Po(x0, Yo, zoy + v1(x1, Y1, 21y

Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta y el plano

Elaboré MSc. Efrén Giraldo T.
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N2, —3, 1)

m:2x—3y+z+1=0

l: (x,v,z)=(0,1,-1)+ a(3,2,1)

Po(x0,y0, 20y av1(3,2,0)
X =Xx9 +XxX1X x = 0+ 3x
y=Yyot+ty1Xx — y= 142 —
Z=zy T 21X z=—1+1x

Elaborda MSc. Efrén Giraldo T.

X = 3K
y= 1+2x
z=——1+4+

49



Los valores de x, y,z

se llevan a la ecuacion del plano

9236/2018

x = 3X
y =1+ 2«
z=—1+

T 2x—3y+z+1=0

2(Bx)—3(1+2x)+(-1+X)+1=0
6xX —3 — 6 — 1+ x+1=0
-3+ x=0

x=3

50



El valor de x=3

se lleva a las paramétricas x = 3
y=1+2x
z =—1
x =3(3)=9
y=1+2(3)=7
z =—1
Po(9,7,—1)

Las coordenadas del punto de interseccion de la recta y el plano

51



Ejercicio 14

Dado el plano m:2x—3y+z+1=0 N@, —3,1)

y la recta: l: (x,v,z) = (5,0,0)+a(0,1,3)

Po(x0,y0, 20y  v1(x1, y1,21)

Probar que la recta [ no intercepta al plano 7.

9/30/2019
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Ejercicio 15

A partir de la ecuacion implicita del plano hallar la ecuacion paramétrica

TT: x—2y +z—1=0

Elaboré MSc. Efrén Giraldo T.
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m:x—2y +z—1=0

Se despejala x X = Zy —z+1 (1)
Se hace lay iguala (X y=0« (2)
Se hace lazigual a P Z = ,B (3)

Se reemplazan los valores de y, y de x en (1)

xX= 20a—p+1 @

9/30/2019
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Entonces se tienen las ecuaciones (4), (2), (3) como ecuaciones paramétricas del plano:

De donde.

x:
y=a«a
z=p

Py(1,0,0)
U1<2,1,0>
v2(—1,0,1)

x= 14+2a-p
y=0+a+0p

z= 0+ O0a+p

55



Ejerciclo 16
Hallar la ecuacion analitica del plano que pasa por el puntoP; (2,0,1) y contiene la recta cuya ecuacion es:

l_x—l_y+3_ Z

2 1 —1

Como la recta esta en el plano, cualquier punto de la recta es del plano. y

el vector director de la recta tambien es del plano.
9/30/2019 56



l_x—l_y+3= Z

) 1 —1 _ 1(2,1,—1) es vector director de [

Tenemos dos puntos del plano: P; (2,0,1) y P»(1,-3,0), con ellos obtenemos el vector P1P;:  P;P,1, —3,—1 )

Como la recta esta en el plano, el vector director de la recta v(2,1, —1) también esta en el plano. Con los dos
vectores, se halla el producto cruz y se obtiene el vector N normal al plano:

PP —1,—3,—1) X X 2,1,—1)= 4i—3j + 5k =N@&, —3,5)

Con el punto P1(2,0,1) y el vector N(4,—3,5) se halla la ecuacion analitica: 4(x —2) —3(y—0)+5(z—1) =0



Ejercicio 17

Hallar la ecuacion de la recta [ que pasa por el punto Py (1,0,0) v es perpendicular
al planom:x—y—z+2=0

1 PO (1,0,0)

[ perpendicular al plano o

mx/y—z+2=0

9/30/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo T. 58



¢ Po(1,0,0)

[ perpendicular al plano

vector normal

vdirector
1 7

=

—
mx—y—z+2=0 = nNL-1-1)

De la grafica se observa que el vector normal N, y el vector director son paralelos.
Por tanto el vector normal N, sirve de vector director de la recta, y como se conoce
un punto de la recta, se tienen todos los elementos para la ecuacion de larecta.

9/30/2019 Elaboré MSc. Efrén Giraldo T. 59



Py(@,0,0)

N{,—-1,-1)

9/30/2019
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