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17. Vx(x — V)
19, (3t — 2)(7r = 5)
21 (x+ 2¥)(3x — ¥)

18. x*3(Vx — 1/vk)
20. (4x — 1)(3x + 7)
22. (4x — 3y)(2x + 5y)

23. (1 - 2y)° 24, (3x + 4)
1 2
28, (2x* + 3y)* 26. (.r: + E)

27. (2x—5¥xi—-x+1)
29, (x* = a®)(x* + a?)

3L (v" = %)(v& + %)

32 (VR +1+1)VE+1-1)

33 (1 +a')

M. (1-2)

35, (x*+x=-1)(2x* = x+ 2)

36, (3¢ + x* = 2)(x* + 2x = 1)

3T, (1 + 21 = £ 38, (1 - b)(1 + b)Y

39. (3x%y + Txy?)(xy’ — 2y%) 40, (x'y — y')(x? + 1y + 3Y)
42, (x* —y+ 2)x? + y — 1)

8. (1 + 20— 3x+ 1)
3. (x'2 + y ("7 - y'i1)

dl (x+y+z)}{x—y—12)

4348 ® Obtenga el factor comiin.

43, -2x* + 16x 4. x* + ax® - 1407

45, vy — 6) + 9y — 6) 46. (z + 2)* = 5(z + 2)
47. 2x’y = 6y + 3xy 48, —Tx'y? + ldxy® + 21xy*

49-54 ® Factorice el trinomio.
49, *+2x-3 50, x*? —6x+ 5

51. 8x® — ldx — 15 82, 6y + 11y — 21

53 (Bx+ 2 +8(3x+2)+ 12

54, 2(a + b)* + 5(a + b) = 3

55-60 ® Aplique una férmula de factorizacion especial para
factorizar la expresion.
55. 9a* — 16

57, 27x* + 3

59, x*+ 12x + 36

56. (x + 3) — 4
58. 85 — 125/
60, 162 — 24z + 9

61-66 ® Factorice la expresion agrupando términos.

62, I’ — ¥+ 6x—2
64, —9x% — 3+ 3x + 1
66, x* + xt+ x4+ 1

6l. * +4x*+x+ 4
63 2x* +xl—6x— 13

65. X’ +xi+x+1

67-70 ® Factorice totalmente la expresidn. Empiece por facto-
rizar la potencia més baja de cada factor comin.

67. x37 — xR 68, x4 25712 4 4R
69. (x* + 1)"2 + 2(x* + 1)'2
70. 2x'A(x = 237 = 554 (x — 2)713

T1-100 ® Factorice totalmente las expresiones.

71 12x* + 18x 72. Sab - Babc
73. x’-2x—8 4. y* -8y + 15
75. 2x* + 5x + 3 76. 9x? — 36x — 45
71. 6x’ — S5x — 6 78. r’ — 6rs + 95
79. 255* — 10sr + ¢* 80. x’ — 36

81. 4x* — 25 82. 49 — 4y*

83 (a+ b)Y — (a— b)Y

(1 -(-2)

85. x}(x? -1} —-9(x*—1) 86. (a* - 1)b* — 4(a* - 1)
87. 8x* + 125 88. x" + 64

89, * — &' 90, 274 — b

91 x* + 2x7 +x 92, 3x' — 27x

9. v -3yi—dy+12 9 ' +3xi-x-3
95. 2x* +dx’ +x + 2
97. (x — 1){x+ 20 = (x — 1)z + 2)
8. yi(y + 2 + ¥y + 2)*

9, (@ + 1P =Ta+1)+10

100. (a* + 2a)* - 2(a* + 2a) - 3

96. 3x* + Sx? — 6x - 10

101-104 ® Factorice completamente la expresion. (Este tipo
de expresidn surge en el cdlculo cuando se usa la “regla del
producto”.)
101 5(x* + 4)%(2x)(x — 2)* + (x? + 4)%(4)(x — 2)°
102 3(2x — 1P(2)x + 3" + (2x — 1) (I)x + 3)7'7
103, (x? +3)7'° — {2707 + 3)~°
104, 3x7"(3x + 4)'2 = §x'P(3x + 4)7'7
105. a) Demuestre que ab = i[(a + b)* — (a® + b%)].
b) Demuestre que (a® + b*)? — (a® — b?)* = 4a’p’,
¢) Demuestre que
(@* + b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)*
d) Factorice completamente: 4a’c® — (a® — b* + )%,

106. Compruebe las férmulas de factorizacidn especial 4 y 5 ex-
pandiendo sus segundos miembros.



Aplicaciones
107, Volumen de concreto Una alcantarilla estd construida

mediante cascarones cilindricos colados en concreto, segin
s¢ muestra en la figura. Aplique la férmula del volumen

de un cilindro que se encuentra en los forros interiores de
este libro y explique por qué el volumen del cascardn ci-
lindrico es

V= xR - wr’h
Factorice para demostrar que
V = 27 + radio promedio + altura * espesor

Utilice el esquema “desenrrollado™ para explicar por qué
tiene sentido desde el punto de vista geométrico.

108. Poda de un terreno  Cada semana se corta el pasto de

las orillas de un terreno cuadrado de un cierto estaciona-
miento. El resto del terreno permanece intacto para que
sirva como hdbitat de pdjaros y otros pequefios animales
{véase la figura). El terreno mide b pies por b pies y la
franja podada es de x pies de ancho.
{a) Explique por qué el drea de la parte podada es
b = (b = 2x)%.
(b) Factorice la expresion del inciso a) para demostrar que
¢l drea de la parte podada es también 4x(b — x).

Descubrimiento « Debate

109. Grados de sumas y productos de polinomios Forme

varios pares de polinomios, luego calcule la suma v el pro-
ducto de cada par, Con base en sus experimentos y obser-
vaciones, responda las siguientes preguntas,
a) ;Cémo es el grado del producto en relacién con los
grados de los polinomios originales?
b) ;Cémo es el grado de la suma en relacidn con el grado
de los polinomios originales?
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110. El poder de las férmulas algebraicas  Aplique la

111.

112

113

férmula de las diferencias de cuadrados para factorizar
17* = 16% Observe que es ficil de calcular mentalmente la
forma factorizada, pero es dificil de calcular la forma ori-
ginal de esta manera. Evalie cada expresion mentalmente:

a) 528° = 527° b)) 122 - 120° ) 1020° — 1010°
Ahora apligue la formula para productos especiales

(A + B)(A — B) = A* - B

para evaluar estos productos mentalmente:
d) 79.51 e) 998 - 1002

Diferencias de potencias pares
a) Factorice del todo las expresiones: A* — By A® — B®
b) Verifique que 18335 = 12° — 7"y que

2 868 335 = 12° - 7%,

¢) Use los resultados de los incisos a) y b) para factonizar
los enteros 18 335 y 2 868 335. Luego demuesire que
en ambas factorizaciones, todos los factores son
nimeros primos.

Factorizacion de A" — |  Verifique estas férmulas
expandiendo y simplificando el segundo miembro.

A-1=A-1)A+1)
A-l=A-1)A+A+1)
A=1l=A-1)A+A+A+1)

Use base en el patrén mostrado en esta lista, jcoémo piensa
que se factorizaria A* — 17 Verifique sus suposiciones. En
seguida generalice el patrén que observé para obtener una
formula con la cual se factorice A* — 1, donde n es un en-

Factorizacion de x* + ax® + b Algunas veces, un tri-

nomio de la forma x* + ax® + b puede factorizarse con fa-
cilidad. Por ejemplo, x* + 32 — 4 = (x® + 4)(x* = 1).

Pero x* + 3x* + 4 no se puede factorizar de esta manera,

sino que podemos usar el método siguiente.

i ra=(x"+4x?+4)-x* Suma y resta
de x*
= (x? + 2)? — x? Factorizacién del
cuadrado
= [(x2 + 2) — x][(x? + 2) + x] Diferencia de
cusdrados

={x'—x+2)x*+x+2)

Factorice las expresiones siguientes usando cualquier
método que sea adecuado.

) x*+xP-2

b) x*+2x*+9
¢) x*+4dx?+ 16
d) o+ 20+ 1
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Representacion grafica de una formula

PROYECTO PARA UN e s m formulas para productos especiales que se tratan en esta seccion
DESCUBRIMIENTO se pueden representar en forma geométrica, considerando el largo, el drea y el
volumen. Por ejemplo, la figura ilustra como se puede interpretar la formula del

cuadrado de un binomio mediante dreas de cuadrados y de rectingulos.

I
b | b ab
e |
fa+ b1 |
i i a at : ah
! |
a b a b

(@ + b)* = a® + 2ab + b?

En la figura, a y b representan longitudes, a”, b°, ab y (a + b)" representan
dreas. Los antiguos griegos siempre interpretaban las férmulas algebraicas en
términos de figuras geométricas como se hace aqui.

1. Explique c6mo la figura verifica la férmula a® — b* = (a + b)(a — b).

@ —|

b \_//
2. Encuentre una figura que compruebe la férmula (a — b)* = a® — 2ab + b

3. Explique como la figura siguiente verifica la férmula
(@ + &) = a* + 3a’ + 3ab® + b,

b

-

-fl":—
h'._-:ll |
M [ S T
| A A —— ¢ a
b a b

4. ;Es posible dibujar una figura geométrica que verifique la formula para
(a + b)*? Explique.
5. a) Efectie(a + b + c)*.

b} Trace una figura geométrica que verifique la férmula que encontré en el
INciso a).
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Expresion | Dominio
: x| # 0}
Vx {x|x = 0}
1
oy {x]x>0}

Un cociente de dos expresiones algebraicas recibe el nombre de expresion fraccio-
naria. Siguen algunos ejemplos:
2x Vir+ 3 y—2
X —1 x+ 1 y: + 4
Una expresion racional es una expresion fraccionaria donde tanto el numerador

como el denominador son polinomios. Por ejemplo, las que siguen son expresiones
racionales:

2x - x—x

x—1 xt+1 =5+ 6

En esta seccién se estudia cémo efectuar operaciones algebraicas con expresiones
racionales.

Dominio de una expresion algebraica

En general, una expresion algebraica podria no estar definida para todos los valores
de la variable. El dominio de una expresion algebraica es el conjunto de los nime-
ros reales que se le permite tener a la variable. La tabla al margen proporciona algu-
nas expresiones bdsicas y sus dominios,

_ Determinacion del dominio de una expresion

Encuentre el dominio de las expresiones siguientes.

x Vx

X —5+6 c].t—ﬁ

a) 2x* + 3x — 1 b)

Soluciéon

a) Este polinomio estd definido para toda x. Por consiguiente, el dominio es el
conjunto B de los ndmeros reales.

b) Primero factorizamos el denominador.

x . x
x2—5x+6 (x—2)(x—3)

Puesto que el denominador es cero cuando x = 2 o 3, la expresion no estd
definida para estos niimeros. El dominio es {x | x # 2y x # 3}.

¢) Para que el numerador esté definido, deberemos tener x = (. Ademis, no
podemos dividir entre cero, de modo que x # 5.

Es necesario tener x = U para
obtener una raiz cuadrada, VE5 -
-

Por lo tanto, el dominio es {x | x = 0y x # 5}. "
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8 No podemos eliminar las x” en

e~ | y
4 porgue la x* no estd
*+x=12

multiplicando,

Simplificacion de expresiones racionales

Para simplificar las expresiones racionales factorizamos tanto el numerador como
el denominador y aplicamos la siguiente propiedad de las fracciones:

ac _4A
BC B

Esto permite eliminar los factores comunes del numerador y del denominador.

= = ST 5

: _ Simplificacién de expresiones racionales
por eliminacién
b x:—1
Simplifique: S proeEr
Solucién

P»=1 _{(x=Dix+1)
2Hx=2 (x—1)x+2)
x4l
Cx+2

Factorizacidn

Eliminacitn de factores comunes @

Multiplicacion y division de expresiones racionales

Para multiplicar expresiones racionales, aplicamos la siguiente propiedad de las
fracciones

Esto dice que para multiplicar dos fracciones se tienen que multiplicar los nume-
radores y por otra parte los denominadores.

"Ejemplo 3 Multiplicacién de expresiones racionales a

2 +2x—-3 3x+12
4+ 8+16 x-—-1

Ejecute la multiplicacién indicada y simplifique:

Solucién Primero factorizamos.
x*+2x—3 x+12_(x-1)x+3) 3(x+4)

Factorizacidn

XX +8x+16 x—1 (x + 4)° - o |
Hx = )(x+ 3)(x + 4)
= e T 4y Fropiedad de las fracciones
Ix + 3) Eliminacién de
o _}TE_ factores comunsgs .

Para dividir las expresiones racionales aplicamos la propiedad siguiente de las

fracciones

o=
-|.
Uit
o=
BTk~



@ Evite cometer ¢l error siguiente:

A,

B+ CIr\B

Por ejemplo, si tenemos A = 2, B = |,
y C = |, entonces vemos el error:

-
Fikal]

-§i2+

1 &4

A

= | fudl

2

(Falso!
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Esto quiere decir que para dividir una fraccidn entre otra fraccidn, invertimos el di-
visor y multiplicamos.
M1- Division de expresiones racionales

x—4 i.:rz—li-:r—d-
=4 x*+5x+6

Efectie la division y simplifique:
Solucion

x—4 x'=3x-4 x-4 xX+5x+6
x*—=4 x*+5x+6 x*—-4 x"-3x-4
= (x — 4)(x + 2)(x + 3)
(e = 2)(x + 2)(x — (x + 1)

Imversidn y multiplicacién

Factorizacion

x+3 Se ellminan los
(x—2)x+ 1) factores comunes

Adicion y sustraccion de expresiones racionales

Para sumar o restar expresiones racionales, primero determinamos un denomi-
nador comiin y luego aplicamos la propiedad siguiente de las fracciones:

Aungue podria servir cualquier denominador comiin, es mejor usar €l minimo co-
miin denominador (MCD), que se traté en la seccién 1. El MCD se encuentra facto-
rizando cada denominador y luego se obtiene el producto de los distintos factores; se
usa la potencia més alta que aparece en alguno de los factores,

"Ejemplo 5 Adicién y sustraccion de expresiones racionales

Efectiie las operaciones indicadas y simplifique:

3 X 1 2
=1:':v:--lii.:u:-4~1 h}.:rz—l (x+ 1)

Solucidn
a) En este caso el MCD es simplemente el producto (x — 1)(x + 2).

3 x 3x + 2) xx=1) Las fracciones se

+ = + 2
x=1 x+2 (x-Dx+2) (@-1}x+2) oo ueandoe

AR =X
o (x=1)(x+2)

Las fracclonss s= suman

x2+2x+ 6 Se combinan loe tér-
. minos del numerador

(x - 1)(x +2)
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Matematicas en el
mundo moderno

Codificacion para corregir
errores

Las imidgenes que envid a la Tierra
la nave espacial Pathfinder desde la
superficie de Marte en julio de
1997 eran asombrosamente claras,
Pero solo muy pocos de quienes
observaron estas imdgenes estaban
conscientes de la aphcacion mate-
mdtica tan compleja que se usd
para lograr este hecho tan notable.
La distancia a Marte es enorme, ¥
el ruido de fondo, también cono-
cido como estitica, es muchas ve-
ces mis fuerte que la senal origimal
que envia la nave. Entonces, cuan-
do los cientificos reciben la sefial,
ésta s¢ encuentra llena de errores.
Para obtener una imagen clara, se
tienen gue encontrar los erores y
comegirlos. Este mismo problema
de errores se encuentra en forma ru-
tinaria al transmitir los registros de
un banco cuando usted vsa un ca-

jero automédtico o en la voz cuando

usted habla por teléfono.

Para entender como se encuen-
tran y se corrigen los errores, pri-
mero debemos tener claro que para
transmitir imdgenes, sonido o lex-
0 es necesario transformarlos en
bits (los digitos 0 o 1; refiérase a la
pag. 30). Con el fin de ayudar al re-
ceptor a identificar los errores, se
“eodifica™ el mensaje insertando
bits adicionales, Por ejemplo, su-
ponga que quiere transmitir el
mensaje 101, Un codigo muy
sencillo es el siguiente: enviar cada
uno de los digitos un millon de ve-
ces. La persona que recibe el men-
saje lo lee en blogues de un milldn
de digitos. Si la mayoriaes 1 enel
primer blogue, la persona concluye

(confinua)

b) EIMCDdex*—1=(x—1)x+ Dy(x+ 1) es(x— 1){x+ 1)

| 2 20 1 -
=1 (x+1P? (x-Dx+1) (x+1Y

:{I+ 1) = 2{x — 1)

Factorizacidn

Combinacidn de fracclonas

{I = ”{x & 1]: usando el MCD
x+1—-2x+2
= {.1: = 1} [.r s ”1 Fropledad distributiva
3—x Combinacién de términos

x -+ 1) en el numerador .

Fracciones compuestas
Una fraccidn compuesta es una expresion en la cual el numerador, el denominador,

o ambos son también expresiones fraccionarias,

w Simplificacion de una fraccion compuesta

41

gl
X

Simplifique:

Solucién 1  Combinamos los términos en el numerador para tener una sola
fraccion. Ejecutamos lo mismo con el denominador. Luego invertimos y multi-
plicamos.

x+
2 1 2
' .y Xty X
(¥ 2T y x-—y
X X
_xx+y)
¥x — )

Solucion 2 Determinamos el MCD de todas las fracciones en la expresion,
luego multiplicamos el numerador y el denominador por el MCD. En este ejemplo,
el MCD de todas las fracciones es xv. Por lo tanto,

x x
4] =] "
Y =2 . Multiplicacién del numerador
g y i Y. A y del denominador por xy
X : -
x*+ xy
= 3 Simplificacion
Ay =y
_afx +y)

Factorizacion ]



que usted trata con probabilidad
de transmitir un 1, ¥ asi sucesiva-
mente. Decir que este codigo no es
efectivo tiene un poco de declara-
cidn exageradamente modesta; se
requiere enviar un millén de veces
mis datos que el mensaje onginal.
En otro método se insertan “digitos
de verificacion”. Por ejemplo, por
cada blogue de ocho digitos se in-
serta un noveno digito; el digitwo
insertado es 0 si hay una cantidad
par de nimeros | en el blogue, y |
si hay una cantidad impar. En-
- tonces, si un solo digito esti mal,
por ejemplo, un () cambiado por un
1 o viceversa, los digitos de verifi-
cacion permiten saber que ha ocu-
mido un error. Pero este método
no nos dice doénde estd el error, por
lo que no podemos corregirlo. Los
cOdigos modernos para corregir
errores aplican interesantes algorit-
mos malemiticos que requieren la
insercion de relativamente pocos
digitos, pero que permiten que el re-
ceptor no sdlo identifique errores,
sino que también los cormija. El pri-
mer codigo para corregir errores lo
desarrollé Richard Hamming por
el afio 1940 en el Massachusetts
Institute of Technology. Es intere-
sanle hacer notar que el idioma
inglés tiene un mMecanismo incor-
porado para corregir errores; para
probarlo, trate de leer la oracién
plagada de errores: Gve mao libty ox
giv ne deth (Give me mare liberty
or give me death).*

Se saca como factor la potencia de

1 + x* con el exponente mds pegueiio
en este caso (1 + x*)7'*

# Dadme mds libertad o dadme la muene
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Los dos ejemplos siguientes muestran situaciones en ¢l cdleulo que requieren la
capacidad de trabajar con expresiones fraccionarias.

‘Ejemplo 7 Simplificacién de una fraccion compuesta H
L1
+h &
Simplifique: HT
Solucién Empezamos por combinar las fracciones del numerador usando un de-
nominador comiin.
1 1 a-—(a+h) Combinacidn de fracciones
a+h A ala + h) en el numerador
o h
_a—(a+h) 1 Propiedad 2 de las fracciones
= ala + h) E (imversidn del divisor y multiplicacién)
a—a—h 1
e — o SLnPwkva
T Propiedad distributi
—h |
= m . E Simplificacion
_ -1 Fropiedad © de las fracciones
. ala + h) (eliminaclén de los factores comunes) "

plo 8 = Simplificacion de una fraccion compuesta

(1 + x)"2 = x31 + x¥)"12
1 +x2

Simplifigue:

Solucion 1  Saque como factor (1 + x2) " del numerador.

Sl bt n e I sttt T ) Bt Bt
1+ x* 1 + x?

e g
1 + x2 “ +I1}J.l'1

Solucion 2 Puesto que (1 + x2)"" = 1/(1 + x?)"? es una fraccidn, podemos
simplificar las fracciones multiplicando numerador y denominador por (1 + xi}m.

(1 + .r"_!"": - x¥1 + 11}—1.& - (1+ _I:]m -1+ I:}—m (1 + xH)A
1 + x* B 1 + x° (1 + x?)'?

Al ) -t - 1
X)L+ x)”
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Formula 1 para los productos especiales

[ﬂ+h}{u-b}:u1-b:’

Fdérmula 1 para los productos especiales

(a + B)Ya — b) = a® — b*

oA

Racionalizacion del denominador o del numerador

Si una fraccién tiene un denominador de la forma A + B\/C, podemos racionalizar
el denominador multiplicando el numerador y el denominador por el radical conju-
gado A — BV/C. Esto es efectivo porque de acuerdo con la férmula 1 para los pro-
ductos especiales tratada en la seccion 1.3, el producto del denominador por su
radical conjugado no contiene un radical:

(A +BVC)A — BVC) = A*— BC

"Ejemplo 8 Racionalizacién del denominador

1
1 + V2

Solucion Multiplicamos tanto el numerador como el denominador por el radical
conjugado de 1 + V2, el cuales 1 — V2,

Racionalice el denominador:

1 | | — /3 Muttiplicacion del nume-
=" . = rador o del denominador
1+v2 1+vV2 1-V2 por &l radical conjugado

1=V |
= m Férmula 1 para los productos especiales
1-v2 1-V2
. = = =v2I-1 5
| B -1
"Ejemplo 10 Racionalizacion del numerador
Va+h-2
Racionalizar el numerador: A

Solucion  Multiplicamos el numerador y el denominador por el radical con-
jugado V4 + h + 2.

Multiplicacién del numerador

Vd+ h -2 Vé+h—2 Vi+h+2
= . — y del denominador por el
h h Vé+h+2 radical conjugado
_ (V4 + h]z -2 Fdrmula 1 para produc-
k{vm +2) tos sepeclales
4+ h-4
WVE+ h+2)
h 1 Propiedad 5 de las

mﬂﬁ +2) - VA +h+2 fracciones (eliminacién .

de factores comunes)

Forma de evitar los errores comunes

No cometa el error de aplicar las propiedades de la multiplicacion a la operacion de
la adicion. Muchos de los errores comunes del dlgebra se relacionan precisamente
con esto. En la siguiente tabla se establecen varias propiedades de la multiplicacidn
y se ilustra el error al aplicarlos a la suma.
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Propiedad correcta de la multiplicacién Error comun en la adicion
(a-b)* = a* b (a + b}?—xn* + b
Va-b=Vavh (ab=0) Va+b¥ Va+ Vb
Vaibi=g-b (ab=0) \a‘a=+bl}(a+b

11 1 iAW 1

— . ...-_'. =

ab a-b a .‘Jxﬂ + b

ab a+ b

i 2 Kb

a' b = (a-b)" a'+b7" K@+ )

Para comprobar que las ecuaciones en la columna de la derecha son erroneas sus-
fituya simplemente nimeros para a y b y calcule cada lado. Por ejemplo, s1 hacemos
a = 2y b = 2 en el cuarto error, encontramos que el lado izquierdo es

+ +—=1

=—1}

B |

1.1
3

= ol B

y en el lado derecho es
1 1 |

F+th 2H2 4

Puesto que 1 # }, la ecuacion planteada es errénea. Debe convencerse a si mismo
del error en cada una de las otras ecuaciones. (Véase el ejercicio 97.)

1-6 = Determine el dominio de la expresién. o ¥4y i yi—3y— 18
1. 4x* = 10x + 3 2 —xt+ o ¥4 T2+ S5y +3
, W, o3
5 EH1 4 2t=5 PN ae ik
x—4 I+ 6 Ix'=Tx+ 6 =1
& Vr413 6. | 17-30 = Efectie la multiplicacién o la division, y simplifique.
V-1 .
17 4x x+ 2 18 =25 x+4
7-16 = Simplifique la expresion racional. -4 16 "x*—=16 x+5
3x+ 2)(x—1) 4(x* = 1) 9 xl=x=12 I+4x mf+lr—3 3—=x
" 6x—1) 12(x + 2)(x = 1) T ox=9  4-x "x'-2x-3 3+x
x=2 L =3 r+3 ¥—-x—6 ¥ +xt
9. 0. = 21. = o 3 "3
x*—4 x =1 F+9 =9 *+2xr xr-2x-13
1Lx‘+m+1 ﬂ1f—;—lz 2+Tx+12 X*+5x+6

C4+5x+4 2 +5+6 X+ +2 XH6x+9
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r+log+y Lt-xmy-—y

24. . .
-y Hop-dy
g 2 F3xt1 x4 6etS
"2+ 2x—-15 2X*=Tx+3
3% 4 -9 i +y-13
TP+ — 18 Y4+ S5v—6

x Ixt — 3x — 2

x+ 1 -1

27. 28.

X 2 + Sx + 2
42+ 4+ x=2
Xy X

H.ﬁ 30. —
z ¥z

31-50 ® Efectie la adicion o la sustraccidn, y simplifique.

X 2x—1
. 2 F— 2. -]
i x+3 2 x+ 4
1 2 1 1
+ +
:ﬂ'x+5 r—3 Hx+] x—1
1 1 X 3
'J:+l_.r+2 Jﬁ'x—-l x+ 6
x 2 5 3
k7.8 + 38, =
(x+172 x+1 2x-3 (2x-3)
" 2 3 4
: w41 @ ab b
1 1 1 | |
41. — + 42. -+ — 4+ —
i ¥ ok R
2 1 x 1
- +
r+3 x4+ Tx+ 12 P-4 x-2
1 1
+
45"1'+3 xt -0
X 2
2 4x—2 x»—S5x+4
2 3 4
4T. — + -
r x—-1 xt-gx
48, X _ 1 - 2

r—yx—6 x+2 x-—-13
1 " |
"X+ +?2 x*-2x-3
| 2 3
- +
x+1 (x+1)P x*-1

51-60 ® Simplifique la expresitn fraccionaria compuesia.

x_¥

- PR 52y — —2
1 x ¥y
P Sl e
2y ;.

]+c—] |
53, ] 54, 1 + :
1 - +
c—1 ' l + x
5 B 2 a—b a+b
Esl:-:—l x+1 56, a b
x 1 a—b a+b
+ ¥
Sl i iy o b i
-2 -2 -1 -1
X =¥ X "ty
ﬂ.ﬁ 53.—_.
B fx+y)
1" 14\"
a+-— a—=-
L (a+5)(=-3)
59. 60.

1+a 1+a" (“l)"(b—l)"
&l i

61-66 ® Simplifique la expresidn fraccionaria. (Expresiones

como éstas se utilizan en el cdlculo infinitesimal.)
| |

a+h a
IR
(x+ k) =x"°
h
I —(x+h}) 1-x
ﬁs.:"'{""";} 2+x

(x + &Y — T(x + A} — {x* — Tx)

ey N 3 e

67-72 ® Simplifique la expresidn, (Este tipo de expresitn se
utiliza en el cdlculo infinitesimal cuando se aplica la “regla del
cociente”.)

. 3(x + 2)%x — 3)¥ — (x + 2)(2)(x - 3)

(x—3)*
2x(x + 6)* — x}{4)(x + 6)°
e (x + 6)*
21 + :}m - x(1 + J:"l"m
k% x+1
“ =1 II}I.I'I + r!{] oo xl}-l.f!
' 1 - x?
% 1+ x)P = x(1 +x)7R
(1 + x)*?
(7 = 32+ dx(? = 3y 12
e 7- 3



73-78 ® Racionalice el denominador.

1 2
73, 74,
2-1\3 3-15
s |
T8, ———— T6.
V2 + V7 Vi + 1
¥ 2(x — ¥)
Tl ————— . ———
V3 + Vy VI — Wy
79-84 m Racionalice el numerador.
_m_l—v'f Eﬂ.ﬁ"'ﬁ
3 2
o VitV o Vi- Vith
: 5 T OAVEVIF R
B Vit+l—2x 84, Vi+1l-—Vx

85-92 ® Dhga si la ecuacion se cumple para todos los valores
de las variables. (Deseche cualquier valor que hace que el de-
nominador sea cero.)

16 + a a b b
85, = ] 4+ — B6. =] ==
16 16 b= c
2 1 2 x4 X
m- = =4+ = H- = =
4+x 2 x y+1 ¥
X 1 a 2a
= o 2 - | = —
x+y 1 +y (b) 2b
i 2
9L — = =% Lt S S B
b b X X
Aplicaciones

93. Resistencia eléctrica 5i dos resistencias eléctricas con
resistencias R; y R, se conectan en paralelo (véase la figura),
entonces la resistencia total & es

I

1 I
—
R| Rz

R =

a) Simplifique la expresidn para R.

b} SiR, = 10ohms y Ry = 20 ohms, ;cudl es la resisten-
cia total R?

— L e

SECCION 1.4 Expresiones racionales 43

94, Costo promedio Un fabricante de ropa determina que el
costo de la produccitn de x camisas es 500 + 6x + 0.01x°
ddlares.

a) Explique la razén de que el costo promedio por camisa
esté dado por la expresidn racional

_ 300 + 6x + 0.01x*

X

b) Complete la tabla siguiente con el cdlculo del costo
promedio por camisa para los valores dados de x.

A

x | Costo promedio

Descubrimiento - Debate

95. Comportamiento limitante de una expresion racional
La expresidn racional

=9
x=3

no estd definida para x = 3. Complete las tablas siguientes
y determine a qué valor se aproxima la expresitn a medida
que x se acerca més y mds a 3. ; Por qué es razonable?
Descomponga en factores el numerador de la expresion y

simplifique para ver por qué.

-9 -9
5 x=3 < =3
2,80 320 |
2,90 310 |
2.95 3.05
2.99 3.01
2.999 : 3.001

96. /Esto es racionalizacién? En la expresién 2/V/x elimi-
narfamos el radical si fuéramos a elevar al cuadrado tanto el
numerador como ¢l denominador. ;Es lo mismo que
racionalizar el denominador?

97. Errores algebraicos Lacolumna de la izquierda en la
tabla da el listado de algunos errores comunes de dlgebra.
En cada caso proporcione un ejemplo usando nimeros que
muestren que la formula no es vilida. Un ejemplo de este
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tipo, que muestra que un enunciado es falso, se denomina 98. La forma de una expresion algebraica Una expresidn
contraejemplo. algebraica podria verse complicada, pero su “forma” siem-
pre es simple; tiene que ser una suma, un producto, un
Error algebraico Contraejemplo cociente o una potencia. Por ejemplo, considere las expre-
siones siguientes:
1,1 x 1 L. paki ik
— . Ty I | X A
b + b 14+ x°) + + +
a a 37242 (1+x%) (”l) (1 r}(l IH.)
::..:+|!:]Fx.r;c1+.tn1 5 —x? .'“ + x
V@ +5 Ka+b 1+ Vital V173
Con elecciones adecuadas para A v B, la primera tiene la
ﬂ+bx.b forma de A + B, la segunda de AB, la tercera de A/B, vy la
a cuarta de A2, Identificar la forma de una expresion nos
ayuda a expandir, simplificar o a factorizar en forma
(a® + b%)'? xﬂ + b correcta. Encuentre la forma de las siguientes expresiones
algebraicas.
a"‘,"a"x.::""" i
a) x+ /14— by (1 + x%)(1 + x)°
1 * —
a ¥ — 1 - 2V1 +2
a o Valasl+1) dy ——
I+ V142

1.5 R

x = 3 es una solucidn de la ecuacion
4x + 7 = |9, porque al sustituir
x = 3 la ecuacion se cumple:

x=3

3} +7=19

Una ecuacién es un enunciado en el que se establece que las expresiones matemdti-
cas son iguales. Por ejemplo,
3+5=28

es una ecuacidn, La mayor parte de las ecuaciones que se estudian en el dlgebra con-
tiene variables, las cuales son simbolos, casi siempre letras que representan nime-
ros. En la ecuacidn

dx+7=19

la letra x es la variable. Consideramos que la x es la “incégnita” de la ecuacién, por
lo que el objetivo es determinar el valor de x que hace que la ecuacidn sea cierta. Los
valores de la incognita que hacen que la ecuacidn sea verdadera se llaman solucio-
nes o raices de la ecuacion, y el proceso para determinar las soluciones se llama re-
solucion de una ecuacién.

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones se llaman ecuaciones
equivalentes, Para resolver una ecuacidn, tratamos de encontrar una ecuacién mas
simple y equivalente en la que la variable esté sola en un lado del signo de “igual”.
En seguida estin las propiedades que aplicamos para resolver una ecuacion. (En es-
tas propiedades, A, B y C representan expresiones algebraicas y el simbolo <> sig-
nifica “equivale a”.)

Propiedades de la igualdad

Propiedad Descripcion

1. A=B&A+C=8B+C Sumar la misma cantidad a ambos miem-
bros de una ecuacion se obtiene una
ecuacion equivalente.

2. A=B&=CA=CB (C#0) Muliplicar ambos miembros de una
ecuacion por la misma cantidad no cero
se obtiene una ecuacion equivalente.



Puesto que es imporante VERIFICAR
LAS RESPUESTAS, lo haremos en
muchos de los ejemplos. En estas
comprobaciones, PM quiere decir
“primer miembro™ y SM quiere decir
“segundo miembro™ de la ecuacion
original.
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Estas propiedades requieren que usted efectiie la misma operacidn en ambos la-
dos de una ecuacidn cuando la resuelve. Por lo tanto, al decir “se suma —7" al re-
solver una ecuacidn, lo que realmente queremos decir es “sumar —7 a cada miembro
de la ecuacion”.

Ecuaciones lineales

El tipo més sencillo de ecuacidn es la ecuacidn lineal, o ecuacién de primer grado,
que es una ecuacidn en la cual cada término es una constante o un miltiplo no cero
de la variable.

Ecuaciones lineales

Una ecuacidén lineal de una variable es una ecuacion equivalente a una de la
forma
ax+b=10

donde a y b son nimeros reales y x es la variable.

A continuacion hay algunos ejemplos que ilustran la diferencia entre ecuaciones li-
neales y no lineales.

Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales

Mo lineal; contiene el
4x—-3=3 ¥ +2x=8 cuadrado de |a variable
2x=1x-7 Vi—6x=0 No lineal, contiene |a ralz

cusdrada de ia variable

X 3
k=il T 2 =1 [Holineal contiene ol

reciproco de |a variabie
"Ejemplo 1 Solucién de una ecuacion lineal
Resuelva la ecuacion 7x — 4 = 3x + 8.

Solucion Resolvemos la ecuacién cambidndola a una equivalente en la que to-
dos los términos que tienen la variable x estdn en un lado y todos los términos
constantes estin en el otro.

Jx=4=73x+8 Ecuacion dada
(Tx—4)+4=(3x+8) +4 Se suma 4

Tx=3x+ 12 Simplificacion
Tx—3x=(3x+ 12) — % Se resta 3x

4x = 12 Se simplifica

1oy =112 Multiplicacién por 3
x=3 Simplificaciin ]
Compruebe su respuesta q _
x=13; PM=T(3)—4 SM=33)+8
=17 =17

PM = SM v
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Esta es la Ley de Newton de la Gravi-
tacion. Determina la fuerza gravita-
cional F entre dos masas m y M que
estdn separadas una distancia r. La
constante (¢ es la constante universal
de la gravitacion.

Una caja rectangular cerrada

Muchas férmulas que se usan en las ciencias tienen varias variables, por lo que a
menudo es necesario expresar una de las variables en términos de las otras. En el
ejemplo siguiente determinamos una variable de la Ley de Newton de la Gravitacidn.

Ejemplo 2 Determinar una variable en términos de las otras
Determinar la variable M de la ecuacién

Solucion Aunque esta ecuacidn contiene més de una variable, la resolvemos de
la manera usual, aislando a M en un lado y tratando a las otras variables como si
fueran mimeros.

G
F= (r_T)M Se saca a M como factor en el SM
2 2 G
(Iﬁ;)F = (é;-) ("}?’)H Multiplicacién por el reciproco de %
4
F
EG'; =M Simplificacion
r’F
La solucibnes M = —, =
(rm
3 Determinacion de una variable en a
términos de las otras

El drea superficial A de la caja rectangular cerrada de la figura 1 se puede calcular a
partir del largo [, el ancho w v la altura A de acuerdo con la férmula

A= 2lw + 2wh + 2th
Determine w en términos de las otras variables de esta ecuacion.

Solucion Aunque esta ecuacién contiene més de una variable, la resolvemos de
la manera usual, aislando a w en un lado y tratando a las otras variables como si
fueran nimeros.

A = (2w + 2wh) + 2k Agrupacidn de términos que contienen w

A — 2th = 2w + 2wh Eesta de 2lh
A= 2lh = (21 + 2h)w Se saca w como factor en &l SM
a2 Divisié 21+ 2
= iviglor & L |I + I
o + 2h iviglon entre H
A — 2ih

La solucidn es w = TEETS

Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones lineales son las ecuaciones de primer grado como 2x + 1 = 50
como 4 — 3x = 2. Las ecuaciones cuadriticas son ecuaciones de segundo grado
x*+ 2x—3=0o0como 2x’ + 3 = 5z,



Ecuaciones cuadraticas
X—-2x—-8=0
Ix + 10 = 4x2

i +ix—-3=10

Compruebe su respuesta
x =73

(3P +53)=9+15=24
xr= —§:

(—8) + 5(—8) =64 — 40 = 24

v

v
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Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién cuadritica es una ecuacién de la forma
axt+bx+c=0

donde a, b y ¢ son nimeros reales cona # 0.

Algunas ecuaciones cuadriticas se pueden resolver mediante factorizacién y usando
la propiedad bdsica siguiente de los nimeros reales.

Propiedad del producto nulo

AB=10 si y sdlo si A=0 obien, B=10

Esto quiere decir que si podemos descomponer en factores el primer miembro de una
ecuacidn cuadrdtica, o de otro orden, entonces podemos resolverla igualando a cero,
por turnos, a cada factor. Este método funciona sélo cuando el segundo miembro de
la ecuacidn es 0.

04 Solucién de una ecuacion cuadratica mediante
factorizacion

Resuelva la ecuacién x2 + 5x = 24.

Soluciéon Primero debemos volver a escribir la ecuacion de modo que el se-
gundo miembro sea igual a cero.

X2+5x=4
x*+5x-24=0 Resta de 24
(x—3)(x+8)=0 Factorizacidn
x—3=10 o x+8=10 Propiedad del producto nulo
x=73 x=-=8  Solucién
Las solucionessonx = 3y x = —8. ]

(Se da cuenta por qué un lado de la ecuacién debe ser 0 en el ejemplo 47 Al
factorizar la ecuaciéon como x(x + 5) = 24 no ayuda a determinar la solucion,
puesto que 24 se puede descomponer en factores de infinitas maneras, como
6-4, 348, (—%)+(—60), etcétera.

Una ecuaci6n cuadrdtica de la forma x* — ¢ = 0, donde ¢ es una constante po-
sitiva, se factoriza como (x — Ve)(x + Ve) = 0, asf que las soluciones son
x = Veyx = —=Ve. Con frecuencia abreviamos esto como x = *+Vc.

Resolucion de una ecuacion cuadratica simple

Las soluciones de la ecuacién x> = csonx = Veyx = — Ve
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Refiérase a la padgina 30 para saber
como identificar cuando una expresion
cuadrdtica es un cuadrado perfecto.

Completando el cuadrado
El drea de la regién azul es

!+ i(g)x = v 4 by

Sume un cuadrado pequefio de drea
(b/2)? para “completar” el cuadrado,

b
2

b o

@ Cuando complete el cuadrado,
asegiirese de que el coeficiente de x*
es 1. Si no es asi, debe factorizar este
coeficiente de los dos términos

gue conticnen x:

ax® + bx = ﬂ'(.‘l.’l + Er)
a
Luego complete el cuadrado que estd
dentro del paréntesis. Recuerde que el
término sumado dentro del paréntesis
estid multiplicado por a.

"Ejemplo5 Resolucién de ecuaciones cuadraticas simples

Encuentre la solucidn de cada ecuacidn.

a) =5 b) (x—4)'=5
Solucion
a) De acuerdo con el principio del recuadro anterior, obtenemos x = + V5,

b) Obtenemos también la raiz cuadrada de cada miembro de esta ecuacion.

(x—42=5
x—4=%\5 Obtencién de |a ralz cuadrada
x=4* 5 Se suma 4

Las soluciones sonx = 4 + V5yx =4 — V5.

Como se estudié en el ejemplo 5, si una ecuacién cuadritica es de la forma
(x = a)* = ¢, entonces la podemos resolver obteniendo la raiz cuadrada de cada
miembro. En una ecuacién de esta forma, el primer miembro es un cuadrado per-
fecto: el cuadrado de una expresion lineal en x. Asi, 51 una ecuacion cuadritica no se
factoriza con facilidad, entonces la podemos resolver aplicando la técnica de com-
pletar el cuadrado. Esto quiere decir que sumamos una constante a una expresién
para hacerla un cuadrado perfecto. Por ejemplo, para hacer x* — 6x un cuadrado per-

fecto tenemos que afiadir 9, ya que x* — 6x + 9 = (x — 3)%

Completar el cuadrado

2 b\
Para hacer que x~ + bx sea un cuadrado perfecto, se suma (E) . el cuadrado

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto
2 2
x* + bx + (g) =(:+§)

"Ejemplo 8 Resolucion de ecuaciones cuadréticas
completando el cuadrado

Resuelva la ecuacion.

a) xX—Bx+13=0 by 3x = 12x+6=0

Solucién

a) XX =8+ 13=0 Ecuacidn dada

x1—8=-13 Se reata 13

—B s
P—8x+16=-13+16 Se completa el cuadrade: se suma (?)

(x—4)7=3 Cuadrado perfecto
Xx—4== "'u,;'""i Obtancitn de la raiz cuadrads
x=4=*13 Se suma &

&



Francois Viete (1540-1603) era
un politico exitoso cuando se de-
dicd a las matemdticas va tarde en
su vida. Se convirtit en uno de Jos
matemiticos franceses mds famo-
508 del siglo xvi. Viéte introdujo
un nuevo mivel de abstraccion en
dlgebra por medio del uso de letras
para representar cantidades cono-
cidas de una ecuacién. Antes de la
época de Vigte, cada una de las
ecuaciones se tenia que resolver

por separado. Por ejemplo, las ecua-

cliones cusdriticas
I+ 2x+8=0
Sl-Gr+4=0

s¢ tenfan que resolver separadas

completando el cuadrado. La idea
de Viete ern considerar todas las

ecuaciones cuadriticas de una vez
al escribir

at*+bx+e=0

donde a, b y ¢ son cantidades co-
nocidas. Por consiguiente, él hizo

posible escribir una fidrmula, en |

este caso, la formula cuadritica,
que contiene a, b v ¢ con la gue se
pueden resolver todas las ecus-
ciones cuadriticas en unos pocos

pasos.
El genio matemdtico de Vidle

- demostrd o valioso que era duo-

rante la guerra entre Francia v Es-
paifa. Para comunicarse con las
tropas, los espanoles utilizaban un
complicado cddigo, que Viete des-
cifré. El rey de Espaiia, Felipe 11,
ajeno a los logros de Vidte, pro-
testd ante el Papa, v afirmd que los
franceses recurrian a la hechiceria
paru leer sus mensajes.
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b) Después de restar 6 a cada miembro de la ecuacidn, es necesario factorizar el
coeficiente de x* es decir, el 3, en el primer miembro para poner la ecuacién en
la forma correcta completando el cuadrado.

- 12x+6=10 Ecuacidn dada
Jxl = 12x = —6  Sustracciénde &
3[.1’1 — 4x) = —6 Factorizacién de 3 en el FM

En seguida completamos el cuadrado afiadiendo (—2)? = 4 dentro del paréntesis.
Ya gue todo lo que estd dentro del paréntesis estd multiplicado por 3, esto quiere
decir que en realidad estamos afiadiendo 3+4 = 12 al primer miembro de la
ecuacion. Por lo tanto, tenemos que sumar también 12 al segundo miembro,

' —dxr+4)= -6+ 34  Cusdrado completado: se suma 4

3(x—2)'=6 Cuadrado perfecto
(x—=2)=2 Divisién entre 3
x—2==V2 Se obtiene |a ralz cuadrada
x=2%V2 Se suma 2 .

Podemos aplicar la técnica de completar el cuadrado con el fin de deducir una
frmula para determinar las raices de la ecuacién cuadritica general ax® + bx +
c =0

La formula cuadratica

Las raices de la ecuacidn cuadritica ax® + bx + ¢ = (), donde a # 0, son

_ =b* VP - dac
2a

X

® Demostracion Primero dividimos ambos miembros de la ecuacién entre a y
pasamos la constante al lado derecho, con lo que se tiene

b

c
P —y=—— Divisidn entre s
a a

Luego completamos el cuadrado sumando (b/2a)* a ambos miembros de la
ecuacion:

RPN o S
(:-r - iy _h:ﬂ: ¥ Cuadrado perfecto
x+ i =+ 1:12; i Obtencién de |a rafz cusdrads
L= bE ;i—w 5”*“2_*: "

La férmula cuadritica se podria utilizar para resolver las ecuaciones en los ejem-
plos 4 y 6. Usted puede llevar a cabo con todo detalle estos cdlculos.
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7 Aplicacion de la formula cuadratica

Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones.

a) Ix=-5x-1=0 b) 4x* + 12x+9=10 ) x’+2x+2=0
Solucion
a) En esta ecuacion cuadriticaa = 3, b= =5yc = —1.
== 5
A= gy = =0

De acuerdo con la férmula cuadratica,
o Z(5) £ V(57 - 40)(-1) _ 5 = VAT

2(3) 6
Si se desean aproximaciones, podemos usar una calculadora para obtener
+ V37 3= vy
x=E-~a—mﬂ=].E4ﬂ y x==—-E-'—~F='—D.IEi}5
Otro método
4+ 12x +0 =10 b} Al usar la férmula cuadrdticacona = 4, b = 12y ¢ = 9 tenemos
(2x+ 32 =0 S -2 V(12 -4-4.9 1220 3
2x+3 =0 T 2-4 o8 2
x=—3 Esta ecuacién tiene sélo una solucidén, x = —3.

c) Siusamos la férmula cuadriticacona = 1, b = 2 y ¢ = 2 obtenemos

2o -2+ V2 -4.2 _—2xv-4 -—-2F3%v-]
2 2 2

Puesto que el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo, VvV —1 no estd

definido en el sistema de los mimeros reales. La ecuacion no tiene solucion real. m

=—1%v=1

En la seccidn 3.4 se estudia el sistema de los nimeros complejos, en el cual si
existen las raices cuadradas de los nimeros negativos. La ecuacidn del ejemplo 7 (c)
si tiene soluciones en el campo de los nimeros complejos.

La cantidad b* — 4ac que aparece bajo el signo de la rafz cuadrada en la férmula
cuadritica se denomina discriminante de la ecuacion ax” + bx + ¢ = 0 y se repre-
sentan con el signo D, Si D < 0, entonces Vb = 4ac no esté definido, por lo que
la ecuacidn cuadritica no tiene solucion real, como en el ejemplo 7 (c). SiD =0, la
ecuacién tiene sdlo una solucién real, como en el ejemplo 7 (b). Por dltimo, si
D = 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas, como en el ejem-
plo 7 (a). En el siguiente recuadro se resumen estas observaciones.

El discriminante

El discriminante de la ecuacién cuadrética general ax® + bx + ¢ = 0 (a # 0)
es D = b? = dac.

1. Si D = (), entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.

2. 51 D = 0, entonces la ecuacion tiene exactamente una solucion real.

3. 5i D < 0, entonces la ecuacidn no tiene solucién real.
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Uso del discriminante

Utilice el discriminante para determinar cudntas soluciones reales tiene cada
ecuacidn.

a) xl+4x-1=0 b) 4x* - 12x+9=0 ¢)jx* —2x+4=0
Solucion

a) El discriminante es ) = 4* — 4(1)(—1) = 20 > 0, de modo que la ecuacidn
tiene dos soluciones distintas.

b) Eldiscriminante es D = (—12)° — 4:4-9 = 0, por lo que la ecuacidn tiene
exactamente una solucion real.

¢) El discriminante es D = (—=2)* — 4({}4 = =% < 0, entonces la ecuacién no
tiene solucidn real. u

En seguida consideramos una situacion de la vida real que puede ser modelada
mediante una ecuacion cuadritica.

_ wplo9 Trayectoria de un proyectil E
Esta formula depende del hecho de que ) ) . ) . ey ]
la aceleracién de la gravedad es cons- Un objeto arrojado o lanzado hacia arriba con una velocidad inicial v, pies/s alcan-

tante cerca de la superficie terrestre, En 2ard un altura de h pies después de  segundos, donde h y ¢ estdn relacionadas me-
este caso ignoramos el efecto de la re- diante la férmula

sistencia del aire. h= =16t + vyt
I Suponga que se dispara una bala directamente hacia arriba con una velocidad ini-
rldtscenm cial de 8OO pies/s. Su trayectoria se muestra en la figura 2.
'

asCenso i a) ;Cudndo regresard la bala al nivel del piso?

b) ;Cudndo alcanzard una altura de 6 400 pies?
¢) (Cudndo alcanzard una altura de 2 millas?

_ d) ¢Cudl es el punto més alto que alcanza la bala?

Soluciéon Puesto que la velocidad inicial es v, = 800 pies/s, la férmula es

h

Figura 2
h = —161* + 800«
I a) El nivel del piso corresponde a h = 0, de modo que necesitamos resolver la
ecuacion
0=—16t2+ 800t Sehacesh=0
0 = =16t — 50) Factorizacifn
Y Por consiguiente, t = 0 o r = 50. Esto guiere decir que la bala inicia (1 = 0) al

_ nivel del piso y regresa al mismo nivel después de 50 segundos.

b) Haciendo h = 6400 tenemos
6400 = — 161> + BOOr  Se hace h = 6 400

r
l 1662 — B00r + 6400 = 0 Todos los términos al FM
Ly 12— 50t + 400 = 0 Divisidn entre 16
_ (r = 10}t — 40) =0 Descomposicidn en factores
6400 pies .
r=10 0 =40 Solucién
— La bala alcanza 6400 pies después de 10 s (el ascenso) y otra vez después de 40 s

(en el descenso al suelo).
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ki ¢) Dos millas es 2 X 5280 = 10 560 pies.
/l : 10560 = — 161> + 800r Se hace h = 10 560
' 164> — 800¢ + 10560 = D Todos o8 términos se pasan al Pi
2 Imi 12 — 500 + 660 = 0 Divisién entra 16

El discriminante de esta ecuacién es D = (—50)* — 4(660) = —140, que es

i negativo. Por lo tanto, la ecuacidn no tiene solucion real. La bala nunca alcanza
- una altura de 2 millas.
’1 A

d) La bala alcanza dos veces cada altura: una vez en el ascenso y una vez en el des-
censo. La dnica excepcion es el punto mis alto en su trayectoria, al cual llega
s6lo una vez. Esto quiere decir que para el valor més alto de h, la ecuacidn
siguiente sélo tiene una solucién para r:

10,000 pies h = —161* + 8001
160 — 800r + h =0 Todos loe términos al PM
— A su vez, esto significa que el discriminante D de la ecuacion es (), y entonces
D= (—800) — 4(16)h =0
640000 — 64h =0
h = 10000
La altura mdxima alcanzada es 10 000 pies. =
Otros tipos de ecuaciones
Hasta este momento, hemos estudiado cémo resolver ecuaciones lineales y cuadra-
ticas. En seguida se tratan otros tipos de ecuaciones, incluso aquellos en los que hay
potencias superiores, expresiones fraccionarias y radicales.
"Elemplo 10 = Una ecuacion con expresiones a
fraccionarias
v 5
Compruebe su respuesta Resuelva la ecuacion — + = 2.
x x+2
= Solucidon Eliminamos los denominadores multiplicando ambos miembros por el
T e minimo comiin denominador.
e R (L b 4
=ld]=2 (i + 2 ),t{.r +2) = 2x(x + 2) Multiplicacién por MCD x(x + 2)
X x+2
SM=2 ,
PM = SM v Hx+2)+ 5x=2x"+ 4x Desarrolio
Shes Bx + 6 = 2x? + 4x Desarrollo del PM
3 5 0=2x>—-4x—-6 Reata de bx + &
PM =
e 0=x'—-2x-13 Ambos mismbros se dhiden entrs 2
Ot e 0=(x—-3)x+1) Factorizacidn
SM =2 :
x—3=10 0 x+1=0 Fropledad del producte nulo
PM = SM v

= 3 xr=—1 Solucidn




Compruebe su respuesta

1
==

?
M = 2(~}) = -}

SM=1-V2-(-i)

=].~‘v.j?
=il e
PM = SM
x=1
PM = 2(1) =2
SM=1-v2-1
=]1—-1=
PM # SM
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Es necesario comprobar las respuestas porque la multiplicacién por una expresidn
que contiene la variable puede introducir soluciones extrafias. Segiin la seccién
Compruebe su respuesta vemos que las soluciones sonx = 3y — 1. -

Cuando resuelva una ecuacién que contenga radicales, sea especialmente cuida-
doso al comprobar las respuestas finales. El ejemplo siguiente demuestra por qué.

"Elemplo 11 = Una ecuacién que involucra un radical

Resuelva la ecuacién 2x = 1| — V2 — x.

Solucién Para eliminar la raiz cuadrada, primero la aislamos en un miembro, y
luego elevamos al cuadrado.

dx — ] wm —Nl—x Resta 1
(2x -~ 1P=2~x Elevamos al cuadrado ambos miembros
dx' —d4x+1=2—x Desarrolio del primar miembro
dx’ - 3x—-1=0 Sumade —2 + x
dx+ 1)(x—-1)=0 Factorizacidn
dx+ 1 =10 0 xr—=1=0 Fropiedad del producto nulo
X = —.l x=1 Solucién

Los valores x = — y x = | son sélo soluciones potenciales. Es necesario compro-

barlas para ver si cumplen con la ecuacién original. De acuerdo con Compruebe su
respuesta vemos que x = — | es una solucién, pero x = 1 no lo es. La tinica solu-
cibnes x = — }. |

Cuando resolvemos una ecuacién, podemos terminar con una o més soluciones
extrafias, es decir, soluciones potenciales que no cumplen con la ecuacitn original.
En el ejemplo 11, el valor x = 1 es una solucién extrafia. Dichas soluciones se pueden
introducir cuando elevamos al cuadrado ambos miembros de una ecuacién porque
la operacion de elevar al cuadrado puede transformar una ecuacion falsa en una
verdadera, Por ejemplo, —1 # 1, pero (—1)° = 1% Por consiguiente, la ecuacién
cuadrada podria ser verdadera para més valores de la variable que la ecuacidén origi-
nal. Esta es la razon por la que debe comprobar siempre sus respuestas para tener la
segundad de que todas cumplen con la ecuacion original.

Una ecuacidén de la forma aW?® + bW + ¢ = 0, donde W es una expresién al-
gebraica, es una ecuacidn del tipo cuadrético. Las ecuaciones de tipo cuadritico se
resuelven reemplazando la expresion algebraica con W, como se ve en los dos ejem-
plos siguientes,

"Elemplo 12 Una ecuacion de cuatro grado de tipo cuadréatico

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién x* — 8x* + 8 = (.
Solucién  Si hacemos que W = x?, entonces obtenemos una ecuacién en donde la
nueva variable W es cuadritica:
(x*) - 8x*+8=0 Se escribe x* como (x*)°
W —8W+8=0  SehaceW =’

~(—8) = V(—8)* — 4.8 _

W= 5 4 + 2%/2  Férmula cuadritica
=4+ 22 W= x*
x=*V4+22 Obtencidn de las raices cuadradas
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Pitagoras (alrededor de 580-500
antes de nuestra era) fundd una es-
cuela en Crotona, en el sur de
Italia, que estaba dedicada al estu-
dio de la aritmética, geometria,
milisica y astronomia. Los pitagdri-
cos, como ellos se llamaban a si
mismos, constituian una sociedad
secreta con reglas y ritos de ini-
ciacion peculiares. No escribieron
nada, ni revelaban a nadie lo que
aprendian del maestro. Aungue las
mujeres tenian prohibido por la
ley asistir a reuniones piblicas,
Pitdgoras permitié que asistieran
mujeres a su escucla, y su estu-
diante mds famosa fue Theano, con
quien se casd posteniormente,
Segiin Aristdteles, los pitagd-

ricos estaban convencidos de que |

“los principios de las matematicas
eran los principios de todas las
cosas”, Su lema era “El todo son
los ndmeros™, y se referian a los
niimeros enferos, La principal con-
tribucién de Pitigoras es el teo-
rema que lleva su nombre: en un

ridgngulo rectingulo el drea del |

cuadrado sobre la hipotenusa es
igual a la suma de las dreas de los
cuadrados de los otros dos lados.

; .

b

-

=g’ + b

El inverso del Teorema de Pitdgo-
ras lambién es cierno: un tridngu-
lo cuyos lados a, b y ¢ satisfacen
a’ + b = ¢ es un tridngulo rec-
tdngulo.

Entonces, hay cuatro soluciones:
V4 + 2472, V4 - 2v72, -V4 + 22, -V4-2V2

Con la ayuda de una calculadora obtenemos las aproximaciones x = 2.61, 1.08,
—2.61, —1.08. (]

Ejemplo 13 Una ecuacién que contiene potencias
fraccionarias

Determine todas las soluciones de la ecuacién x'® + x'6 — 2 =,

Solucién Esta ecuaci6n es del tipo cuadritico porque si hacemos que W = x'/%,
entonces W2 = (x'6)? = x'A,

P46 _2=p

W+ W-2=0 Se hace W = x'€
(W=1)(W+2)=0 Factorizacidn
W=1=0 obien W+2=0 Fropiedad del producto nulo
W=l W=-2 Solucidn
x6 =1 x'e = -2 W= x\e
F=]te=] X = {-1}'5 = 64 Obtencidn de la sexta potencia

De acuerdo con Compruebe su respuesta vemos que x = 1 es una solucién, pero
x = 64 no lo es. La dnica solucién es x = 1. .

Compruebe su respuesta

x=]: x = 64:
PM= 1"+ % -2=0 PM = 64'° + 641 - 2
=4+2-2=4
SM=0 SM=10
PM = SM v PM = SM x

Por lo comiin, al resolver ecuaciones que contienen valores absolutos, partimos
el problema.

"Ejemplo 14 Una ecuacién con valor absoluto

Resuelva la ecuacién |2x — 5| = 3.
Solucién De acuerdo con la definicion de valor absoluto, [2x — 5| = 3
equivale a
2x—5=3 obien 2x— 5= -3
2x=8§ 2x=2
x=4 x=1

Las solucionessonx = |, x = 4. |
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BEEE Ejercicios o

1-4 = Determine si el valor dado es una solucidn de la mM
i, M. V=1wrh; parar 3 F= G—r;"; para r
Ldx+7=9%-3 3 2+ b =¢% parab

a) x=-2 b) x=2

§: \2 ]
L1-2-(3-3)]=4x-(6+1x) 3“--“=P(l+—): para i

100

- - + 1
a) x=2 b) x=4 35 h=1gr* + u,r; parat 36.5=ﬂ{"2 }: para n
1 1
A =1
x x—4 37-44 » Resuelva la ecuacion por factorizacion.
Mame W Mo +x—12=0 8. 2+ —4=0
3
4.:_5'*'-3 P -Tx+12=0 4 x*+8c+12=0
i 2 =
o b) x=8 4. dx* —dx - 15=0 42. '+ Ty +3=10
43, P+ 5x=2 44, befx— 1) =21 —=x

5-22 ® La ecuacién dada es lineal o equivale a una ecuacidn
lineal. Resuelva la ecuacidn.

8 2x+7=131 6 5x—3=4

45-52 = Resuvelva la ecuacion completando el cuadrado.

45, x*+2x=5=0 46. x' —dx+2=0
gt B34 . F+u-1=0 48. x* = 1x - |
9, —Tw =15 — 2w 10. 5t —13=12- 5 ; :

. 3 49, 2x° +8x+ 1 =0 50. I —6c—1=0
1L dy-2=1y 2. 5= 7 5L 4x —x=0 52, ~2x'+6x+3=0
1 Nl —x) =31+ 2x)+ 5

: 1 53-68 ® Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacidn
14. %yi-i{y-].}z‘y—d-— cuadritica.
83 -2x-15=0 54, x4 30x 4+ 200=0
+
15 x—dx—dx=5=0 lﬁ.ixmi+xdl=ﬁx $5. x4+ 3x+1=0 56, x'—6x+1=0
1 4 =1 4 §7. 2x* +x—-3=0 8. W'+ Tx+4=0
A % 1 59, 2 —y-1l=0 60. ° — 38+ 5=0
o 3 _1_ w0 -4 . 2 _ 35 61. 4x* + 16x -9 =0 62. w' = 3w — 1)
EFL Bt =1 xhl fﬁ" 6.3+5:+7=0 6. x> — Vix+1=10
(-4 =(+4f +32 2 Vix+ VIZ="2 65. VBx +2x~ V32 =0 66 3 +2x+2=0
23-36 ® Resuelva la ecuacion para la variable indicada. 67. 25* + T0x + 49=0  68. 5x'—Tx+5=0
_ _ _ mM 69-74 = Utilice el discriminante para determinar el nimero de
. PV =nRT; mnaR 4. F =G puam solaciones reales de la ecuacidn. No resuelva la ecuacidn
qucil gt X R 26 Pt 69 P —6x+1=0 70. 3% = fix — 9
[ T e e = . paraw
ROE R T ’ ThLox?+ 22054+ 1.21=0 T2 x4+ 221x+ 1.21=0
. m+b=2' e 7 4+ 5+ 4 =0 M+ m—3s=0 (5>0)
+ £
Frcha 75-98 = Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacidn.
28. a—-2b—3c—x)] =6 parax
1 | 5 10 12
2. ax+(a-1)=(a+ 1)x; parax 75‘;-1"';;-:-1_1 Tﬁiu.r_-_.r—=3+4_u
a+1 a-=1 b+1 x? 1 2
30. T + .  panaa '?'?.I+Im=5l] Tﬂ'x—l-,rz_n
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x+5 5 28 x
:—1=;+2+x1-4m
8. V2x+1+1=x
83 2x+Vx+1=8
85 x' = 13x* +40=0
87. 2t + 47+ 1 =0 88. " —'=-3=0
89, x - 5x¥ +6=0 90. Vi—3Vi—-4=0
oL Hx+ )P =5x+ 1)+ (x+1)P=0

92, x'2 4 3xV2 = 12
93, 1" — 3! = 3% — g
93. |2x| =3

97. |x — 4| =0.01

_.r+1=
"2x+7 x+3

82. Vvi—-x+1=x—-12
M Vvr—54+x=35
86, x'—5x'+4=0

94, x— 5Vx+6=0
96, [3x+ 5| =1
98, |x— 6| = —1

Aplicaciones

99-100 = Problemas de caida de los cuerpos Suponga
que dejamos caer un objeto desde una altura ki, por arriba
del suelo. Entonces, su altura después de 1 segundos es
h = —16¢* + hy, donde h se mide en pies. Utilice esta informa-
cifn para resolver el problema.
99. Si se deja caer una pelota desde 288 pies por armiba del sue-
lo, ; cudnto tiempo es necesario para que llegue al suelo?

100, Se deja caer una pelota desde la parte superior de un edifi-
cio de 96 pies de alto.
a) ;Cudnto tiempo tarda en recorrer la mitad de la distan-
cia al suelo?

b) ;Cudnto tardard en llegar al suelo?

101-102 = Problemas de caida de los cuerpos Ultilice la
férmula h = —161% + vyt que se analizé en el ejemplo 9.
101. Se lanza una pelota hacia armba con una velocidad imcial
de vy = 40 pies/s.
a) ;Cudndo alcanza la pelota la altura de 24 pies?
b) ;Cudndo alcanza la altura de 48 pies?
¢} ;Cudl es la altura médxima que alcanza la pelota?
d) ;Cuidndo alcanza la pelota el punto més alto de su
trayectoria?
¢) ;Cudndo golpea el suelo la pelota?
102. ;Qué tan ridpido se tendria que lanzar hacia arriba una
pelota para alcanzar una altura maxima de 100 pies?

[Sugerencia: utilice el discriminante de la ecuacidn
1662 — vt + h = 0.]

103. Contraccion de las vigas de concreto A medida que
el concreto fragua, se contrae —entre mayor ¢s el con-
tenido de agua, es mayor la contraccidon—. Si una viga de
concreto tiene un contenido de agua de w kg/m®, entonces
sufrird contraccion de acuerdo con un factor

= 0,03 - 2.5

3 10 000

104.

105,

106.

107.

108.

donde § es la fraccidn de la longitud de la viga original
que desaparece debido a la contraccion.

a) Una viga de 12.025 m de largo se cuela con concreto
que contiene 250 kg/m’ de agua. (Cudl es el factor de
contraccion 87 ; Codnto medird de largo la viga
cuando seque?

b) Una viga mide de largo 10.014 m recién colada. Quere-
mos que se contraiga a 10.00% m, por lo que el factor
de contraccion debe ser de § = 0.00050. ;Qué con-
tenido de agua proporcionard esta cantidad de
contraccion?

Ecuacion de una lente Si F es la distancia focal de una
lente convexa y se coloca un objeto a una distancia x de

la lente, entonces la imagen del objeto estard a una distan-
cia y de la lente, donde F, x y y estin relacionadas me-
diante la ecuacicdn de una lente

R

—_—r =

Fx ¥

Suponga que la distancia focal de una lente es de 4.8 cm,
y que la imagen de un objeto es 4 cm mads cercana a la
lente que el objeto en si. [ A qué distancia de la lente estd
el objeto?

Poblacion de peces La poblacidn de peces de un lago
aumenta y disminuye segin la férmula

F = 1000(30 + 17t — 1*)

En este caso, F es la cantidad de peces que hay en el tempo

t, donde 1 se mide en aftos desde el primero de enero de 2002,

cuando la poblacidn de peces se estimd por vez primera.

a} (Enqué fecha la poblacion de peces volverd a ser la
misma que en el primero de enero de 20027

b) ;En qué fecha habrin muerto todos los peces del lago?

Poblacion de peces LUn gran estanque se surte de peces.
La poblacidn de peces P se modela mediante la formula

P = 3t + 10Vt + 140, donde f es el niimero de dias a par-
tir de que los peces se introdujeron al estanque. ; Cudntos
dias se tardard en que la poblacidn de peces alcance 5007

Ganancias Un fabricante de pequefios instrumentos
encuentra que la ganancia F (en délares) generada por la
produccidn de x homos de microondas por semana estd
dada por la férmula P = (300 — x) siempre que

0 = x = 200. ; Cudntos homos se tienen gue fabricar en
uUna semana para generar una ganancia de 1250 délares?

Gravedad 5i un segmento de recta imaginario se traza
entre los centros de la Tierra y la Luna, entonces la fuerza



gravitacional neta F que actiia en un objeto situado en este

segmento es
-K 0.012K
+

F =

x* (239 - x)?
donde K > () es una constante y x es la distancia del objeto
desde el centro de la Tierra, medido en miles de millas.
i Qué tan lejos del centro de la Tierra estd el “punto
muerto” donde ninguna fuerza gravitacional actiia sobre el
objeto? Exprese su respuesta en la milla més cercana.

109. Profundidad de un pozo Un método para determinar
la profundidad de un pozo es arrojar una piedra hacia den-
tro y medir el tiempo que toma hasta que se escucha el
choque contra el agua. 5i d es la profundidad del pozo en
pies y 1, en tiempo en segundos que requiere la piedra
para llegar al agua, entonces d = 161, de modo que
t, = Vd/4. Luego, si 1, es el tiempo que tarda el sonido en
viajar, entonces d = 1090¢, porgue la velocidad del sonido
es 1090 pies/s. Entonces t, = d/1090. Por lo tanto, el
tiempo total transcurrido entre que se arroja la piedra y es-
cuchar que choca contra el agua es

vid d

= —t—
L T
i Qué tan profundo es el pozo si el tiempo total es

3 segundos?
: .
1

Tiempo |
€N gue '

1
hp:iednli_ j‘a{mnidn
e q || sube:
'1"“‘3@ ';1 | =

-

E

Descubrimiento « Debate

110. Una familia de ecuaciones La ecuacidn
Ix+k—-5=kx—-k+1

111.

113,
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es en realidad una familia de ecuaciones porque para cada
valor de k obtenemos una ecuacién distinta con la incig-
nita x. La letra k se denomina parametro de esta familia.

i Qué valor debemos escoger para k para que el valor dado
de x sea una solucidn de la ecuacidn resultante?

a) x=10 b)x=1 ¢l x=2

{Demostracion de que ) = 17 Al parecer, los pasos
siguientes dan ecuaciones equivalentes, lo cual parece
demostrar que 1 = (). Encuentre ¢l error.

x=1 Dato
Xt = Multiplicacidn por x
xt—x= Essta de x
x—1)= Factorizacidn
ﬂ:: I” = IE " Dhvisidn entre x — 1
x=0 Simplificacion
1=0 Dado x =1

. Volumen de sdlidos La esfera, cilindro y el cono

mostrados aqui tienen el mismo radio r y el mismo

volumen V.

a) Utilice las formulas del volumen que se encuentran en
los forros interiores de este libro para demostrar que

tmr) = ar'h, y smr = larth,
b) Resuelva estas ecuaciones para by v h,.
i
3 -‘.,':1 | —L. T I. ' 1 hl

Ko | N ; /

& ' A
- - .S

Relaciones entre raices y coeficientes La formu-

la cuadritica nos proporciona las raices de una ecuacion
cuadrdtica a partir de sus coeficientes. También es posible
obtener los coeficientes a partir de las raices. Por ejemplo,

encuentre las raices de la ecuacién x* — 9x + 20 =0y
demuestre que el producto de las raices es el término
constante 20 y que la suma de las raices es 9, el negativo
del coeficiente de x. Demuestre que la misma relacion
enire raices y coeficienties se cumple para las ecuaciones
siguientes:

*—2x—8=0

xX*+4x+2=0

Aplique la férmula cuadritica para demostrar que, en ge-
neral, si la ecuacién x° + bx + ¢ = 0 tiene raices r, y ry,
entonces ¢ = riny b= —(r, + ).
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114. Resolucion de una ecuacion de maneras distintas usando ambos métodos sefialados y demuestre que obtiene
Ya se estudiaron varias maneras de resolver una ecuacion las mismas respuestas finales.
en esta seccion. Algunas ecuaciones se pueden abordar a) x— Vx—2=0 tipo cuadritico; despeje del
por més de un método. Por ejemplo, la ecuacidn radical y elevar al cuadrado
x — Wx — 2 = 0 es de tipo cuadritico: podemos resol- 12 0
verla haciendo Vx = uy x = u?, y factorizando después, - B s =P + 1 =10 tipo cuadritico;
O también se puede eliminar V', elevando al cuadrado (x 3]' z multiplicacidn por
ambos miembros, y luego resolviendo la ecuacidén el minimo comiin
cuadritica resultante. Resuelva las ecuaciones siguientes denominador

n Modelado mediante ecuaciones

Muchos de los problemas de las ciencias, economia, finanzas, medicina y otros nu-
merosos campos se pueden traducir a problemas de dlgebra. Esta es una razén por la
que el dlgebra es tan util. En esta seccion usamos las ecuaciones como modelos
matemiticos para resolver problemas de la vida condiana.

Criterios para modelar con ecuaciones

Se aplican los siguientes criterios para plantear ecuaciones que modelen situaciones
formuladas en palabras. Para mostrar la manera en que los criterios pueden ayudar a

plantear las ecuaciones, anotamos al margen cudndo funciona cada ejemplo de esta
seccion.

Criterios para modelar con ecuaciones

1. Identificar la variable. Identifique la cantidad que el problema le pide de-
terminar. Por lo regular, esta cantidad se puede determinar por medio de una
lectura cuidadosa de la pregunta planteada al final del problema. Entonces
introduzca la notacion para la vanable (llimela x o cualquier otro nombre).

2. Expresar todas las incognitas en términos de la variable. Lea una vez
mads cada oracion del problema, y exprese todas las cantidades mencionadas
en el problema en términos de la variable que definid en el paso 1. Para or-
ganizar esta informacidn, a veces es itil dibujar un esquema o elaborar
una tabla.

3. Plantear el modelo. Encuentre el hecho decisivo en el problema que rela-
ciona las expresiones que usted listo en el paso 2. Plantee una uuu:iﬁmn
modelo, que exprese esta relacion.

4. Resuelva la ecuacion y compruoebe su respuesta.  Resuelva la ecuacion,

verifique la respuesta y exprésela como una oracidn que responde a la pre-
gunta hecha en el problema.

El ejemplo siguiente ilustra la manera en que estos criterios se aplican para tra-
ducir el enunciado de un problema al lenguaje del dlgebra.



Identifique la variable

Exprese todas las cantidades
desconocidas en iérminos de la
vartable

Plantee el modelo

Resolucidn

Compruebe su respuesta

cOS10 costo de COSto
total = lasmillas + por
recorridas dia
= 0.15(320) + 2(30)
= 108

Identifique la variable
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Ejemplo1 Renta de un automovil

Una compaiiia que renta automdviles cobra 30 délares al dia mds 15 centavos de
délar por milla al rentar un automdvil. Helen renta un automévil por dos dias y su
cuenta es de 108 délares. ;Cudntas millas recorrid?

Solucion  Se pide determinar la cantidad de millas que Helen recorrid. Enton-
ces sea
x = cantidad de millas recorridas

Luego traducimos toda la informacién del problema al lenguaje del dlgebra.

En palabras En lenguaje algebraico
Cantidad de millas recorridas X
Costo de la cantidad de millas
recorridas (a 15 centavos la milla) 0.15x
Costo diario (a 30 délares el dia) 2(30)

En seguida planteamos el modelo.

costo de las + costo _  costo

millas recorridas diario total

0.15x + 2(30) = 108

0.15x = 48 wstraccion de &0
B s
0.15 S
x =320 Calculadora
Helen recorrid 320 millas con su auto rentado. ]

Construccion de modelos

En los ejemplos y ejercicios que siguen planteamos ecuaciones que modelan pro-
blemas en muchas situaciones distintas de la vida cotidiana.

Ejemplo 2 Interés de una inversion a

Mary hereda 100 000 délares y los invierte en dos certificados de depdsito. Uno

de los certificados paga el 6% y el otro paga 4} % de interés anual simple. Si el
interés total de Mary es 5025 délares por afio, ;cudnto dinero estd invertido en cada
tasa’?

Solucion  El problema pide la cantidad que Helen invirtié a cada una de las
tasas. Sea
x = la cantidad invertida a 6%

Puesto que el total de la herencia de Mary es de 100 000 délares, se infiere enton-
ces que invirtié 100 000 — x al 4}%. Pasamos toda la informacién al lenguaje del
dlgebra.
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Exprese todas las cantidades
desconocidas en términos de la
variable

Plantee el modelo

En problemas como éste, para el que se
requiere geometria, es esencial dibujar
un diagrama como el que se muestra en
la figura 1.

Identifique la variable

Exprese las cantidades desconocidas
en términos de la vanable

En palabras En lenguaje algebraico
Cantidad invertida al 6% x

Cantidad invertida al 41% 100 000 — x

Interés ganado al 6% 0.06x

Interés ganado al 4} % 0.045(100 D00 = x)

Aprovechamos el hecho de que el interés total de Mary es de 5025 ddélares para
plantear el modelo.

interés al 6% + interésal 1% = interés total

0.06x + 0.045(100 000 — x) = 5025

0.06x + 4500 — 0.045x = 5025 Multiplicaciin
0.015x + 4500 = 5025 Combinacidn de los términos x
0.015x = 525 Sustraccion de 4500
525 o
X = m = 35000 Dwisidn entre 0.015

Por lo tanto, Mary invirtié 35 000 dolares al 6% y los restantes $65 000 ddélares
al 41%. 1

Compruebe su respuesta
interés total = 6% de 35 000 ddlares + 4%% de 65 000 ddlares
= §2100 + $2925 = $5025 v

'Ejemplo 3 Dimensiones de un cartel
Un cartel tiene una superficie impresa de 100 por 140 cm y una franja de ancho uni-
forme alrededor de los cuatro lados. El perimetro del cartel es 11 veces el

perimetro del drea impresa. ;Cuil es el ancho de la franja en blanco y cudles son las
dimensiones del cartel?

Soluciéon Se pide determinar el ancho de la franja en blanco. Entonces, sea

x = ancho de la franja en blanco

Luego pasamos la informacion de la figura 1 al lenguaje algebraico:

En palabras En lenguaje algebraico
Ancho de la franja en blanco X

Perimetro de la superficie impresa  2(100) + 2(140) = 480
Ancho del cartel 100 + 2x

Largo del cartel 140 + 2x

Perimetro del cartel 2(100 + 2x) + 2(140 + 2x)
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A continuacién usaremos el hecho de que el perimetro del cartel es 15 veces el
perimetro del drea impresa para formular el modelo.

Planiee el modelo perimetro del cartel = 1. perimetro del drea impresa

2(100 + 2x) + 2(140 + 2x) = 480

Resuelva 480 + Rx = Desarrollo y combinacién de
e =10 términos semejantes en sl PM
8x = 240 Sustraccidn de 480
x= 30 Divisién entre 8

La franja en blanco mide 30 cm de ancho, de modo que las dimensiones del
cartel son

100 + 30 + 30 = 160 cm de ancho
por 140 + 30 + 30 = 200 cm de largo

140 cm

i

b

Figura 1 ]

Dimensiones de un terreno para construccion

Un terreno de forma rectangular para construir mide 8 pies més que el ancho y su
drea es de 2900 pies cuadrados. Determine las dimensiones del lote.

Solucion Se pide determinar el ancho y el largo del terreno. Entonces, sea

Identifique la variable w = ancho del terreno
Luego expresamos la informacion dada en lenguaje algebraico (véase la figura 2 de
la pdg. 62).
En palabras En algebraico
Exprese todas las cantidades e, i
desconocidas en términos de la Ancho del terreno w
variable Largo del terreno w+ 8

Ahora planteamos el modelo.
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Formule el modelo

Identifique la variable

Exprese todas las cantidades
desconocidas en términos de la

Plantee el modelo

ancho del largo del _  drea del

terreno lerreno terreno
w{w + 8) = 2900
w® + 8w = 2900 Desarrollo
w' + 8w — 2900 = 0 Sustraccidn de 2900
(w — 50)(w + 58) =0 Factarizacion
w= 50 o w= —58 Propledad del producto nulo

Puesto que el ancho del terreno tiene que ser un nimero positivo, concluimos que
w = 50 pies. El largo del terreno es w + 8 = 50 + 8 = 58 pies.

Figura 2 [

Ejemplo5 Determinacion de la altura de un edificio a
aplicando los triangulos semejantes

Un hombre de 6 pies de estatura desea encontrar la altura de un edificio de cuatro
pisos. Mide la sombra del edificio y encuentra que es de 28 pies, y mide también su
propia sombra, la cual es 33 pies de largo. ;Cuél es la altura del edificio?

Solucion El problema pide determinar la altura del edificio. Sea

h = altura del edificio

Aprovechamos el hecho de que los tridngulos de la figura 3 son semejantes. Re-
cuerde que para cualquier par de tridngulos semejantes las relaciones de sus lados
correspondientes son iguales. Ahora traduzcamos estas observaciones al lenguaje
del dlgebra,

En palabras | En lenguaje algebraico
Altura del edificio h
Relacién entre la altura y la base del trigngulo mayor %
Relaci6n entre la altura y la base del trigngulo menor T

Como el trifingulo mayor y el menor son semejantes, obtenemos la ecuacién

proporcion entre la alturay la  _  proporcién entre la altura y la

base en el tridngulo grande base en el tridngulo pequefio
h_6
28 3
L

3.5
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El edificio es de 48 pies de alto.

Figura 3

Ejemplo6 Mezclas y concentracion

Un fabricante de bebidas refrescantes afirma que su naranjada tiene “saborizante
natural”, aunque contiene s6lo 5% de jugo de naranja. Una nueva ley federal es-
tablece que para que se le llame “natural” a una bebida ésta debe contener por lo
menos 10% de jugo de fruta. ;Cudnto jugo natural puro debe agregar este fabri-
cante a los 900 galones de bebida de naranja para apegarse a la nueva
reglamentacion?

Solucion El problema pide determinar la cantidad de jugo de naranja puro que
se debe afiadir.
Sea

Identifique la variable x = la cantidad (en galones) de jugo de naranja puro que se tiene que afiadir

En cualquier problema de este tipo, en el cual se mezclan dos sustancias diferentes,
un diagrama ayuda a organizar la informacién dada (véase la figura 4).

+
il

5% de jugo 100% de jugo MURge Ueo

Volumen ) ealones

_antidad S8 de 900 calones 1009 de v ealones 109 de 900 v ealones
1% s | | 1
de jugo de 15 ealon ¢ palones | WM

naranja

Figura 4
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Exprese todas las cantidades
desconocidas en términos de la
variable

Plantee el modelo

Luego traducimos la informacidn que se da en la figura al lenguaje del dlgebra.

En palabras En el lenguaje algebraico
Cantidad de jugo de naranja que se tiene que afiadir X

Cantidad de la mezcla 900 + x

Cantidad de jugo de naranja en el primer recipiente 0.05(900) = 45
Cantidad de jugo en el segundo recipiente lex=x

Cantidad de jugo de naranja en la mezcla 0.10(900 + x)

Para plantear ¢l modelo, aprovechamos el hecho de que la cantidad total de jugo de

naranja en la mezcla es igual al jugo de naranja en los primeros dos recipientes.

cantidad de jugo cantidad de jugo de cantidad de jugo
de naranjaenel + naranja en el = de naranja en la
primer recipiente segundo recipiente mezcla

45+ x=0.1(900 + x) Seaginlafigura 4

45+ x=90+ 0.1x Multiplicacién
0.9x = 45 Sustraccidn de
Oz y 45
4
x= 2 - 50 Divisidn entre 0.9
0.9
El fabricante debe afiadir 50 galones de jugo de naranja puro a la bebida. ]

Compruebe su respuesta
cantidad de jugo antes de la mezcla = 5% de 900 galones + 50 galones de jugo puro
= 45 galones + 50 galones = 95 galones

cantidad de jugo después de la mezcla = 10% de 950 galones = 95 galones
Las cantidades son iguales. v

m Tiempo necesario para hacer un trabajo

Debido a una fuerte tormenta imprevista, el nivel del agua en una presa se debe re-
ducir un pie. La apertura de la compuerta A reduce el nivel a esa cantidad en 4 ho-
ras, pero la apertura de la compuerta mis pequeiia B permite el desalojo en 6 horas.
(Cudnto tiempo se necesita para bajar el nivel del agua un pie si se abren ambas

compuertas?

Soluciéon Se pide determinar el tiempo que se requiere para bajar el nivel un pie
si ambas compuertas se abren. Sea entonces

x = el tiempo en horas que se requiere para bajar el
nivel un pie si ambas compuertas se abren

Encontrar una ecuacion que relacione x con las otras cantidades de este problema
dificil.
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Plantee el modelo
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Claro que x no es simplemente 4 + 6, porque eso significaria que juntas las dos
compuertas requeririan méds tiempo para bajar el nivel del agua que una sola.
Entonces, examinemos la fraccidn del rrabajo que puede hacer cada una de las
E'ﬂmpﬂf”ﬂ.'i £ Mg ﬁﬂm.

En palabras En lenguaje algebraico
Tiempo gue necesitan las compuertas A y B juntas xh
para bajar el nivel 1 pie
Nivel que baja A en 1 h | de pie
Nivel que baja B en 1 h ! de pie
Nivel que bajacon A v B juntasen | h ! de pie

Ahora planteamos el modelo.

parte que efectiia A + parte queefectia B = parte que efectiian ambas
1 1 1
s

Ix+2x=12 Multiplicacién por el

ML, 12w
5x =12 Adicidn
12
x= 3 Divisidn entre 5
Se necesitan 23 horas, 0 2 h 24 min bajar el nivel un pie si se abren ambas com-
puertas. ]

El siguiente ejemplo trata de la distancia, rapidez (velocidad) y tiempo. La
férmula que se debe tener presente es

| distancia = rapidez X tiempo !

Lo—

donde la rapidez es velocidad constante o velocidad promedio de desplazamiento de

un objeto. Por ejemplo, manejar a 60 millas por hora durante 4 horas representa una
distancia de 60 - 4 = 240 millas.

"Ejemplo8 Un problema de distancia-velocidad-tiempo

Un avién volé desde Nueva York a Los Angeles, una distancia de 4 200 km. La
velocidad para el viaje de regreso fue de 100 km/h mds ripido que la velocidad de
ida. Si el viaje total dura 13 horas, ;cudl es la velocidad del avién desde Nueva York
a Los Angeles?

Solucién  Se pide la velocidad del avién de Mueva York a Los Angeles. Hagamos
s = velocidad de Nueva York a Los Angeles
Entonces s + 100 = velocidad desde Los Angeles hasta Nueva York

En seguida organizamos la informacién en una tabla. Primero llenamos la
columna “Distancia”, porque sabemos que entre las ciudades hay 4200 km. Luego
llenamos la columna “Velocidad™, ya que hemos expresado ambas velocidades en
términos de la variable 5. Por dltimo, calculamos las entradas para la columna

“Tiempo" mediante

e distancia
PO = elocidad
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Exprese las cantidades desconocidas
en términos de la vanable

Plantee el modelo

Distancia (km) Velocidad (km/h) Tiempo (h)
N.Y. a LA, 4200 s =
L.A. a N.Y. 4200 s+ 100

El viaje total dura 13 horas, de modo que tenemos el modelo

tiempo desde | tiempo desde _  tiempo
N.Y.aL.A. LA . aN.Y total

4200 i 4200 >
5 £+ 100

13

Al multiplicar por el comiin denominador, s(s + 100), obtenemos

4200(s + 100) + 42005 = 13s(s + 100)
84005 + 420 000 = 135* + 13005
0 = 13s* — 7100s — 420 000

Aungque esta ecuacion se puede factorizar, con cantidades tan grandes quizd sea mds
rdpido usar la férmula cuadritica y una calculadora.

7100 = V/(=7100)* — 4(13)(—420 000)

’ 2(13)
7100 + 8500
26
—~ 1400
= 600 - ~ —538
g o 4575

Puesto que s representa la velocidad, rechazamos la respuesta negativa y con-
cluimos que la velocidad del avién desde Nueva York hasta Los Angeles fue
de 600 km/h. =

Ejemplo9 Energia que gasta al volar un ave

Los ornitologos han determinado que algunas especies de aves evitan volar sobre
cuerpos de agua grandes mientras haya luz del dia porque, por lo general, el aire se
eleva durante el dia sobre el suelo, pero desciende sobre el agua, de modo que volar
sobre el agua requiere mds energia. Un ave es liberada en el punto A en una isla, a
5 millas de B, el punto mds cercano sobre una orilla recta de la playa. El ave vuela
hasta el punto C sobre la orilla de la playa y luego a lo largo de la playa hasta una
zona D donde anida, segin se ilustra en la figura 5. Suponga que el ave tiene

170 kcal de reservas de energia. Utiliza 10 kcal/milla al volar sobre tierra y

14 kcal/milla al volar sobre agua.

a) ;Ddnde se debe ubicar el punto C para que el ave utilice exactamente 170 kcal
de energia durante su vuelo?

b) ;Tiene el ave suficientes reservas de energia para volar de manera directa desde
A hasta D7
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Solucion
a) Se pide determinar la ubicacién de C. De modo que

x = distancia desde B hasta C
De acuerdo con la figura y por el hecho de que
energia usada = energia por milla % millas voladas

determinamos lo siguiente:

En palabras En lenguaje algebraico
Distancia desde B hasta C x
Distancia de vuelo sobre el agua (desde A hasta C) Vx4 25 Teorema de Fitdgoras
Distancia de vuelo sobre tierra (desde C hasta D) 12 —x
Energia utilizada sobre el agua 14Vx? + 25
Energia usada sobre tierra 10{12 — x)
Ahora establecemos el modelo.

usada sobre el agua sobre tierra

energia total _  energia usada | energia usada

170 = 14V x* + 25 + 10(12 — x)

Para resolver esta ecuacién, eliminamos primero la raiz cuadrada pasando todos
los otros términos a la izquierda del signo de igual y luego elevamos al
cuadrado ambos miembros.

—_ S gisla & térming da e rale
170 - I[H:lz 2t Ij =14 -Tl + 25 :'-E:.=I-.-1='-'.F:-.'-|F'I :'::'.! _"""l-.:; rr'-iﬂﬂlﬂ';.';r
50 + 10x = 143 "'I_:I_'I + 25 f'.-lr*'.r*!ri:-.;'-l;':{:ﬁ el primer mizmbro
- 2y 2 Se elevan al cuadradp ambos
(50 + 10x)° = (14)(x* + 25) kR
2500 + 1000x + 100x* = 19627 + 4900 Desarrollo

Todos los térmings se pasan al

[ATIETIET Lerming

0 = 96x° — 1000x + 2400

Esta ecuacion se puede factorizar, pero como las cantidades son muy grandes
es mids sencillo usar la férmula cuadritica v una calculadora:

1000 = V(—1000)* — 4(96)(2400)
N 2(96)

X

_ 1000 = 280 _
192

Lt | bt

6 o bien 3

El punto C debe estar a 63 millas 0 a 3; millas de B para que el ave utilice
exactamente 170 kcal de energia durante su vuelo.

b) De acuerdo con el teorema de Pitdgoras (véase la pdg. 54), la longitud de la ruta
desde A hasta D es V5% + 12° = 13 millas, de modo que la energia que el ave
requiere para esa ruta es 14 X 13 = 182 keal. Esto es mids de lo que tiene
¢l ave reservado, de modo que no puede irse por esa ruta. ]
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1-12 ® Exprese la cantidad dada en términos de la variable
indicada.
1. La suma de tres enteros consecutivos;
de los tres

f = primer entero

2. La suma de tres enteros consecutivos,  # = @nfero interme-

dio de los tres

3. El promedio de tres calificaciones de exdmenes si las
primeras dos calificaciones son 78 y 82; 5 = tercera
calificacion

4. El promedio de cuatro calificaciones si cada una de las tres
primeras es 8; g = cuarta calificacion

5. El interés obtenido después de un afio de una inversitn al
21% de interés simple anual; x = cantidad de délares
invertida

6. La renta total pagada por un departamento si la renta es de
795 dolares al mes; n = cantidad de meses

1. El drea en pies cuadrados de un rectingulo cuyo largo es
tres veces su ancho; w = ancho del rectingulo en pics

8. El perimetro en cm de un rectdngulo cuyo largo es 5 cm
mayor que su ancho; w = ancho del rectingulo en cm

9, La distancia en millas que recorre un automovil en 45 min;
5 = velocidad del vehiculo en millas por hora

10, El iempo en horas que se requiere para viajar una distancia
dada en 55 millas’h; d = distancia dada en millas

11, La concentracion en onzas por galon de sal en una mezcla
de 3 galones de salmuera que contienen 25 onzas de sal, a la
cual se le ha afadido agua pura; x = volumen de agua
pura adicionada en galones

12. El valor en centavos del cambio que hay en una bolsa que
contiene ¢l doble de monedas de cinco centavos que de
monedas de un centavo, cuatro monedas mas de diez cen-
tavos que de monedas de 5 centavos y la misma cantidad de
monedas de 25 centavos que de monedas de 10 y de 5 cen-
tavos combinadas; p = cantidad de monedas de a centavo

Aplicaciones
13, Problema de numeros Encuentre tres enteros consecu-
tivos cuya suma sea 156.

14. Problema de numeros Encuentre cuatro enteros im-
pares conseculivos cuya suma sea 416.

15. Problema de nimeros Calcule dos nlimeros cuya suma
es 55 y cuyo producto es 634,

16. Problema de nimeros La suma de los cuadrados de dos
enteros pares consecutivos es 1252, Encuentre los enteros,

17. Inversiones Phyllis invirtid 12 000 délares; una parte
gana un interés saimple de 4%‘5& por afio v el resto gana una
tasa de 4% anual. Después de un afio, el interés total ganado

M

por las inversiones es de 523 délares. [ Cudnto dinero invir-
tid a cada tasa?

18. Inversiones 5i Ben invierte 4000 ddélares a 4% de interés
anual, ;cudnto dinero adicional debe invertir a un interés de
51% anual para que el interés que reciba cada afio sea 41%
de la cantidad total invertida?

19. Inversiones ;Qué tasa de interés anual tendria que tener
usted sobre una inversion de 3500 ddlares para asegurar que
recibe 26250 délares de interés después de un afio?

20. Inversiones Jack invierte 1000 dolares a una cierta tasa
de interés anual, e invierte otros 2000 délares a una tasa
anual que es 0.5% supertor. 51 recibe un total de 190 ddla-
res de interés en un afo, ja qué tasa estdn invertidos los
1000 délares?

21. Salarios Una ejecutiva de una compaiiia de ingenieria
tiene un salario mensual mds un bono para la Navidad de
8300 délares. 51 gana un total de 97 300 délares al afio,
;cudl es su salario mensual?

12, Salarios Una mujer gana 15% mds que su marido. Entre
los dos juntan 69 875 ddlares al afio. ;Cudl es el salario del
marido al afio?

Herencias Craig estd ahorrando para comprar una casa

para ir de vacaciones. Heredd algin dinero de un tio rico, y

lo junta con los 22 (KN délares que ya tenia v duplica el

total mediante una inversién afortunada. Al final tiene
reunidos 134 000 dolares, lo suficiente para comprar una
cabafia en un lago. [ Cudnto dinero heredd?

24. Tiempo extra Helen gana 7.50 délares por hora en su
trabajo, pero si trabaja mds de 35 horas a la semana, se le
paga 11 veces su salario regular por las horas de tiempo
extra trabajadas. Una semana obtiene un salario bruto de
352.50 dolares. ;Cudntas horas de tiempo extra trabajo esa
semana’

25. Costo de la mano de obra Un plomero y su ayudante
trabajan juntos para reemplazar la tuberia de una casa vieja.
El plomero gana 45 délares por hora por su trabajo y
25 dolares su ayudante. El plomero trabaja el doble del
tiempo que su ayudante y el cargo final por mano de obra es
de 4025 ddlares. ; Cudnto tiempo trabajaron el plomero v su
ayudante en esta casa?

26. Una carrera de jonrones Durante su carrera en las ligas
mayores, Hank Aaron lanzé 4] jonrones més que Babe Ruth
¢en toda su carrera, Entre los dos colocaron 1459 jonrones.
. Cudntos jonrones colocd Babe Ruth?

27. Acertijo Un actor de cine, decidido a no revelar su edad,
le dijo el siguiente acertijo a un articulista de chismes:
“Hace siete afios, yo tenia once veces la edad de mi hija.
Ahora tengo cuatro veces la edad de ella.” ;Cudnios afios
tenia ¢l actor?

28. Acertijo Un papd tiene cuatro veces la edad de su hija.
Dentro de 6 afios, €] tendri tres veces la edad de ella, ;Qué
edad vene su hija ahora?



29, Valor de las monedas Una bolsa con cambio contiene
una cantidad igual de monedas de 1 centavo, 5 y 10 centa-
vos. El valor total de las monedas es 1.44 délares. ;Cudntas
monedas de cada tipo contiene la bolsa?

30. Valor de las monedas Mary tiene 3 dolares en mone-
das de 5, 10 y 25 centavos. Si tiene el doble de monedas
de 10 centavos que de monedas de 25 y cinco monedas de
5 centavos que de 10 centavos, ; cudntas monedas de cada
tipo tiene?

31. Ley de la palanca En la figura se ilustra un sistema de
palancas, similar al sube y baja que usted encuentra en los
parques para nifios. Para que el sistema se equilibre, el pro-
ducto del peso por la distancia a partir del punto de apoyo
debe ser igual en cada lado. Es decir,

WX = Whaiy

Esta ecuacion recibe el nombre de ley de la palanca, y fue
descubierta por Arquimedes (véase la pig. 748).

Una mujer y su hijo estin jugando en un sube y baja. El
muchacho estd en un extremo, a 8 pies del punto de apoyo.
Si el hijo pesa 100 libras y la madre pesa 125 libras, jdénde
debe colocarse la mujer para equilibrar el sube y baja?

32. Ley de la palanca Un tablén de 30 pies de largo se apoya
en la azotea de un edificio; 5 pies del tablén sobresalen de la
orilla segtin se muestra en la figura. Un trabajador que pesa
240 libras se sienta en el otro extremo del tablon. ;Cudl es
el peso mis grande que se puede colgar en ¢l extremo gue
sobresale del tabldn si tiene que estar en equilibrio? Aplique
la ley de la palanca establecida en el ejercicio 31.
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33, Longitud y drea Calcule la longitud x de la figura. Se
proporciona el drea de la regién sombreada.

(@) : L] B
| ligaai o
| | 14 pulg.
10 em | | ‘ ,
S I 13 pulg.
| x| x
' i J e e
drea = 144 cm? drea = 160 pulg.’

3. Longitud y drea Determine la longitud y de la figura. Se
proporciona el drea de la regidn sombreada.

) 7 i __W b) ||
| i y

¥y ¥ |
Yy o e |
i .
drea = 120 pulg. 1 om
drea = 1200 cm?

35. Largo de un jardin  El ancho de un jardin rectangular es
de 25 pies. 51 el drea es de 1125 pies cuadrados, ;cudl es el

largo del jardin?

36. Ancho de un terreno de pastura El largo de un terreno
de pastura es el doble del ancho. Su drea es 115 200 pies
cuadrados. ; Codnto mide de ancho el terreno?

37. Dimensiones de un terreno  Un terreno de forma cua-
drada tiene una construccién de 60 pies de largo por 40 pies
de ancho en una esquina. El resto del terreno es un estacio-
namiento. Si el drea del estacionamiento es de 12 000 pies
cuadrados, ; cudles son las dimensiones de todo el terreno?

38. Dimensiones de un terreno  El largo de un terreno de
medio acre es cinco veces lo que mide el ancho. jCudles son
las dimensiones? [Nota: 1 acre = 43 560 pies cuadrados. |

39. Dimensiones de un jardin Un jardin rectangular mide
10} pies méds de largo que lo que mide de ancho. Su drea es
de 875 pies cuadrados. ; Cudles son sus dimensiones?



T0

40.

41.

45.

CAPITULO 1 Fundamentos

Dimensiones de una habitacion Una recdimara rectan-
gular mide de largo 7 pies mds de lo que mide el ancho. Su
drea es de 228 pies cuadrados. [ Cudl es el ancho de la
habitacion?

Dimensiones de un jardin  Un granjero tiene un terreno
rectangular para jardin, rodeado por una cerca de 200 pies.
Determine la longitud y la anchura del jardin si el drea es de
2 400 pies cuadrados.

Dimensiones de un terreno  El largo de una parcela
mide 6 pies més que el ancho. Cada diagonal mide 174 pies.
{Cuiles son las dimensiones de la parcela?

Dimensiones de un terreno  El ancho de una parcela
rectangular mide 50 pies. Una diagonal mide 10 pies mis
que el largo de la parcela. ;Cudl es el largo de la parcela?
Dimensiones de una pista Una pista para carreras
tiene la forma que se ilustra en la figura, con lados rectos

y extremos semicirculares. Si la pista mide en total 440
yardas y los dos lados rectos miden 110 vardas de largo,
;cudl es el radio de las partes semicirculares, aproximado a
la yarda mds cercana?

- 110 yardas —»

Marco para una pintura Alejandro pinta una acuarela
en una hoja de papel de 20 por 15 pulg. Luego coloca su
acuarela sobre una base de modo que quede una franja de un
ancho uniforme alrededor de la pintura. El perimetro de la
base es de 102 pulg. ; Cudnto mide el ancho de la franja que
rodea a la acuarela?

15 pulg.

- .
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Ancho de un terreno con césped Se va a construir una
fibrica en un terreno que mide 180 por 240 pies. El
reglamento de construccién local sefiala que debe rodear a
la fdbrica un terreno con césped de ancho uniforme y de
drea igual al drea de la misma. ;Cudl debe ser el ancho de
esta zona de césped y cuiles las dimensiones de la fibrica?

Alcance de una escalera Una escalera de 191 pies se
apoya contra una construccidn. La base de la escalera estd a
7! pies a partir del edificio. ;Qué altura del edificio alcanza
la escalera?

Altura de un asta de bandera Un asta estd asegurada
por dos tensores de alambre, opuestos entre si. Cada tensor
mide 5 pies mads que el asta. La distancia entre los puntos
donde se fijan los tensores al suelo es igual a la longitud de
un tensor. [ Cudl es la altura del asta, aproximada a la pul-
gada mas cercana?

Longitud de una sombra Un hombre se aleja cami-
nando de un poste cuya luminaria estd a 6 m por arriba del
suelo, El hombre tiene una estatura de 2 m. ;Cudnto mide
la sombra del hombre cuando estd a 10 m del poste?

[Sugerencia: aplique tridngulos semejantes. ]




50. Altura de un arbol

L
LA

Un aserrador estima la altura de un
drbol alto midiendo primero un drbol pequefio alejado

125 pies del drbol alto; luego se desplaza de tal manera que
sus 0jos estén en la visval de las copas de los drboles y mide
después qué tan lejos estd del drbol pequefio (véase la figura).
Suponga que el drbol pequedio mide 20 pies de altura, el
hombre estd a 25 pies del drbol pequefio y sus ojos estin a

5 pies por arriba del suelo. ; Cudnito mide el drbol mds alin?

.___,.r-*
Al
.-""ff
£
._’_..--‘
..--“'-H-r-‘
I J-"'-— 20 pies
3 pie
¥ L f
+— 25 pies .-!-. 125 pies .

. Compra de una casa Un grupo de amigos decide com-
prar una casa para ir de vacaciones de 120 000 délares, para
lo que compartirdn los gastos en partes iguales. 51 pueden
encontrar una persona més que se les una, cada uno contni-
buird con 6 000 délares. ;Cudntas personas forman el grupo?

. Problema de mezclas ;Qué cantidad de una solucidn
dcida al 605% se tiene que mezclar con una solucidn al 30%
para producir 300 ml de una solucidn al 50%7

53, Problema de mezclas Un joyero tiene cinco anillos,

cada uno pesa 18 g, y son de una aleacién de 10% de plata y
90% de oro. Decide fundir los anillos y afladir suficiente
plata para reducir el contenido de oro a 75%. ;Cudnta plata
debe afiadir?

. Problema de mezclas Un olla contiene 6 litros de
salmuera a una concentracién de 120 g/L. ;Cuénta agua se

debe evaporar por ebullicién para que la concentracidn

sea de 200 g/L.7

Problema de mezclas El radiador de un automdvil estd
lleno con una solucidn de 60% de anticongelante y 40% de
agua. El fabricante del anticongelante recomienda que, en
verano, el enfriamiento dptimo del motor se logra con sélo
50% de anticongelante. Si la capacidad del radiador es de

3.6 litros, jcuanto anticongelante se debe extraer para reem-
plazarlo con agua para reducir la concentracidn del anti-

congelante al nivel recomendado?

. Problema de mezclas Un centro de salud aplica una
solucidn de blanqueador para esterilizar las cajas de Petri

en las que crecieron cultivos. El recipiente de esterilizacion
contiene 100 galones de una solucidn de blanqueador co-
miin para uso doméstico al 2% mezclado con agua pura
destilada. Las nuevas investigaciones sefialan que la concen-
tracidn del blanqueador debe ser de 5% para conseguir una
esterilizacitn completa. ;Cudinta de la solucién se debe ex-

),
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. Problema de mezclas
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traer v reemplazar con blangueador para incrementar el con-
tenido de éste y tener el nivel recomendado?

Una botella contiene 750 ml de
ponche de frutas con una concentracion de jugo de frutas
puro al 50%. Jill toma 100 ml del ponche y luego vuelve a
llenar la botella con una cantidad igual pero de una marca
més barata de ponche, si la concentracitn de jugo en la
botella se redujo ahora a 48%, jcudl es la concentracion del
ponche gue Jill afiadid?

Problema de mezclas Un comerciante mezcla té que
vende a 3 délares una libra con té que vende a 2.75 ddlares
la libra para producir 80 libras de una mezcla que vende a
2.90 ddélares la libra. ;Cudntas libras de cada tipo de té debe
usar ¢l comerciante en su mezcla?

. Trabajo compartido Candy y Tim comparten una ruta

de entrega de periddicos. Candy tarda 70 min en entregar
todos los periddicos, ¥ Tim se tarda 80 min. ; Cuodnto se tar-
dan los dos cuando trabajan en forma conjunta?

Trabajo compartido Stan e Hilda pueden podar el pasto
en 40 min si trabajan juntos. i Hilda trabaja el doble de
rdpido que Stan, ;cudnto se tardard Stan en podar €l solo el
césped?

Trabajo compartido Betty v Karen fueron contratadas
para pintar las casas de una unidad habitacional. 51 trabajan
juntas, las mujeres pueden pintar una casa en dos tercios del
tiempo que se tarda Karen si trabaja sola. Beity se tarda 6 h
en pintar una casa sola. ;Cudnto se tarda Karen en pintar
una casa si trabaja sola?

Trabajo compartido Bob y Jim son vecinos y utilizan
mangueras de las dos casas para llenar la piscina de Bob. Ya
saben que se requieren I8 h $1 se usan ambas mangueras.
También saben que si se usa sélo la manguera de Bob, se
tarda 20% menos de tiempo que cuando se utiliza la
manguera de Jim sola. ;Cudnto tiempo se requiere para
llenar la piscina con cada una de las mangueras?

Trabajo compartide Cuando Henry e Irene trabajan
juntos pueden lavar todas las ventanas de sucasaen | h

48 min. Si Henry trabaja solo, se tarda 1] mds gue Irene en
hacer el trabajo. ; Cudnto tarda cada persona sola en lavar
todas las ventanas?

Trabajo compartido Jack, Kay y Lynn entregan folletos
de propaganda en un poblado pequefio. Si cada uno de
ellos trabaja solo, Jack tarda 4 h en entregar todos los fo-
lletos, y Lynn se tarda una hora méds que Kay. 51 trabajan
juntos, pueden entregar toda la propaganda en 40¢% del
tiempo que tarda Kay cuando trabaja sola. | Cudnto tarda
Kay en entregar toda la propaganda ella sola?

. Distancia, velocidad y tiempo Wendy emprende un

vigje desde Davenport hasta Omaha, que es una distancia de
300 millas. Viaja una parte por autobads, el cual llega a la
estacion del tren justo a tiempo para que Wendy continide su
viaje por tren. El autobds viajd a una velocidad promedio
de 40 millas por hora y ¢l tren se mueve a una velocidad de
60 millas por hora. El viaje completo dura 55 h. ;Cudnto
tiempo pasd Wendy en el tren?
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Distancia, velocidad y tiempo Dos ciclistas separados
por 90 mullas, inician al mismo Gempo un viaje para encon-
trarse. Uno se desplaza el doble de rdpido que el otro. Si se
encueniran 2 h después, ;a qué velocidad promedio viajé
cada ciclista?

Distancia, velocidad y tiempo Un piloto vuela un
avion desde Montreal a Los Angeles, que es una distancia
de 2500 millas. En el viaje de regreso la velocidad promedio
fue de 20% mas alta que la velocidad de 1da. El viaje redon-
do dura 9 h 10 min. ;Cuil fue la velocidad de Montreal a
Los Angeles?

Distancia, velocidad y tiempo Una mujer que maneja
un automdvil de 14 pies de largo va a rebasar a un camidn de
carga de 30 pies de largo. El camién va a una velocidad de
50 millas/hora. ;Qué tan ripido debe ir la mujer en su au-
tomévil para que pueda rebasar por completo al camidn en
6 5, de acuerdo con la posicidn que se muestra en la figura
{a) hasta la posicidn de la figura (b)? [Sugerencia: utilice
pies y segundos en lugar de millas y horas. ]

Distancia, velocidad y tiempo Un vendedor viaja desde
Ajax a Bamington, que es una distancia de 120 millas, a
una velocidad constante. Después aumenta su velocidad

10 millas/h para viajar las 150 millas desde Barrington hasta
Collins. Si la segunda parte de este viaje tarda 6 min més
que la primera parte, ;ja qué velocidad viajé de Ajax a
Barrington?

Distancia, velocidad y tiempo  Kiran fue en automdvil
desde Tortula a Cactus, que es una distancia de 250 millas.
Luego aumentd su velocidad 10 millas/hora para el viaje

de 360 millas entre Cactus y Dry Junction. Si todo el reco-
rrido dura 11 h, jcudl fue la velocidad desde Tortula hasta
Cactus?

Distancia, velocidad y tiempo La tripulacidn de una
lancha tarda 2 h 40 min remar 6 km corriente arriba y
regresar. Si la velocidad de la corriente es de 3 km/h, jcudl

72,
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fue la velocidad de remado de la tripulacion en aguas
tranquilas?

Velocidad de un bote Dos naves pesqueras salen de un
puerto al mismo tiempo, una viaja hacia el este y otra hacia
el sur. El bote que viaja hacia el este se desplaza a una
velocidad de 3 millas/h mds ripido gue el que va al sur.
Después de dos horas los botes estin separados 30 millas.
Calcule la velocidad del bote que va hacia el sur.

Dimensiones de una caja Una caja de madera contra-
chapada tiene un volumen de 180 pies clibicos. El largo
mide de 9 pies mis que su altura y su anchura mide 4 pies
menos que su aliura, ;Cudles son las dimensiones de

la caja?

x—=4

Radio de una esfera Un joyero tiene tres esferas sdlidas
¥ pequefias de oro, de 2 mm, 3 mm y 4 mm de radio. El
Joyero decide fundirlas y hacer una sola esfera con ellas.

L Cuil serd el radio de la esfera resultante?

Dimensiones de una caja Una caja de base cuadrada vy
sin tapa se hace con una pieza cuadrada de cartulina, en la
que se recortan cuadrados de 4 pulg en cada esquina, y se
doblan los lados segin se muestra en la figura. La caja ten-
drd un volumen de 100 pulg®. ; De qué tamafio tiene que ser
la cartulina que se requiere?




T6.

78.

Dimensiones de una lata Una lata cilindrica tiene un
volumen de 407 cm’ y mide 10 cm de altura. [ Cudl es el

didmetro? [Sugerencia: aplique la férmula del volumen que
se encuentra en los forros interiores de este libro.]

T

10 cm

o .

Radio de un recipiente Un recipiente esférico tiene
una capacidad de 750 galones. Apligue el hecho de que un
galdn es casi 01337 pies cibicos, y determine el radio del
depdsito con aproximacidn a la centésima de pie mis
cercana.

Dimensiones de un terreno  Un terreno urbano tiene la
forma de un triingulo rectingulo cuya hipotenusa es de

7 pies mds grande gque uno de los catetos. El perimetro del
terreno es de 392 pies. ; Cudnto mide ¢l otro cateto?

Costos de construccion El pueblo de Foxton queda a
10 millas al norte de una carretera abandonada que va del
este al oeste que sale de Grimley, segiin se muesira en la
figura. El punto de la carretera abandonada mids cercano a
Foxton estd a 40 millas de Grimley. Las autoridades del
condado estin por construir una nueva carretera que una los
dos pueblos. Ya calcularon que restaurar la carretera vieja
costaria 100 000 délares por milla, y que la construccidn de
una nueva costaria 200 (00 délares por milla. ;Cudnto de la
carretera abandonada se podria aprovechar, segiin la figura,
si las autondades pretenden gastar exactamente 6.8 mllo-
nes? ; Costaria menos que esta cantidad construir una nueva
carretera que una en forma directa los pueblos?

80.

Distancia, velocidad y tiempo Un paseo es paralelo a la
orilla de una playa recta v estd a 210 pies tierra adentro
desde dicha orilla. Una playa arenosa estd situada entre el
paseo y la orilla. Un hombre estd parado en el paseo, exacta-
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mente a 750 pies de su sombrilla que estd al otro lado de la
arena; la sombrilla estd sobre la orilla de la playa. El hom-
bre camina a 4 pies/s por el paseo y a 2 pies/s sobre la arena.
{ Cudnto debe caminar por el paseo antes de cambiar de di-
reccidn y caminar sobre la arena si quiere llegar a su som-
brilla en exactamente 4 min 45 57

81. Volumen de cereales El grano estd cayendo desde un

82.

canalon sobre el suelo v forma un monton en forma de cono
cuyo didmetro es siempre el tnple de su altura, [ Qué altura
tiene el montdn, aproximada a la centésima mds cercana de
un pie, cuando contiene 1000 pies cibicos de grano?

Monitores de TV Dos televisores estin colocados uno al
lado del otro en un aparador de una tienda de aparatos elec-
trdnicos. La altura de la pantalla es la misma. Uno tiene una
pantalla ordinaria que mide 5 pulg més de ancho que el
largo. El otro tiene una pantalla mds amplia y de alta defini-
citn, que mide de ancho 1.8 veces la altura. La diagonal de
la pantalla més ancha mide 14 pulg mds que la diagonal

de la pantalla mis pequefia. ;Cudl es la altura de las pan-
tallas aproximada hasta la décima de pulgada mas cercana?
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Dimensiones de una estructura Un contenedor para al-
macenar maiz consta de una pane cilindrica fabncada con
iela de alambre y una cubierta cénica de estafio, como se
muesira en la figura. La altura de la cubieria es de un tercio
de la altura total de la estructura. Si el volumen total de esta
estructura ¢s de 14007 pies cibicos y su radio es de 10 pies,
jcudl es la altura total? [Sugerencia: utilice las formulas

del volumen que se encuentran en los forros interiores de
este libro. |
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Comparacion de dreas Un alambre de 360 pulg de
largo se corta en dos partes. Con una parte se forma un
cuadrado y con la otra un circulo. Si las dos figuras tienen la
misma drea, ;cudnto miden de largo los dos trozos de alam-
bre? Exprese los resultados a la décima mis cercana de una
pulgada.

Un antiguo problema chino Este problema se tomé de
un libro chino de matemdticas llamado Chui-chang suan-
shu, que quiere decir Nine Chapiers on the Mathematical
Art, que se escribid por el afio 250 antes de nuestra era.

Una vara de bamba de 10 pies de largo se parte de tal
manera que la punta toca el suelo a 3 pies de la base de
la vara, como se muestra en la figura. A qué altura se
produjo ¢l quiebre?

[Sugerencia: utilice el Teorema de Pitdgoras. |

T

Descubrimiento - Debate
86. Investigacion historica Lea las notas sobre la vida de

Pitdgoras (pdg. 54), Euclides (pdg. 532) y Arquimedes

(pdg. 748). Elija uno de estos matemdticos e investigue mds

acerca de él en la biblioteca o la Internet. Escriba un ensayo
sobre lo que encuentre, Incluya tanto informacién biogrifica

como una descripcion de los conceptos matemdticos por los
cuales se hizo famoso.

. Una ecuacion cuadratica babilonia Los antiguos

babilonios sabian cémo resolver ecuaciones cuadriticas.
En seguida se presenta un problema de una de las tablillas
con simbolos cuneiformes encontradas en una escuela de
Babilonia, que data de hace més de 2000 afios antes de
nuestra era,

Tengo una vara, no conozeo su largo. Le corté un codo,
y asi la vara cabe 6() veces en el largo de mi parcela.
Restableci a la vara lo que le habia cortado, y ahora se
ajusta 30 veces en el ancho de mi parcela. El drea de mi
parcela es de 375 nindas cuadradas. ;Cudl era la longitud
original de la vara?

Resuelva este problema. Apligue el hecho de gue
1 ninda = 12 codos.
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Ecuaciones a través de las épocas

Las ecuaciones se han utilizado para resolver problemas a través de toda la his-
toria registrada, en todas las civilizaciones. (Véase por ejemplo el ejercicio 85 de
la pagina 74.) A continuacidn presentamos un problema de Babilonia (alrededor
de 200d) afios antes de nuestra era).

Encontré una piedra, pero no la pesé. Después afiadi un séptimo v luego un onceavo
del resultado; pesé todo v encontré que pesaba una mina. ;Cudl era el peso original de
la piedra?

La respuesta dada en la tablilla es de § mina, 8 shegel, y 22! se, donde

| mina = 60 sheqgel v 1 shegel = 180 se.

En el antiguo Egipto, ¢l saber como resolver problemas planteados en pa-
labras era un secreto altamente valorado. El Papiro Rhind (alrededor de 1850
afios antes de nuestra era) contiene muchos de dichos problemas (véase pég.
716). El problema 32 en el papiro dice:

Una cantidad, su tercio, su cuarto, sumados juntos se convierten en 2. ;Cudl es la

cantidad?

La respuesta en la notacién egipciaes 1 + 4 + 76, donde la barra indica
“reciproco”, como nuestra notacitn 47,

El matemitico griego Diofanto (alrededor de 250 antes de nuestra era) es-
cribid el libro Arithmetica, el cual contiene muchos enunciados de problemas vy
ecuaciones. El matemditico indio Bhaskara (siglo X1 antes de nuestra era, véase
pag. 144) v el matemditico chino Chang Ch'iu-Chien (siglo vi antes de nuestra
era) también estudiaron y escribieron sobre ecuaciones, Naturalmente, las ecua-
ciones siguen siendo importantes en la actualidad.

1. Resuelvan el problema babilonio y demuestren que su respuesta es correcta.,
2. Resuelvan el problema egipcio y demuestren que su respuesta es correcta.

3. Los egipcios y babilonios antiguos utilizaban ecuaciones para resolver pro-
blemas pricticos. Por los problemas que se han dado aqui, jcree usted que
habrin disfrutado de plantear y resolver problemas sélo por gusto?

4. Resuelva este problema de la India del sigo X11 antes de nuestra era.

Un pavo real estd posado en lo alto de una columna de 15 codos y la guanida de
una serpiente estd al pie de la columna. El pavo ve a la serpiente cuando €sta se en-
cuentra a 45 codos de su madriguera, y se lanza en forma oblicua sobre ella cuando
se desliza hacia su agujero. ;A cudntos codos de la madriguera de la serpiente se
encuentran, suponiendo que cada uno se desplaza una distancia igual?

5. Considere este problema de la China del siglo vi.

Si un gallo vale 5 monedas, una gallina 3 monedas y tres pollos juntos valen una
moneda, ;cudntos gallos, gallinas y pollos, que hagan un total de 100, se pueden
comprar con 100 monedas?

Este problema tiene varias respuestas. Aplique el ensayo vy error para encon-
trar por lo menos una respuesta. ;| Es un problema prictico o un acertijo? Es-
criba un ensayo corto para sustentar su opinidén,

6. Escriba un ensayo corto para explicar cuiintas ecuaciones afectan su propia
vida en el mundo actual.
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LUVl Desigualdades

En el dlgebra, algunos problemas originan desigualdades en lugar de ecuaciones.
Una desigualdad es similar a una ecuacion, s6lo que en lugar de tener un signo de
igual hay uno de los simbolos <, =, = 0 =. Aqui estd un ejemplo de una desi-

gualdad:
x x+7=19 4+7=19
1 11=19 La tabla que aparece al margen muestra que algunos nimeros satisfacen la desigual-
) 15=<19 / dad y algunos nliimeros no.
3 19=<19 Resolver una desigualdad que contiene una variable quiere decir determinar to-
4 23=19 X dos los valores de la variable que hacen que la desigualdad sea verdadera. Al con-
5 271=19 X trario que en una ecuacion, una desigualdad por lo general tiene infinitas soluciones,
las cuales forman un intervalo o una unién de intervalos en la recta de los nimeros

reales. La ilustracidn que sigue muestra como una desigualdad difiere de su ecua-

cidn correspondiente:

Solucion Grifica
Ecuacién:  4x+7=19 x=3 SR
Desigualdad: 4x + 7= 19 x=3 e

Para resolver desigualdades, aplicamos las reglas siguientes para aislar la variable
a un lado del signo de la desigualdad. Estas reglas indican cudndo dos desigualdades
son eguivalentes (el simbolo <= significa “equivale a”). En estas reglas, los simbo-
los A, B y C son niimeros reales o expresiones algebraicas. Aqui establecemos las re-
glas para desigualdades que contienen el simbolo =, pero se aplican a los cuatro

simbolos de desigualdad.
Reglas de las desigualdades
Regla Descripcion
1. A=8B & A4+C=B+C Sumar la misma cantidad a cada miembro de una de-
sigualdad da una desigualdad equivalente.
2 AsSsBE & A-C=s=B-C Restar la misma cantidad de ambos miembros de una de-

sigualdad da una desigualdad equivalente.
3. 8iC>0, entonces A=<B & CA=CH Multiplicar cada miembro de una desigualdad por la
misma cantidad positiva da una desigualdad equivalente.
4. SiC<0, entonces A=RBR <& CA=CH Multiplicar ambos miembros de una desigualdad por la
misma cantidad negativa invierte la direccion de la

desigualdad.
5. SiA>0 y B>0, Obtener los reciprocos de ambos miembros de una
[ PR e desigualdad que contiene cantidades positivas invierte
o e A B la direccidn de la desigualdad.
6. SiA=EB y C=D, Las desigualdades se pueden sumar,

entonces A+ C=B+D



La muluphcacion por el mimero -
invierte la direccidn de la desigualdad,

' -
0

[ )

Figura 1

[

Figura 2
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Ponga atencidn especial a las reglas 3 y 4. La regla 3 establece que podemos
multiplicar (o dividir) cada miembro de una desigualdad por un nimero positivo,
pero la regla 4 sefiala que si multiplicamos cada miembro de una desigualdad por un
niimero regative, entonces invertimos la direccidn de la desigualdad. Por ejemplo, si

empezamos con la desigualdad

i<$h
y multiplicamos por 2, obtenemos
6 <10
pero si multiplicamos por —2, tenemos
-6 > =10

Desigualdades lineales
Una desigualdad es lineal si cada término es constante o es un miiltiplo de la va-

riable.

Ejemplo 1 Resoluciéon de una desigualdad lineal
Resuelva la desigualdad 3x < 9x + 4 y grafique el conjunto solucién.

Solucion

Ix<9x+4
Ix—Ox<O9x+4-—-9% Sustraccion de 9x
—-hxr < 4 Simplificacion
{—]3}[:—&1'} = {—%:I["d-j Multiplicacién por — g (o divisién entre —8)
x> "'% Simplificacion

El conjunto solucidn consta de todos los niimeros ma que — %, En otras pala-
bras, la solucidn de la desigualdad es el intervalo [— ¢ 00). La gréfica se ilustra en

la figura 1. .

Ejemplo 2 Resolucion de un par de desigualdades simultaneas
Resuelva las desigualdades 4 = 3x — 2 < 13,

Solucién El conjunto solucidn consiste en todos los valores de x que cumplen
tanto la desigualdad 4 = 3x — 2 y 3x — 2 < 13. Aplicando las reglas 1 y 3, vemos
que las desigualdades siguientes son equivalentes:

4=3x—-2<13
6=s3Ix <15 Slnia de 2
22x<hH Divigion antre 5
Por lo tanto, el conjunto solucidn es [2, 5), como se ilustra en la figura 2. ]

Desigualdades no lineales

Para resolver desigualdades que contienen la variable al cuadrado o a otras poten-
cias, aplicamos la factorizacidn junto con el principio siguiente.
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(.2} (2,3 (3%
0 B ]
Figura 3
Valor de Valor de
T =4
0 2 3 '
Figura 4

El signo de un producto o cociente

Si un producto o un cociente tienen un niimero par de factores negarivos, en-
tonces su valor es positivo.

Si un producto o un cociente tienen un nimero impar de factores negativos,
entonces su valor es negativo.

Ejemplo3 Una desigualdad cuadratica a

Resuelva la desigualdad x* — 5x + 6 = 0.
Solucion Primero factorizamos el primer miembro.

(x—2}x—3)=0

Sabemos que la ecuacién correspondiente (x — 2)(x — 3) = 0 tiene las soluciones
2 y 3. Como se ilustra en la figura 3, los nimeros 2 y 3 dividen la recta de los niime-
ros reales en tres intervalos: (—oo, 2), (2, 3) ¥ (3, co). Determinamos los signos de
los factores usando valores de prueba en cada uno de estos intervalos. Elegimos
un nimero dentro de cada intervalo y comprobamos el signo de los factoresx — 2 y
x — 3 en el valor seleccionado. Por ejemplo, si usamos el valor de prueba x = | para
el intervalo ( —oo, 2) mostrado en la figura 4, entonces la sustitucién en los facto-
resx—21yx—3da

x=2=1-2=-1<10

y x—3=1-3=-2<10

Ambos factores son negativos en este intervalo. (Los factores x — 2 y x — 3 cambian
de signo sélo en 2 y en 3, respectivamente, de modo que conservan sus signos
en cada intervalo. Esta es la razén de que usar un solo valor de prueba en cada in-
tervalo es suficiente.)

La siguiente tabla de signos se elaboré usando los valores de prueba x = 2% y
x = 4 para los intervalos (2, 3) y (3, co) (véase la figura 4), respectivamente. El ren-
glon final es el producto de dos factores.

Intervalo (—00,2) | (2.3) (3, oc)
Signo de x — 2 - + +

Signodex — 3 - - + |

Si lo prefiere, puede representar esta informacién sobre una recta numérica, como
en el siguiente diagrama de signos. Las lineas verticales indican los puntos en los
cuales la recta de los nimeros reales se divide en intervalos:



Figura 5
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Signodex — 2 - + 4
Signodex — 3 - - +

Signo de (x — 2){x — 3} + =

De acuerdo con la tabla o con el diagrama vemos que (x — 2)(x — 3) es ne-
gativo en el intervalo (2,3). Por consiguiente, la solucién de la desigualdad
(x—2)x—3)=Des

{x|2=x=13}=[2,3]
Estin incluidos los extremos 2 y 3 porque buscamos valores de x tales que el pro-

ducto es menor que o igual a cero, La solucidn se ilustra en la figura 5. L]

En el ejemplo 3 se ilustran los siguientes criterios para resolver una desigualdad
que se puede factorizar.

Criterios para resolver desigualdades no lineales

1. Pase todos los términos a un miembro. Si es necesario, vuelva a escribir
la desigualdad de modo que todos los términos no cero aparezcan a un lado
del signo de la desigualdad. Si el lado no cero de la desigualdad contiene co-
cientes, busque un denominador comiin,

2. Factorice. Factorice el miembro no cero de la desigualdad.

3. Determine los intervalos. Calcule los valores para los cuales cada factor
es cero. Estos nimeros dividirdn la recta numérica en intervalos. Liste los in-
tervalos determinados por medio de estos nimeros.

4. Elabore una tabla o diagrama. Ultilice los valores de prueba para cons-
truir una tabla o un diagrama de los signos de cada factor en cada intervalo.
En el iiltimo renglén de la tabla determine el signo del producto o cociente
de estos factores.

5. Resuelva. Determine la solucidn de la desigualdad a partir del dltimo

renglén de la tabla de signos. Compruebe si alguno de los extremos de los
intervalos cumplen con la desigualdad, lo cual es vilido si la desigualdad
contiene = o =)

A La técnica de factorizacién descrita en estos criterios funciona sdlo si todos los
términos no cero aparecen en un lado del simbolo de desigualdad. Si 1a desigualdad
no estd expresada en esta forma, primero vuélvala a escribir, como se indica en el
paso 1. Esta técnica se ilusira en los ejemplos que siguen.
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Es tentador multiplicar ambos
miembros de la desigualdad por | — x
(como se haria si ésta fuera una 1 +x =1
ecuacidn). Esto no funciona porgue no | R

sabemas si | = x €5 positivo 0 negalivo,  gayyeién  Primero pasamos todos los términos no cero al lado izquierdo, y luego

de modo que no podemos decir si la s :
desigtitldad ecesita ser Livestid: simplificamos usando un denominador comiin.

p 'l» Una desigualdad que contiene un cociente

(Véase el ejercicio 110.) 1 + x
=1
1 —-x
Pase los términos a un lado 1+x g FRestadeparapasartodos oo
| S = términos al primer miembro
Pty 1=—x _ )
— =0 Denominador comin 1 — x
1l —x 1—-x
l+x—1+=x p -
=0 Combinacidn de las fracciones
1 —x
2x

=0 Simplificaclén

| B
El numerador es cero cuando x = 0 y el denominador es cero cuando x = 1, de
modo que elaboramos el siguiente diagrama de signos usando los valores para
definir intervalos en la recta numérica.

=
—

Signo de 2x ~ + +

Signode 1 — x + + S

2_.
Signo de | _1 p = + =

Rosucivi A partir del diagrama vemos que la soluciénes {x| 0 = x < 1} = [0,1). Estd
incluido el extremo 0 porque la desigualdad original requiere que el cociente sea
mayor que o igual a 1. No obstante, no incluimos el otro extremo porque el co-

los intervalos de solucion para determinar si cumplen la desigualdad onginal.
. . i El conjunto solucién [0, 1) se ilustra en la figura 6. =

35 Resolucion de una desigualdad con tres factores

Resuelva la desigualdad x < .
Solucion Después de pasar todos los términos no cero a un lado de la desigual-
dad, utilizamos un comiin denominador para combinar los términos.

Pase los términos a un lado 2
x -

o
< {) Eesta de -
x—1 =1

,t[:r—l]_ 2
x—1 x—1

xt=x=-2

< [ Comin denominador x — |

7 = {) Combinacidn de fraccionss
I e

(x + l}{:—Z}‘:
x=—1

)] Factorizaciim del numerador



Determine los intervalos

Elabore un diagrama

I3

Estas propiedades se cumplen cuando x

se reemplaza por cualguier expresidn
algebraica. (En la figuras suponemos

gue ¢ = (.)
» o—— ——|
ey Y 0 (i
b | x|
Figura 8
2
[ —
0 3 3
Figura 9
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Los factores en este cociente cambian de signo en —1, 1 y 2, de modo que debemos
examinar los intervalos (—oo, —1), (=1,1),(1,2) v (2, co). Al usar los valores de
prueba, obtenemos el siguiente diagrama de signos.

- : :
Signo de x + | - + + | *
Signo de x — 2 - | - - +
Signode x — | = = + | +
Signo de = _,‘II"TI_ ) -

Como el cociente debe ser negativo, la solucidn es

(=00, =1) U (1,2)
como se ilustra en la figura 7. -
Desigualdades con valores absolutos

Aplicamos las propiedades siguientes para resolver desigualdades que contienen va-
lores absolutos,

Propiedades de desigualdades con valores absolutos

Desigualdad Forma equivalente Grafica

1. |x] <¢ —Cc < X<€ o - o
. 0 c

2 Ix|l=¢ - A% 4 - -
—p 0 c

3 [x|>c¢ X< =C 0 c<X o b o -
- 0 c

4 |x|=¢c XS~¢ 0 cSx : - -
- 0 C

Estas propiedades se pueden demostrar usando la definicién de valor absoluto.
Para demostrar la propiedad 1, por ejemplo, observe que la desigualdad | x| < ces-
tablece que la distancia desde x hasta () es menor que c, y segiin la figura 8 usted puede
observar que esto es cierto si y s6lo si x estd entre —c y ¢.

lo6 Resolucién de una desigualdad que contiene
valor absoluto
Resuelva la desigualdad |x — 5| < 2.

Solucién 1 La desigualdad |x — 5| < 2 equivale a
=2 wlip B ) Propledad 1

J<x=<17 Suma de 5
El conjunto solucién es el intervalo abierto (3, 7).

Solucion 2  Desde el punto de vista geométrico, el conjunto solucién consiste en
todos los niimeros x cuya distancia desde 5 es menor que 2. Segin la figura 9, ve-
mos que es el intervalo (3,7). .



