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Identifique la variable

Exprese todas las cantidades
desconocidas en términos de la
variable

Plantee el modelo

Ejemplo 7 . Resolucién de una desigualdad ﬁ
que contiene valor absoluto
Resuelva la desigualdad |3x + 2| = 4.
Solucién  De acuerdo con la propiedad 4 la desigualdad |3x + 2| = 4
equivale a
Ix+2=4 o bien 3+ 25—
Ixr=2 3x=—0 FestadeZ
r= % r= -2 Livision entre 3
De modo que el conjunto solucidn es
{x|x= =2 o hien xzj}-[-nn.-!]'-.l[i.m}
El conjunto se grafica en la figura 10. [ ]

Modelado con desigualdades

El modelado de problemas de la vida cotidiana da con frecuencia desigualdades
porgue estamos interesados a menudo en determinar cudndo una cantidad es més o
menos que ofra.

Ejemplo 8 = Boletos para el carnaval
Un camaval tiene dos planes de boletos.
Plan A: tarifa de entrada de 5 ddlares y 25 centavos cada vuelta en los juegos
Plan B: tarifa de entrada de 2 ddlares y 50 centavos cada vuelta en los juegos
¢ Cudntas vueltas tendria que dar para que el plan A resultara menos caro gue el plan B?

Solucion  Se pide el nimero de vueltas en los juegos para que el plan A sea
menos caro que ¢l plan B, Entonces

x = niimero de vueltas

La informacidn en el problema se podria organizar como sigue.

En palabras En lenguaje algebraico
Nimero de vuelias X

Costo con el plan A 5 + 0.25x
Costo con el plan B 2 + 0.50x

Ahora planteamos el modelo.

costo con el plan A < costo con el plan B

5 +025x <2+ 0.50x

3+ 0.25x < 0.50x Eesta de 2
3 < 0.25x Besta de 0.25x
12 < x Divigitn entre 0.25

De modo que si planea dar mds de 12 vueltas, el plan A es menos caro. L
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Ejemplo9 Escalas Fahrenheit y Celsius

Las instrucciones en un empaque de pelicula indican que la caja debe conservarse
a una temperatura entre 5°C y 30°C. ;Qué temperaturas corresponden en la escala
Fahrenheit?

Solucién La relacién entre grados Celsius (C) y grados Fahrenheit (F) la da
la ecuacién € = §(F — 32). Al expresar la condicién de la caja en términos de
desigualdades, tenemos

5<C<30

De modo que las temperaturas Fahrenheit correspondientes cumplen con las
desigualdades

S5<iF-32)<30
§:S<F-32<%:30  Multiplicacién por &

O<F-32<54 Simplificacién
9+3<F<HM+3 Suma de 52
4] < F < 86 Simplificacién
La pelicula se debe conservar a una temperatura de entre 41 y 86°F. "

Ejemplo 10 Boletos para un concierto

Un grupo de estudiantes decide asistir a un concierto. El costo de contratar a un
autobus para que los lleve al concierto es de 450 dolares, lo cual se debe repartir en
forma uniforme entre los estudiantes. Los promotores del concierto ofrecen des-
cuentos a grupos que lleguen en autobds. Los boletos cuestan normalmente 50
dolares cada uno, pero se reducen 10 centavos de dolar del precio del boleto por
cada persona que vaya en el grupo (hasta la capacidad méxima del autobus).
{Cudntos estudiantes deben ir en el grupo para que el costo total por estudiante sea
menor a 34 dolares?

Solucion  Se pide determinar el nimero de estudiantes que debe ir en el grupo.
Entonces,

& = cantidad de estudiantes en ¢l grupo

La informacion del problema se podria organizar como se indica a continuacién.

En palabras En lenguaje algebraico
Nimero de estudiantes en el grupo X
4
Costo del autobis por estudiante Tjﬂ
Costo del boleto por estudiante 50 = 0.10x
Ahora planteamos el modelo.

costo del autobiis , costo del boleto para 4
. ; 3 = =
de cada estudiante cada estudiante

4
Tﬂ]+ (50 — 0.10x) < 54
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450
Resuelva e 4 —010x<0 Sustraccion de 54
450 — 4x — 0.10x°
IA_ =< () Denominader comiin
4500 — 40x — x°
3 =<0 Multiplicacién por 10
(90 + x)(50 — x)
. <0 Factorizacién del numerador
—40) 0 50
Signo de 90 + x - + + +
Signo de 50 — x + + + _
Signo de x ~ - + +
00 + x)(50 = .
Signo de I' l',ll' - - + =

El diagrama de signos muestra gue la solucion de la desigualdad es

(—90,0) U (50, o). Debido a que no podemos tener un nimero negativo de estu-
diantes, se infiere que el grupo debe tener mis de 50 estudiantes para que el total
del costo por persona sea menor de 54 délares. =

1-6 ® Sea§ = {~2,—1,0,}, 1, V2,2, 4}. Determine cuiles 25, ~2<B—-2r= -1 2, -3=3+7=)
elementos de § cumplen con la desigualdad.
L3-2xs1 2, 2x=1=x * 5 12 T3 A TS T
J 1<2x—4=7 d =<2=3—-x<2
29-62 ® Resuvelva la desigualdad no lineal, Exprese la solucion
g 151 6 2242 <4 usando la notacién de intervalos y grafique el conjunto solucidn.
2 2 (x+2)x-3)<0  30.(x-S)x+4) =0
7-28 ® Resuelva la desigualdad lineal. Exprese la solucién A 2+ 7) =0 32. 42 -31) =0
usando la notacion de intervalos v grafique el conjunto solucidon. 3L - —I1R=0 M, P+ S5x+6>0
7. 2x~5>3 8. 3x+11<5 IS 2+ x=] 36. x*<x+2
ﬂ'.?*'.l.‘Eﬁ 1“_.5_11,_5_[6 ]T.3.I:—3.:{EIE+4 3’3—511"'3123114'2
9>+ 6 242¢>13
1L 2x+1<0 12. 0<5— 2x £ M) W2
41. <4 42, x'=9
1 3x+11=G6Ge+ 8 14. 6 —x=2x+9 43, =3P =4
15, Ix-§>2 Bix+1<i-2% 44, (x+2)(x-1)x-3)=s0
17. 4x+2<tx -1 18 i-ix=1+x 45, x’ = 4x >0 46. 16 = x’
- s £ - +
19. 4 - 3x= (1 +8x) 20, 2(7x—3)= 12x + 16 4-,';-':2,] ﬂi:r_;{ﬂ
2l.2sx+5<4 2. 5=3x-4=14 i &
49. >2 50, -2 <>

2 -1<2x—-5<7 M 1<ixr+4=16 2x+3 =3
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s, XF1_, o 3V,
x—35 -X
534{ 54 = =3
. X .
X x+ 1 *
2 3 4
88, 1 + == 56. =21
41 X x=—1 x
. L, WEaD i a
xr—1 x 2 x+1
X F =] | 1
£9. = &l + =0
x+3 x=73 x+ 1 x+2
61, x* >yt 62 x* > x?

63-76 ® Resuelva la desigualdad con valor absoluto. Exprese la
respuesta usando la notacion de intervalos y grafique el conjunto
solucidn.,

6. |x| <4 64. |3x| <15
65. |2x| > 7 66. l|x| =1
67. |[x—5|=3 68. [x+1|=1
6. |2x-3| =04 70. |5x— 2| <6
7. 1_1‘-:2 72, “+"a4

73. |x + 6| < 0.001
75. 8- |2x— 1| =6

T4 3-|2x+4|=1

76. 7lx+2|+5>4
77-80 ® Se proporciona una frase que describe un conjunto de
nimeros reales. Exprese la frase como una desigualdad que con-
tiene valores absolutos.

T7. Todos los niimeros reales x menores que 3 unidades a partir
del 0

78, Todos los nimeros reales x de mds de 2 unidades a partir
del 0

79. Todos los nimeros reales x de por lo menos 5 unidades a
partir del 7

80. Todos los nimeros reales x cuando mucho de 4 unidades a
partir del 2

81-86 ® Esti graficado un conjunto de nimeros reales. Encuen-

tre una desigualdad que contenga un valor absoluto que describa
el conjunto.

El. } ¥ } + t ¥ t < t } il
-5-4-3-2-101 2 3 4 5
H. L | T Lj T " : " L Lj _:. h
-5—4-3-2-101 2 3 4 5
Bl — e e ey
—5—4-3-2-101 2 3 4 §
B4, e e
=y =3=2=1 0 1 3% 3 % 5
85, P s e .
-5—4-3-2-101 2 3 4 5
H' 1 L] ¢ 1 # 1 ¥ 1 ¥ 1 ¥ h-
-3 —4-3=-2-101 2 3 4 §
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87-90 ® Determine los valores de la variable para la cual la
expresion estd definida como un nimero real.

87. V16 — 9x? 88. V3x? — 5x + 2
“( 1 )m m.l—x
AP -5x—- 14 2+ x

91. Resuelva la desigualdad con respecto a x, suponiendo que
a, b y ¢ son constantes positivas.

a) a(bx — ¢) = be
921. Suponga que a, b, ¢ y d son niimeros positivos tales que

b) a=bx+c<2a

a __ ¢
_‘-::_
b d
a _atc ¢
-_— o -
Demuestre que e e

Aplicaciones

93. Escalas de temperatura Aplique la relacién entre Cy F
dada en el ejemplo 9 para determinar el intervalo en la es-
cala Fahrenheit que corresponde al intervalo de temperatura
2W0W=C=30

94. Escalas de temperatura ;Qué intervalo de la escala de
Celsius corresponde al intervalo 50 = F = 957

95. Costo de la renta de un automdévil Una compaififa que
renta vehiculos ofrece dos planes para rentar un automdvil.

Plan A: 30 délares por dia y 10 centavos por milla

Plan B: 50 ddlares por dia y gratis millas recorridas
ilimitadas

i Para qué valor de millas el plan B le hard ahorrar dinero?

96, Costos de las llamadas de larga distancia Una com-
paiiia telefénica ofrece dos planes de larga distancia.

Plan A: 25 dblares por mes y 5 centavos por minuto
Plan B: 5 délares por mes y 12 centavos por minuto

(Para codntos minutos de llamadas de larga distancia el plan
B seria ventajoso desde el punto de vista financiero?

97. Costos de manejo de un automévil Se estima que el
costo anual de manejar un cierto automdvil nuevo se obtiene
mediante la formula

C = 0.35m + 2200

donde m representa la cantidad de millas recorridas al afio y
C es el costo en délares. Jane comprd uno de esos vehiculos
y decide apartar para el afto proximo entre 6400 y 7100
délares para los costos de manejo. [ Cudl es el intervalo
correspondiente de millas que puede recorrer con su nuevo
automdvil?

98. Cantidad de millas por galén de gasolina La cantidad
de millas que recorre un vehiculo particular por cada ga-
16n de gasolina, manejado a v millas por hora, se obtiene
mediante la férmula g = 10 + 0.9v — 0.01v?, siempre que v
esté entre 10 millas/h y 75 millas/. ; Para qué velocidades
la cantidad de millas recorridas por galén es 30 millas/galdn
o mds?
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99, Gravedad La fuerza gravitacional F que ejerce la Tierra

1040,

101.

102,

sobre un objeto cuya masa es de 100 kg se determina me-
diante la ecuacitn
4 000 000

all

donde 4 es la distancia en km del objeto desde el centro de
la Tierra y la fuerza F se mide en newtons (N). ; Para qué
distancias la fuerza que ejerce la Tierra sobre este objeto
estard entre 0.0004 N y 0.01 N7

F =

Temperatura de una hoguera En las cercanfas de una
hoguera, la temperatura T en "C a una distancia de x me-
tros desde el centro de la hoguera se determina mediante

600 000

r + 300
LA qué distancias del centro del fuego la temperatura serd
menor de SH0°C?

Distancia de frenado Para un cierto modelo de au-
tomédvil la distancia d que requiere para detenerse si esti
viajando a una velocidad ¢ millas'h se encuentra medianite
la férmula
2
v

d=et
donde d se mide en pies. Kerry desea que su distancia de
frenado no exceda 240 pies. ; Entre qué rango de velocidad
debe viajar?

™ 240 pies >

Ganancia de un fabricante Si un fabricante vende x
unidades de un cierto producto, sus ingresos R y sus costos
C todo en ddlares, son

R = 20x
C = 2000 + 8 + 0.0025x*
Apligue el hecho de que

ganancia = ingresos — costos

para determinar cudntas unidades debe vender para disfru-
tar de una ganancia de por lo menos 2400 ddolares.

103.

104.

105,

1046,

107.

108.

Temperatura del aire A medida que el aire seco
asciende, se expande, y al hacerlo se enfria a un ritmo de
alrededor de 1°C por cada 100 metros que sube, hasta casi
los 12 km.

a) Sila temperatura del suelo es de 20°C, plantee una fér-
mula para la temperatura a una altura A.

b) ;Que temperaturas se pueden esperar si un aeroplano
despega y alcanza una altura méxima de 5 km?

Precio del boleto de avién Una aerolinea que fleta

aviones observa que en sus vuelos del sdbado desde

Filadelfia a Londres, los 120 lugares se venderin s el precio

del boleto es de 200 ddlares, Pero por cada 3 ddlares de

incremento en el precio del boleto, los lugares vendidos

disminuirdn en uno.

a) Determine una férmula para el nimero de lugares ven-
didos si el precio del boleto es P délares.

b) En un cierto periodo, el mimero de lugares vendidos
para este vuelo varian entre 90 y 115. ;Cudl fue el in-
tervalo correspondiente de precios para el boleto?

Costo de una funcion de teatro Un barco en el rio
ofrece funciones de teatro y el viaje en autobds para gru-
pos de personas con las siguientes bases. Alquilar un auto-
biis cuesta al grupo 360 délares, que los del grupo deben
aportar por partes iguales. Los boletos para la funcién de
teatro cuestan normalmente 30 ddlares cada uno, pero se
les descuentan 25 centavos de dblar por cada persona del
grupo. ; Cudntas personas deben ir en grupo para que el
costo de la tarifa del autobis més el boleto de la funcidn
de teatro sea de menos de 39 délares por persona?

Cercado de un jardin Una mujer tiene 120 pies de una
cerca resistente a los venados. Quiere delimitar un huerto
rectangular en su terreno que mida por lo menos 800 pies
cuadrados. ; Qué valores son posibles para el largo de di-
cho huerto rectangular?

Espesor de un material laminado Una compaiiia fa-
brica laminados industniales (hojas delgadas con una base
de nailon) de 0.020 pulg. de espesor, con una tolerancia de
0.003 pulg.

a) Determine una desigualdad que contenga valores abso-
lutos y que describa el intervalo de espesores posibles
para ¢l material laminado.

b) Resuelva la desigualdad que encontrd en el inciso a).

k&
+ 0.020 pulg.

Estaturas posibles La estatura promedio de un vardn
adulto es de 68.2 pulg. y 95% de los varones adultos tiene
una altura h que cumple la desigualdad
‘ h — 63.2
2.9

Resuelva la desigualdad para determinar el intervalo de
eslaturas.

‘52



Descubrimiento - Debate

109,

JCon las potencias se conserva el orden? Sia<b,
ies a® < b*? (Compruebe tanto el valor positivo como el
negativo paraay b.) Sia < b, jes a® < b*? Con base en
sus observaciones plantee una regla general con respecto a
la relacion entre a" y b" cuando a << b y 1 es un entero
positivo.

J0ué es lo que estd mal aqui? Es tentador tratar de
resolver una desigualdad como si fuera una ecuacidn. Por
ejemplo, podriamos tratar de resolver 1 < 3/x multipli-
cando ambos miembros por x, para obtener x < 3, de

111.
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por ejemplo, x = — | estd en este intervalo, pero no satis-
face la desigualdad original. Explique por qué este método
no funciona (piense con respecto al signe de x). Resuelva
luego la desigualdad correctamente.

Uso de las distancias para resolver desigualdades
que contienen valores absolutos Recuerde que

| @ = b| es la distancia entre a y b en la recta numérica.
Para cualquier niimero x, jqué representan |x — 1|y

| x — 3|7 Apligue esta interpretacidn para resolver
geométricamente la desigualdad |x — 1| < |x = 3|.En
general, s1 @ < b, jcudl es la solucion de la desigualdad
|lx—a| < |x—b|?

modo que la solucidn seria (—oo, 3). Pero esto es falso;

El plano cartesiano lleva ese nombre
en honor al matemdtico francés René
Descartes ( 1596-165(1), aungue otro
francés, Pierre Fermat (1601-1665)
también inventd los principios de la
geometria analitca al mismo tempo.
(Véanse sus biografias en las pdginas
112 y 652.)

Aungue la notacidn para un punto

(@, b) es la misma que la notacidn para
un intervalo abierto, el contexto debe
ayudar a aclarar qué es lo que se quiere
representar,

El plano coordenade es el vinculo entre el dlgebra y la geometria. En el plano coor-
denado podemos trazar grificas de ecuaciones algebraicas. Las grificas, a su vez, nos
permiten “ver” la relacion existente entre las variables de la ecuacion. En esta seccidn
se trata el plano coordenado.

El plano coordenado

Al igual que los puntos sobre una recta se pueden representar con nimeros reales
para formar la recta numérica, los puntos sobre un plano se pueden identificar por
medio de pares ordenados de nimeros para formar el plano coordenado o plano
cartesiano. Para hacerlo, trazamos dos rectas de nimeros reales entre si vy que se
cortan en el 0 de cada recta. Por lo regular, una recta es horizontal con direccién po-
sitiva hacia la derecha y se llama eje x; la otra recta es vertical y la direccidn posi-tiva
es hacia arriba; recibe el nombre de eje y. El punto de interseccion del eje x y del eje
v es el origen O, y los dos ejes dividen el plano en cuatro cuadrantes, llamados [, 11,
II y IV en la figura 1. (Los puntos que se localizan sobre los ejes coordena-
dos no se asignan a ningtin cuadrante.)

v \ I_'FJI.
S Crrrrrrrrir
| .
[ l T l | -2, 2+ 1
- B | — .l___."._ | I — - S— ! | N S
I . .
F TTTreor
o0l " e x IR |
1 = BEES  AR R = =
111} 1V A
. = : T T8
| A I I
Figura 1 Figura 2

Cualquier punto P en el plano coordenado se puede ubicar por medio de un tnico
par ordenado de niimeros (a, b), como se muestra en la figura 1. El primer nimero
a se llama coordenada x de P, y el segundo mimero b se llama coordenada y de P.
Podemos pensar que las coordenadas de P son como su “domicilio” porque espe-
cifican su ubicacidn en el plano. En la figura 2 se muestran varios puntos con sus
coordenadas.
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Las coordenadas
son como domicilios

Las coordenadas de un punto en el
plano xy determinan exclusivamen-
te su ubicacién. Podriamos decir
que las coordenadas son como el
“domicilio” o la direccidn del pun-
to. En Salt Lake City, Utah, las di-
recciones de la mayor parte de los
edificios se dan de hecho como
coordenadas. La ciudad se divide
en cuadrantes donde la Main Street
es el eje vertical (Norte-Sur) y S.
Temple Street es el eje horizon-
tal (Este-Oeste). Una direccion tal
COmo

1760 W 2100 5

sefiala un lugar 17.6 cuadras al
oeste de Main Street v 21 cuadras
al sur de 5. Temple Street. (Es la
direccidn de la oficina principal de
correos en Salt Lake City.) Con
esie sistema logico es posible para
cualquiera que no conozca la ciu-
dad localizar de manera inmediata
cualquier direccidn, tan ficil como
cuando uno localiza un punto sobre
el plano coordenado.

JEjSmpIo1] Gréficas de regiones en el plano coordenado gresy
Describa y grafique las regiones representadas mediante cada conjunto.

a) {(x.y)|x= 0} b) {(x.¥)|y =1} ¢) {(x¥) ||yl <1}

Solucion

a) Los puntos cuyas coordenada x son 0 o positivas quedaneneleje voala
derecha de €], como se muestra en la figura 3(a).

b) El conjunto de todos los puntos con coordenada v igual a 1 es una recta hori-
zontal situada una unidad por arriba del eje de las x, como se ilustra en la
figura 3(b).

c) Recuerde que en la seccidn 1.7 se establecié que

ly| <1 si y sélo si 1yl

Entonces, la region dada consiste en aquellos puntos en el plano cuyas coorde-
nadas y quedan entre —1 y 1. Por consiguiente, la regién consiste en todos los
puntos que estdn entre las rectas horizontales y = 1 y y = — 1, pero no sobre
ellas. Estas rectas se ilustran como lineas discontinuas en la figura 3(c) para
sefalar que los puntos sobre esas rectas no estin en el conjunto.

¥ 7 ¥
| - 1
} [.j T ‘.:-x T F [I T r "i- L ¥ u ¥ L "i‘
4 i 7 AR -
a)x=0 b y=1 olyl <l
Figura 3 m

Formulas para la distancia y el punto medio

Ahora determinaremos una férmula para la distancia d(A, B) entre dos puntos
A(xy,¥,) ¥ B(xy, ¥;) en el plano. Recuerde que en la seccién 1.1 se establecié que la
distancia entre los puntos a y b sobre una recta numérica es d(a, b) = |b — a|. En-
tonces, de acuerdo con la figura 4, la distancia entre los puntos A(x,,y,) ¥y Clx;, ¥,)
sobre una recta horizontal debe ser |x, — x,|, vy la distancia entre B{x,, v;) ¥
C(x,,y,) sobre la linea vertical debe ser |y, — v, |.

Yi
» Blx,,
¥at Pl _[i_z J'tl}
Iy —
X A‘xln.}ll:l:_. I-I] -Ili ;idﬂ?;-}ﬁ:l
0 % % x

Figura 4
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Puesto que el tndngulo ABC es un tridngulo rectingulo, mediante el teorema de
Pitigoras se obtiene

dAB) =V -x P+ |n—-nP=Vig -5l +0n-nP

Formula de la distancia

La distancia entre los puntos A(x,, v, ) y B(x,, v,) en &l plano es

d(A, B) = V(x, — 1, + (. — n)*

jemplo2 Aplicacion de la formula para la distancia
¢ Cudl de los puntos P(1, —=2) o Q(8, 9) estd mds cerca al punto A(5, 3)7
Solucion Segiin la formula de la distancia, tenemos

dP.A)=VE-1P+[3-(-2)P=V4a +5 =
d(Q.A) = V(5 -8+ (3-9)7= V(-3 + (-6) = VA5

Esto demuestra que d(P, A) < d(Q, A), de modo que P estd mds cerca a A (véase la
figura 5). ]

Ahora determinemos las coordenadas (x, v del punto medio M del segmento de
recta que une el punto A(x,, y,) con el punto B(x;, ¥;). En la figura 6 vemos que los
tridngulos APM y MQB son congruentes porque d(A, M) = d(M, B) y los dngu-
los correspondientes son iguales.

Vi
Blx3. y1)

Figura 6

Se infiere entonces que d(A, P) = d(M, Q) y que
X=X =X —X

Al determinar el valor de x, en esta ecuacion, tenemos 2x = x; + x;, ¥ entonces

X+ x ntx»

.t———i—-[}ﬂgua]nmnem,}" .
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R
8
§
1 0
P
T R % !
Figura 7
Principio fundamental

de la geometria analitica

Un punto (x, v) pertenece a una
grifica de una ecuacidn si y sdlo si sus
coordenadas satisfacen la ecuacion,

Formula del punto medio

El punto medio del segmento de recta desde A(x,, v;) a B(x;, v;) es

X tXnhty
+ I 2

Aplicacion de la formula del punto medio

Demuestre que el cuadrildtero con vértices P(1,2), 0(4.4), R(5,9) y §(2,7) es un
paralelogramo al probar que sus dos diagonales se bisecan.

Solucion Si las dos diagonales tienen el mismo punto medio, entonces deben
bisecarse. El punto medio de la diagonal PR es

(|+5 2+9)=(3u)
- S "2

y el punto medio de la diagonal ()5 es

(4+24+?)_(3u)
T Y TR

de modo que ambas diagonales se bisecan, como se ilustra en la figura 7. (Un
teorema de la geometria elemental establece que el cuadrildtero es por lo tanto un
paralelogramo. ) -

Graficas de las ecuaciones con dos variables

Una ecuacién de dos variables, tal como v = x* + |, expresa una relacién entre dos
cantidades. Un punto (x, y) satisface la ecuacitn si la ecuacion es verdadera cuando
los valores para x y v se sustituyen en dicha ecuacién. Por ejemplo, el punto (3, 10)
satisfaice la ecuacién y = x* + 1 porque 10 = 3* + 1, pero el punto (1, 3) no porque
Iz 1"+ 1.

Grafica de una ecuacion

La grifica de una ecuacion con x y v es el conjunto de todos los puntos (x, v)
del plano coordenado que satisfacen la ecuacion.

La grifica de una ecuacién es una curva, de modo que para graficar una ecuacién
trazamos tantos puntos como podamos vy, luego, los unimos por medio de una cur-
va suave,

mplo4 Trazo de una gréafica mediante la ubicacién
de puntos

Trace la grifica de la ecuaciéon 2x — y = 3.

Solucién Primero resolvemos la ecuacién para encontrar el valor de

y=2x—-3



Un anilisis exhaustivo de las pardbolas
y sus propiedades geométricas se
presenta en el capitlo 10.
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Esto ayuda a calcular las coordenadas v en la tabla siguiente.

x y=2-3 (x,y)
~1 -5 (-1, -5)
0 -3 (0, -3)
| -1 (1,—1)
2 I (2.1)
3 3 (3.3)
4 . (4,5)

Claro, hay una infinidad de puntos en la grifica, por lo que es imposible localizar
todos. Pero entre méds puntos ubiquemos mejor imaginaremos como es la grifica
que representa la ecuacion. Trazamos los puntos que encontramos en la figura 8; al
parecer forman una recta. Entonces, para completar la grfica unimos los puntos
mediante una linea. (En la seccién 1.10 comprobamos que la gréfica de esta
ecuacion es realmente una recta.) =

"Ejemplo5 Trazo de una grafica mediante la ubicacion
de puntos

Trace la gréfica de la ecuacién y = x* — 2.

Solucion Determinamos algunos de los puntos que satisfacen a la ecuacidn en la
tabla siguiente. En la figura 9 graficamos estos puntos y los unimos mediante una

curva suave. Una curva con esta forma se llama pardbola. L]
x y=x'-2 (x,¥)
-3 7 (-3,7)
=2 2 (=24
-1 -1 (—=1.-1)
0 -2 {ﬂ+_2}
1 -1 (1,-1)
2 2 (2,2)
3 7 (3.7)

"Ejemplo 6 Grafica de una ecuacién que contiene ﬁ

valores absolutos
Trace la grifica de la ecuacién y = |x|.
Solucion Elaboramos una tabla de valores:

y=|x| (x,¥)

{—3,3)

(-2,2)

(=1,1)
(0,0)
(1,1)
(2,2)
(3,3)

X
-3
=3
|

0
|
2
3

fad b o= D o= b el

En la figura 10 localizamos estos puntos y los utilizamos para graficar la ecuacion.
L
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Intersecciones con los ejes

Las coordenadas x de los puntos donde una grifica corta al eje x se denominan
interseccién con el eje x de la grdfica y se obtiene haciendo v = 0 en la ecuacién de
la grifica. Las coordenadas y de los puntos donde una grifica corta al eje v se lla-
man interseccién con el eje y de la grifica y se determinan haciendo x = 0 en la
ecuacién de la grifica.

Definicion de las intersecciones con los ejes

Intersecciones Manera de determinarlas En qué parte de la grafica
se encuentran
Intersecciones con el eje x Vi
Las coordenadas x de los puntos donde Hacery =0y
la grifica de una ecuacion corta al eje x determinar x
0 v
Intersecciones con el eje y ¥
Las coordenadas vy de los puntos donde Hacerx =0y
la grifica de una ecuacién corta al eje v determinar y

'Ejemplo 7 Determinacion de las intersecciones E

Encuentre las intersecciones con los ejes x y v de la grifica de la ecuacion
2
y=x" =2

Solucion Para encontrar las intersecciones con el gje x hacemos y = () y deter-
minamos x. Por lo tanto,

0=x*-2 Sehace y=0
,1:1 =2 Suma de 2 a ambos mismbros
x=+2 Cbtencion de la raiz cuadrada

Las intersecciones con el eje x son V2y — V2.
Para calcular las intersecciones con el eje y hacemos x = 0 y calculamos y.
Entonces,

}F‘—‘ﬂ:—z Sehacex =

: Sl

La interseccidn con el eje v es —2.
La grifica de esta ecuacion se ilustra en el ejemplo 5. Se repite en la figura 11
con las intersecciones sefialadas. ]

Figura 11

Circunferencia

Hasta ahora hemos estudiado cémo determinar la grifica de una ecuacién que con-
tiene x ¥ v. El problema inverso consiste en encontrar una ecuacion de una grifica,



Y&
Pix, ¥l
0 2
Figura 12

SECCION 1.8 Geometria analitica a3

es decir, una ecuacidn que representa a una curva dada en el plano xy. Las coor-
denadas de los puntos de la curva, y no otros, satisfacen tal ecuacién. Esta es la otra
mitad del principio fundamental de la geometria analitica segin lo formularon Des-
cartes y Fermat. La idea es que si una curva geométrica puede ser representada me-
diante una ecuacidn algebraica, entonces las reglas del dlgebra se pueden utilizar para
analizar la curva.

Para ejemplificar este tipo de problema, determinemos la ecuacién de una cir-
cunferencia con radio r y centro en (h, k). Por definicidn, la circunferencia es el con-
junto de todos los puntos P(x, y) cuya distancia desde el centro C(A, k) es r (véase la
figura 12). Por lo tanto, P estd sobre la circunferencia si y sélo si d(P, C) = r. De
acuerdo con la férmula de la distancia tenemos

Vix—hP+(y—kP=r
(x =AY + (v— .i.':I1 = r?  Se dlevan al cuadrado ambos miembros

Esta es la ecuacion deseada.

Ecuacion de una circunferencia

Una ecuacidn de la circunferencia con centro en (h, k) y radio res
(x=hP +(y—kP=r

Esta expresion se denomina forma ordinaria de la ecuacion de la circunfe-
rencia. Si el centro de la circunferencia es el origen (0, (), entonces la
ecuacion es

.1r1-il-}'1‘—'rI

o 8 . Grafica de una circunferencia

Grafique las ecuaciones.
a) x2+y1=25 by (x—2¥+(y+ 1P =25

Solucidon

a) Volvemos a escribir la ecuacidn como x* + y* = 57, y advertimos que es una
ecuacién de una circunferencia de radio 5 y centro en el origen. Su grifica se
ilustra en la figura 13.

b} Reescribimos la ecuacién como (x — 2) + (y + 1)? = 57, y nos percatamos
de que es una ecuacidn de una circunferencia de radio 5 y centro en (2, —1).
Su grifica se muestra en la figura 14.

Y N

(x =2+ (y+1) =25
Figura 13 Figura 14 ]
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'Ejemplo 9 Determinacion de la ecuacion de una circunferencia
a) Determinar la ecuacién de una circunferencia cuyo radio es 3 y su centro
es {2, —35).
b) Encontrar una ecuacién de la circunferencia cuyos puntos P(1, 8) y Q(5, —6)
son los extremos de su didmetro.
Solucion

a) Aplicamos la ecuacibn de la circunferenciaconr =3, h=2yk= -5,y
obtenemos

(x=2P+(y+57=9
(x=2P+(y+57=9 La grifica se ilustra en la figura 15.

b) Primero observamos que el centro es el punto medio del didmetro PQ, de modo
que, segiin la férmula del punto medio, el centro es

(1;5*355)%3‘”

El radio r es la distancia desde P hasta el centro, por lo que segiin la férmula de
la distancia

rr=3-12+(1-82=2+(-77=53
Por lo tanto, la ecuacion de la circunferencia es
(x=3P+(-17=53
La grifica se muestra en la figura 16. ]
Desarrollemos la ecuacién de la circunferencia del ejemplo anterior.
(x—3P+(y—-17*=53 Forma ordinaria

(x=3+(y=1*=53 X —bx+9+y -2y +1=53 Dasarrollo de los cuadrados
x! - fx + }.1 — 2y = 43 Sustraccién de 10 para obtener la
Figura 16 forma deearrollada

Suponga que se nos da la ecuacién desarrollada de una circunferencia. Entonces, para
encontrar su centro y su radio, tenemos que expresar la ecuacion en su forma ordi-
naria. Esto quiere decir que tenemos que invertir los pasos de los cdlculos anterio-
res, y para hacerlo necesitamos conocer qué sumar a una expresién como x* — 6x
para convertirla en un cuadrado perfecto, es decir, necesitamos completar el cuadra-

La técnica de completar cuadrados se do, como se hace en el e,jemp[u siguiml;g_

utiliza en muchos contextos en el

dlgebra. En la seccion 1.3 utihizamos ‘Ejemplo 10  Identificacién de la ecuacién de una circunferencia

dicha técnica para resolver ecuaciones ' ' .

cuadriticas, Demuestre que la ecuacién x> + y? + 2x — 6y + 7 = 0 representa una circunferen-
cia y determine su centro y su radio.

Solucion Primero agrupamos los términos que contienen x y los términos que
contienen y. Luego completamos el cuadrado dentro de cada grupo. Es decir, com-
pletamos el cuadrado para x* + 2x sumando (3 - 2)* = 1, y completamos el
cuadrado de y* — 6y sumando [3-(—6)]* = 9.

(x? + 2x ) + (¥* — 6y )= -7 Se agrupan los términos
@ Debemos sumar las mismas 2 7 Completamos el cuadrado
- =T+ | +¢
cantidades a ambos miembros para con- {I +2x+ ” * [F ﬁ}r =x 9] 7 I ; sumando 1y 2 a ambos miembros
servar la igualdad (x+ 1P+ (y—-37=3 Factorizamos y simplificamos



(=x, ¥)

¥i

y

(x, ¥)

Figura 17

Y
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Al comparar esta ecuacidn con la ecuacién ordinaria de una circunferencia, vemos
queh=—1,k=3yr= V3, de modo que la ecuacién dada si representa una cir-
cunferencia con centro en (—1, 3) y radio V3. .

Simetria

En la figura 17 se muestra la grifica de y = x°. Observe que la parte de la gréificaala
1zquierda del eje vy es la imagen especular de la parte que se encuentre a la derecha
del eje y. La razén es que si el punto (x, y) estd en la grifica, entonces también lo es-
td (—x, ¥), y estos puntos son los reflejos de los otros con respecto al eje v. En esta
situacién decimos que la grifica es simétrica con respecto al eje y. Con un ra-
zonamiento similar, decimos que una gréifica es simétrica con respecto al eje x si
siempre que haya un punto (x, ¥) en la gréfica, hay un punto (x, —y). Una grifica
es simétrica con respecto al origen si habiendo un punto (x, y) en la gréifica, hay
un punto (—x, —y).

Definicion de simetna

Tipo de

simetria

Simetria con respecto
al eje x

Simetria con respecto
al eje y

Simetria con respecto
al origen

Coémo probar Cdémo se ve la gréfica (las Significado
la simetria figuras de esta seccion) geométrico
La ecuacién permanece ¥ La grifica no cambia
sin cambios cuando v J-f..ﬂ-"" cuando se refleja en
es reemplazada por —y / 3 elejex
u L =
(x. =¥
(Figuras 13, 18)
La ecuacién permanece Y4 La grifica no cambia
sin cambios cuando x cuando se refleja en
es reemplazada por —x {=x, Y L, ‘ﬂ_ eleje ¥
/ : \ ;

(Figuras 9, 10, 11, 13, 17)
La ecuacion permanece 4 La grifica no cambia
sin cambios cuando (x. ¥) cuando gira 180" con
x es reemplazada por 3 respecto al origen
—XYypor —y -

- X
>~/
{_.1', __'ﬂ

(Figuras 13, 19)
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Figura 18

Figura 19

)f (2.5, —6.875)

+ (1.5, —10.125)

Los ejemplos restantes de esta seccion muestran como la simetria ayuda a trazar
las gréficas de las ecuaciones.

'Ejemplo 11  Aplicacion de la simetria para trazar una grafica
Pruebe si la ecuacién x = y? es simétrica y trace la grifica correspondiente.

Solucién  Si reemplazamos a y por —y en la ecuacién x = y*, obtenemos

x=(—y)p Reemplazo de y por —y

=y

Simplificacion
la ecuacidn permanece sin cambios. Por lo tanto, la grifica es simétrica con res-
pecto al eje x. Pero al cambiar x por —x se tiene la ecuacién —x = ¥, lo cual no es
lo mismo que la ecuacién original, de modo que la grifica no es simétrica con res-
pecto al eje y.

Aplicamos la simetria con respecto al eje x para trazar la grifica ubicando puntos
para y > 0 y luego reflejamos la grifica en el eje x como se muestra en la figura 18.

¥ x=y* (x, ¥)
0 0 (0,0)
I I (1,1)
2 4 (4,2)
3 9 (9,3)

'Eiemplo 12 Aplicacién de la simetria para trazar una grafica
Pruebe si la ecuacién y = x* — 9x es simétrica y trace la gréfica.

Soluciéon  Si reemplazamos x por —x y y por —y en la ecuacién, tenemos

-y - I:-.I.'}J - g{-_t'} Eeemplazo de x por —xy y por =y
—y=—x+0x Simplificacion
y=x'—0x Multiplicacién por —1
y la ecuacién no se modifica. Esto significa que la gréfica es simétrica con respecto

al origen. La grifica se elabora localizando puntos para x > (0 y luego aplicando la
simetria con respecto al origen (véase la figura 19).

x |y=x*—-0x (x, ¥)

0 0 (0,0)

1 -8 (1. -8)

1.5 =10.125 (1.5, =10.125)
~10 (2, —10)

2.5 —6.875 (2.5, —6.875)

3 0 (3,0)

4 28 (4,28)




1. Grafique los puntos dados en el plano coordenado:
(2.3),(—2,3), (4.3), (4. =5), (—4,3). (-4, =5)

2. Encuentre las coordenadas de los puntos mostrados en la
figura.

[ [T |
- o - ..'.c'___ I |
D418
——T—F 1 T+ A—
———————— e
I 1 ep-r 1OL 1 11 L x
| | i I_ — & _i. ..‘.H-_.._i_i_
1  — E'IF . m -
50 L 1 | ||
LI || N e

3-6 ® Esui graficado un par de puntos.

a) Determine la distancia entre ellos.
b) Calcule el punto medio del segmento que los une.

4 ¥4

‘=""'n..T='n

"N ]

7-12 m Esti graficado un par de puntos.

a) Grafique los puntos en un plano coordenado.
b) Determine la distancia entre ellos.

¢} Determine el punto medio del segmento de recta que los
e,

7. (0,8), (6, 16)
8. (—2.5).(10,0)
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9. (~3,-6), (4,18)
10. (=1, -1),(9,9)
11. (6,-2),(—6,2)
12. (0, -6), (5,0)

13. Dibuje el rectangulo con vértices A(1, 3), B(S, 3), C(1, —3),
y X5, =3) en un plano coordenado. Calcule el drea del rec-
tingulo.

14. Dibuje el paralelogramo con vértices A(1, 2), B(5, 2).
C(3,6) y D(7,6) en un plano coordenado. Calcule el drea
del paralelogramo.

15. Localice los puntos A(1,0), B(5,0), C(4,3) y D{2,3),en
un plano coordenado. Trace los segmentos AB, BC, CD y
DA. ;Qué clase de cuadnilitero es ABCD, y cudl es su drea?

16. Localice los puntos P(5, 1), @(0,6) y R(—S5, 1), en un plano
coordenado. | Dénde se debe situar el punto § para que el

cuadrilitero PORS sea un cuadrado? Calcule el drea de este
cuadrado.

17-26 = Dibuje la regitn dada por el conjunto.
17. {(x, ¥)|x = 3}

18. {(x.y)|y <3}

19. {(x.¥)|y=12}

20. {{x.y)|x = —1}

21 {(x¥) |1 <x<2}

2. {(xy)|0=y=4}

2. {(x. )| x| >4}

24. {(x,y)| |y =2}
25 {(xy)|x=1y y<3}
26 {(x.y)||x| =2 y |y| =3}

27, ;Cudl de los puntos A(6, 7) o B(—35, 8) estd mds cercano al
origen?

28, ;Cuil de los puntos C{—6, 3) 0 D(3, 0) estd mds cercano al
punto E(—2,1)7

29, ;Cudl de los puntos P(3, 1) o ({ -1, 3) estd més cercano al
F“ﬂ-'ﬂ-n(_lr_]}?
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30. a) Demuestre que los puntos (7,3) v (3,7) estdn a la
misma distancia del origen.
b) Demuestre que los puntos (a, b) y (b, a) estdn a la
misma distancia del origen.

31. Demuestre que el tridngulo con vértices A0, 2),
B(—3,—1) y C(—4, 3) es istsceles.

32. Determinar el drea del tridngulo ilustrado en la figura.

33, Refiérase al tndngulo ABC de la figura.

a) Demuestre que el tridngulo ABC es un tndngulo rectin-
gulo usando el inverso del teorema de Pitdgoras (véase
pag. 54).

b) Encuentre el drea del tridngulo ABC.

34. Demuestre que el trifngulo con vértices A(6, —7),
B(11,-3) y (2, —2) es un tridngulo rectdngulo aplicando
el inverso del teorema de Pitdgoras. Calcule el drea del
tndngulo.

35, Demuestre que los puntos A(—2,9), B(4.6), C(1,0) ¥
D{—35, 3) son los vértices de un cuadrado.

36. Demuestre que los puntos A(—1,3), B(3, 11) y C(5, 15) son
colineales probando que d(A, B) + d{(B, C) = d{A, C).

37. Encuentre un punto sobre el eje de la y que es equidistante
de los puntos (5, —5) y (1, 1).

38. Determine las longitudes de las medianas de un tridngulo
con vértices A{1,0), B(3,6) y C(8, 2). (Una mediana es un
segmento de recta que parte de un vértice y se dirige al
punto medio del lado opuesto.)

39. Grafique los puntos P{—1, —4), 0{1, 1) v R(4, 2), sobre un
plano coordenado. ;| Dénde debe estar el punto S para que la
figura PQORS sea un paralelogramo?

40. Si M(6,8) es el punto medio del segmento de recta AB, y si
A tiene las coordenadas (2, 3), determine las coordenadas
de B.

41. a) Trace el paralelogramo con vértices A{—2, —1),
B(4,2), C(7,7) y D(1, 4).

b) Determine los puntos medios de las diagonales de este
paralelogramo.

¢) De la parte b) demuestre que las diagonales se bisecan
entre si.

42. El punto M de la figura es el punto medio del segmento de
recta AB. Demuestre que M es equidistante de los vértices
del mdngulo ABC.

y
B0, b}

S |

El:n1 I]} "d"'-ﬂf n’

43-46 ® Determine si los puntos dados estin en la grifica de la
ecuacion.

43 x—-2y=1=0; (0,0),(1,0%,(=1,=1)
M2+ 1)=1 (L1, (L)L)

5. 2 +ay+ ¥ =4 (0,-2),(1.-2).(2,-2)

6 2 +y =1 {uu(w'@x:,i)(”‘f%)

47-50 ™ Se proporcionan una ecuacidn y su grifica. Calcule las
intersecciones con los ejes xy v,

47, y=4x — x*




50, X +y' -y =64

51-70 = Elabore una tabla de valores y trace la grifica de la
ecuacion. Encuentre las intersecciones con los ejes x y v e inves-
tigue si hay simetria.

5. y=-x+4 52. y=2x+13
5. 2x—y=6 M.x+y=13

85, y=1-x? 56, y=x+2
57. 4y = x* 58, 8y = x’

59, y=x'-9 60, vy =9 - x*

61 xy =2 62 y= ViTi
63. y = V4 -4 H_?=-m
65. x+yi=4 66. x =y’

67. y=16 — x* 68. r = |y|

69. v=4— |x| 70. y = |4 — x|

T71-76 ® [nvestigue si la ecuacidn es simétrica.
Tl y=x*+x* T3 x=y' —y
T3 x5  +ay=1 T4 2yt +xtyi=1

75, y=x"+ 10x 76. v=x'+ |x|

T7-80 ® Complete la grifica usando la propiedad de

simetria dada.
77. Simétrica con respecto 78. Simétrica con respecto
al eje v al eje x
YA Ya
y = I
I i
\__ Fi i _t.: i 1.-
0 x 0 x
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80. Simétrica con respecto
al origen
Vi ¥i

79. Simétrica con respecto
al origen

81-86 ® Encuentre una ecuacidn de la circunferencia que
cumpla con las condiciones dadas.

81. Centro (2, =1); radio3

82. Centro (-1, —4); radio 8

83. Centro en el origen; pasa por (4, 7)

84. Los extremos de un didmetro son P(—1,1) y X5,9)
85, Centro (7, —3); tangenie al eje x

86. La circunferencia estd en el primer cuadrante y es tangente
tanto al eje x como al eje v; radio 5

B7-88 ® Determine la ecuacidn de la circunferencia mostrada
en la figura.

87, 38,

89-94 m Demuestre que la ecuacidn representa una circunferen-
cia, y determine el centro y el radio.

89, x4y —dx+ 10y +13=0
90. ' +y'+oy+2=0

9L P+t =dr+iy =g

92 2+ +ix+ 2y + =10
93, 2P+ ' =3 =0

o, I+ 3y +6x—y=0
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95-96 = Grafique la region dada por el conjunto.
95, ()l +y=1)
96. {(x,y)|x* + y* >4}

97. Determine el drea de la regidn que queda fuera de la circun-
ferencia x* + ¥ = 4 pero dentro de la circunferencia

X2+y—dy-12=0

98. Grafigue la region en el plano coordenado que cumple con
las desigualdades x* + y* =9y y = | x|. ;Cul es el drea
de esta region?

Aplicaciones

99, Distancias en una ciudad Una ciudad tiene calles que
van de norte a sur y avenidas que van de oriente a ponien-
te, todas tienen igual separacion. Las calles vy las avenidas
estin numeradas en forma consecutiva, segilin se muestra
en la figura. La distancia si uno va caminando entre los
puntos A y B es de 7 cuadras, es decir, 3 cuadras al oriente
v 4 cuadras al norte. Para encontrar las distancias en linea
recia d, tenemos que usar la férmula de la distancia.

a) Determine la distancia en linea recta (en cuadras) entre

AyB.

b) Calcule la distancia que se recorre caminando y la dis-
tancia en linea recta entre la esquina de la cuarta calle
y la segunda avenida y la esquina de la calle decimo-
primera y la vigesimosexta avenida.

c) ;Qué tiene que ser cierto en relacion con los puntos

Py O si la distancia que se recorre caminando en-
tre Py {J es igual a la distancia en linea recta entre

Py(Q?
N Ta. Av.
1
0 + E qu i 6a. Av.
s #:" Sa, Av.
d';’
) da. Av.
.-"‘I
il . 3a. Av.
Al ¥ 2a, Av
3 cuadras
la. Av.
) - = X X
3 T & 5 %
] el o o o
= [} 5] =¥ w

100. Punto intermedio Dos amigos viven en la ciudad des-
crita en el ¢jercicio 99 uno en la esquina de la 3a. calle y
la 7a. avenida, y el otro en la esquina de la 27a. calle y la
17a. avenida. Con frecuencia se encuentran en un café que
estd a mitad del camino a sus casas.

a) ;En qué interseccion estd situado el café?

by ;Cudnto tiene que caminar cada uno de ellos para lle-
gar al café?

101. Orbita de un satélite Un satélite estd en érbita alrede-
dor de la Luna. Un plano coordenado que contiene la Gr-
bita estd establecido de tal manera que el centro de la Luna
estd en el origen, como se muestra en la grifica. Las dis-
tancias se miden en megametros (Mm). La ecuacion de la
drbita del satélite es

L)

+ — =
25 16

1

a) Segin la grifica, determine lo mds cerca y lo mds lejos
que puede estar el satélite al centro de la Luna.

b) Hay dos puntos en la drbita que tienen coordenada y
igual a 2. Encuentre las coordenadas x de estos puntos
y calcule sus distancias al centro de la Luna.

Descubrimiento - Debate

162. Cambio del plano de coordenadas Suponga que cada
punto del plano de coordenadas se desplaza 3 unidades a la
derecha v 2 hacia amba.

a) A gué punto nuevo se desplaza el punto (5, 3)?
b) A qué punto nuevo se desplaza el punto (a, b)?
¢} ;Qué punto se desplazé a (3, 4)7

d) El triingulo ABC de la figura se movid al tridngulo
A'B'C'. Determine las coordenadas de los puntos A”,
ByC.

o8 |
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103. Reflexidon en el plano coordenado Suponga que el ¢je
y actia como un espejo que refleja cada punto de la
derecha de €l en un punto a la izquierda de él.

a) ;En qué punto se refleja el punto (3, 7)?

b) (En qué punto se refleja el punto (a, b)?

¢) ;Qué punto se refleja en el punto (-4, —1)7?

d) El tridngulo ABC de la figura se refleja como el tridn-
gulo A'B'C". Determine las coordenadas de los puntos

ALB'yC.
¥
A AG,3)
&/\ Nﬂ[ﬁ. 1
0 %
c' | c,-4)

104, Completar un segmento de recta Grafique los puntos
M(6,8) y A(2, 3) en un plano coordenado. Si M es el
punto medio del segmento rectilineo AB, determine las co-
ordenadas de B. Escriba una breve descripcidn de los pasos
que siguid para determinar B, y las razones que lo llevaron
a seguirlos.

105. Completar un paralelograme  Grafique los puntos
P(0,3), Q(2,2) y R(5. 3) en un plano de coordenadas.

i Dénde se debe colocar el punto § para que la figura PQRS
sea un paralelogramo. Escriba una breve explicacién de los
pasos que siguid y las razones de hacerlo asi.

106. ;Circunferencia, punto o conjunto vacio? Complete
los cuadrados de la ecuacidn general x* + ax + y* +
by + ¢ = 0 y simplifique el resultado tanto como sea
posible. ; En qué condiciones de los coeficientes a, by ¢
esta ecuacion representa una circunferencia? | Y un solo
punio? ;Y un conjunto vacio? En el caso de que la
ecuacidn si represente una circunferencia, determine el
centro ¥ el radio.

107. )Se intersecan las circunferencias!

a) Calcule el radio de cada uno de los circulos del par y
la distancia entre sus centros. Aplique después esta
informacién para determinar si las circunferencias
se intersecan.

M GE=2F+(p-1)=9
(x—6)P+(y—4)P =16

(i) * + (y -2 =4
(=357 +(y—14) =9
(i) (x - 3P+ (y+ 1) =1
(x=2P+(y—2)2=125

b) ;Cdmo se puede decir, sélo con saber los radios de
dos circunferencias y la distancia entre sus centros, si

las circunferencias se intersecan? Escriba un pérrafo
pequefio en el que explique como se decidirfa esto y

trace una gréifica para ilustrar su respuesta.

108, Comeo hacer simétrica a una grafica La grifica
maostrada en la figura no es simétrica con respecto al eje x
ni al eje y ni al origen. Afiada segmentos de recta a la gra-
fica de modo que muestre la simetria que se pide. En cada
caso afiada lo menos posible.

a) Simetria con respecto al eje x
b) Simetria con respecto al eje ¥
¢) Simetria con respecto al origen

Ya

=
-

Calculadoras para graficar y resolucion
de ecuaciones y desigualdades por
métodos graficos

En las secciones 1.5 y 1.7 resolvimos ecuaciones y desigualdades mediante dlge-
bra. En la seccidn anterior aprendimos a trazar la grifica de una ecuacién en un pla-
no coordenado. En esta seccidn usaremos las gréificas para resolver ecuaciones y
desigualdades. Para hacerlo, primero necesitamos dibujar la grifica mediante un dis-
positivo que grafique. Entonces, empezamos por dar algunos criterios que ayuden a
utilizar con efectividad los dispositivos de graficacidn.
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la, d) y=d (b, d)
Xx=a x=b
la, ) y=c (b, ]

Figura 1

Rectingulo de visién [a, b] por [c, d]

Uso de una calculadora para graficar

Una calculadora para elaborar grificas o una computadora muestran, una parte de la
grifica de una ecuacién en un rectdngulo de la pantalla, llamado rectingulo de vi-
sion. La pantalla que aparece automdticamente proporciona una imagen incompleta
0 engaiosa, de modo que es importante elegir con cuidado el rectdingulo de visidn.
Si elegimos que los valores de x varien desde un valor minimo de Xmin = a a
un valor midximo de Xmax = b y que los valores de y varien de un valor minimo de
Ymin = ¢ aun valor miximo de Ymax = d, entonces la parte que se muestra queda
en el rectingulo

[a.b] X [e.d] = {(x.y) la=x = bc=y=d)

como se ilustra en la figura 1. Nos referimos a €l como el rectdngulo de visién [a, b]
por [¢, d].

Los dispositivos para graficar trazan la grifica de una ecuacién tal como usted lo
podria hacer. Localizan los puntos de la forma (x, y) para un cierto niimero de valo-
res de x, igualmente separados entre a y b. Si la ecuacidn no estd definida para un
valor de x o si el valor correspondiente de y queda fuera del rectidngulo de visién, el
dispositivo ignora este valor v pasa al siguiente valor de x. La méquina une cada uno
de los puntos con el graficado anteriormente para generar una representacién de la
grifica de la ecuacidn.

Ejemplo 1 | Eleccién de un rectangulo de visién aceptable
Grafigue la ecuacién y = x* + 3 en un rectdngulo de visién aceptable.

Solucién Experimentemos con diferentes rectdngulos de visién. Iniciemos con
el rectingulo [ -2, 2] por [ -2, 2], de modo que tenemos

Xmin= =2 Ymin = —2
Amax = 2 Xmax = 2

La griifica que resulta y que se muestra en la figura 2(a) jno se ve! La razdn es que
x? = 0, de modo que x* + 3 = 3 para todas las x. Por consiguiente, la grifica estd
totalmente arriba del rectdngulo de visién, de modo que este rectingulo no es ade-
cuado. Si agrandamos el recténgulo a [ —4,4] por [ —4, 4], como en la figura 2(b),
empezamos a ver una parte de la gréifica.

Intentemos ahora con el rectingulo [ —10, 10] por [ -5, 30]. La grificaen la
figura 2(c) parece dar una visién més completa de la gréfica. Si agrandamos aiin
mis el rectingulo, como en la figura 2(d), la grifica nos muestra con claridad que la
interseccion con el eje v es 3.

Entonces, el rectingulo [ =10, 10] por [ =35, 30] proporciona una representacitn
aceptable de la grifica.

2 4 30 1000
Ny
3 3 =4 4
_"] =44 ”:. __jﬂ 1 jﬂ
-2 ~4 = =100
a) b) <) d)
Figura2 Grificasdey=x+3 "
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Alan Turing (1912-1954) estuvo
en el centro de dos hechos deter-
minantes del siglo xx: la Segunda
Guerra Mundial y la invencion de
las computadoras. Cuando tenia 23
afios, Turing puso su marca en las
matemiticas al resolver un pro-
blema importante de las bases ma-
temdticas que habia planteado
David Gilbert en el Congreso In-
ternacional de Matemdticos de
1928 (véase pdg. 708). En esta inves-
tigacidn inventd una médgquina ted-
rica, que en la actualidad se conoce
como méquina de Turing. Esta ma-
quina fue la inspiracion para las
computadoras modermnas digitales.
Durante la Segunda Guerra Mun-
dial, Turing estuvo a cargo del es-
fuerzo que hicieron los britdnicos
para descifrar los codigos alema-
nes. El éxito total que tuvo en esta
empresa tuvo un papel decisivo en
la victona de los aliados. Para lle-
var a cabo los numerosos pasos
ldgicos requeridos para descifrar
un mensaje en cadigo Turing ela-
bord procedimientos de decision si-
milares a los programas modernos
para las computadoras. Después de
la guerra ayudd a desarrollar las
primeras computadoras electréni-
cas de los britdnicos. También fue
de los pnmeros en trabajar en la in-
teligencia artificial v en modelos
para computadora de los proce-
508 bioldgicos, Tunng mund en-
venenado a la edad de 42 afios
luego de comer una manzana que
habia sido rociada misteriosamen-
te con cianuro,

02 Dos graficas en la misma pantalla

Grafique las ecuaciones y = 3x” = 6x + 1 y y = 0.23x — 2.25 juntas en el rectdn-
gulo de visién [ —1, 3] por [ —2.5, 1.5]. ;Las grdficas se cortan en este rectingulo
de visién?

Soluciéon La figura 3(a) muestra las caracteristicas esenciales de ambas grificas.
Una es una pardbola y la otra es una recta. Se ve como si las grificas se cortaran
cerca del punto (1, —2). Sin embargo, si hacemos un acercamiento de la zona que
rodea al punto como se muestra en la figura 3(b), observamos que aunque las grifi-
cas casi se tocan, en realidad no se intersecan.

1.25

Figura 3 =

De acuerdo con los ejemplos 1 y 2, vemos que la eleccién del rectingulo de vision
tiene gran importancia en el aspecto de la grifica. Si usted desea una vista global de
la grifica, tiene que seleccionar un rectingulo de vision relativamente grande para
ver la grifica. En cambio, si desea investigar los detalles, debe efectuar un acerca-
miento con un rectingulo de visién pequefio que muestre sélo la caracteristica de
interés.

La mayor parte de las calculadoras con las que se pueden elaborar grificas sélo
pueden graficar ecuaciones en las que y estd aislada en un miembro. El siguiente
ejemplo muestra cémo graficar ecuaciones que no tienen esta propiedad.

-=.

ﬁ

mplo 3 Grafica de una circunferencia

Grafique la circunferencia x* + y* = 1.

Solucién Primero despejamos vy, para que quede en un solo miembro.

yi=1-x Ge resta x°
y= V] - x? Obtencién de las ralces cuadradas
Por lo tanto, la circunferencia se describe mediante las grificas de dos ecuaciones:
y=V1=x ¥ y=-=-V1 =4

La primera ecuacidn representa la mitad superior de la circunferencia (por-
que y = (), y la segunda representa la mitad inferior de la circunferencia (porque
¥ = 0). Si graficamos la primera ecuacién en el rectingulo de vision [—2, 2] por
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[ =2, 2], obtenemos la semicircunferencia mostrada en la figura 4 a). La grifica de
la segunda ecuacion es la semicircunferencia de la figura 4 b). Al graficar estas
semicircunferencias juntas en el mismo rectdngulo de visidn obtenemos la figura

completa en la figura 4 c).

2 2 2
f'_"._\_‘_\-‘-" - .
=1 ; 4 2 -7 y 2 -2 ) p.
Suass AhEL
=7 =2 -2
a) h) c)
La grifica de la figura 4(c) parece algo  Figura 4 Griifica de la ecuacién x* + y* = | L]

aplanada. La mayor parte de las caleu-
ladoras permiten fijar las escalas en los

ejes de modo gue las circunferencias se
vean como tales. En las calculadoras
TI-82 y TI-83. en el menii [ 10on ]|,
escogemos ZSquare para fijar
adecuadamente las escalas_ (En la
TI-86, la ordenes 254q.)

“El dlgebra es una ciencia festiva™,
diria el to Jakob, “Vamos a caza de un
animalito cuyo pombre desconocemos,
asi que Jo lamamos 1. Cuando nos
embolsamos nuestra presa, la calamos
¥ le damos su nombre comecto.”

Resolucion de ecuaciones mediante métodos graficos
En la seccion 1.5 aprendimos a resolver ecuaciones. Para resolver una ecuacién como
Ix—-5=0

aplicamos el método algebraico. Esto quiere decir que usaremos las reglas del dlge-
bra para aislar a x en un lado de la ecuacién. Consideramos a x como una incdgnita y
aplicamos las reglas del dlgebra para cazarla. He aqui los pasos de la solucién:

Ix-5=0
Ix=35 Suma de 5
x=1% Divisidn entre 3

De modo que la solucién es x = 3.
También podemos resolver la ecuacién mediante el método gréfico. En este
método consideramos a x como una variable y trazamos la grifica de la ecuacidn

y=ix-13

Valores diferentes de x dan valores diferentes para y. El objetivo es determinar el
valor de x para el cual y = 0. Segin la grifica de la figura 5 vemos que y = 0 cuando
x == 1.7. Por consiguiente, la solucidn es x = 1.7. Observe que de acuerdo con la gré-
fica obtenemos una solucion aproximada.

ALBERT EINSTEIN Estos métodos estdn resumidos en el recuadro siguiente.
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El proyecto de descubrimiento de la
pégina 283 describe un método
numérico para resolver ecuaciones.

La férmula cuadritica se estudia en la
pégina 49.

Resolucion de una ecuacion

Método algebraico Método grafico
Utilice las reglas del dlgebra para Pase todos los términos a un lado e
aislar la incognita x en un lado de iguale todo con y. Trace la gréifica para
la ecuacion. determinar el valor de x cuando v = (.,
Ejemplo: 2x =6 — x Ejemplo: 2x =6 — x

Jx=06 Sumadex O0=6—- 3x

x=1 DOwmsibnentre3  Hagay = 6 — 3ry grafique.
La solucion es x = 2.

De acuerdo con la grifica la solucion
egy =2,

La ventaja del método algebraico es que proporciona respuestas exactas. Asi-
mismo, ¢l proceso de descifrar la ecuacion ayuda a entender la estructura algebraica
de la ecuacidn. Por otro lado, en el caso de muchas ecuaciones es dificil o imposi-
ble aislar x.

El método grifico proporciona una aproximacion numérica a la respuesta. Esto
es una ventaja cuando se desea una respuesta numérica. (Por ejemplo, un ingeniero
podria encontrar una respuesta expresada como x = 2.6 que tiene mayor utilidad in-
mediata que x = V7.) Ademis, la grifica de una ecuacién ayuda a imaginamos
como estd relacionada Ia solucidn con otros valores de la variable.

' Resolucién algebraica y por métodos gréficos

i l.‘;;F

de una ecuacion cuadratica
Resuelva algebraicamente y mediante métodos grificos las ecuaciones cuadriticas.
a) x!=4x+2=0 b) x* —dx+4=0 ) —dx+6=0

Solucion 1: por medio de dlgebra
Aplicamos la férmula cuadritica para resolver cada ecuacién.

—(=4) = V(-4 = 4-1-2 _4* VB

a) x =- 5 5 =2=V2
Hay dos soluciones, x = 2 + V2yx =2 — V2,
~(~4) = V(-4 —4-1-4 4+\A
h_} r= = =2

2 2
Hay sélo una solucién, x = 2.

—(—4) = ﬂ{-—q}:— 416 . 4+ /-8

c) x=— > 3

No hay solucidn real.
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v, =Er—20

Interesction
K. 2T2TT2E ==1.818%8:

—25

Figura 7

Solucién 2: método grafico
Graficamos las ecuaciones y=x’ —dx + 2, v=x—dx+ 4, yy=x'-dx + 6
en la figura 6. Al determinar las intersecciones con el eje x de las grificas, encon-
tramos las soluciones siguientes.

a) x=06yx=34

by x =2

c) No hay intersecciones con el eje x por lo que la ecuacidn no tiene solucidn.

10 10
~1 \ - / 5 -1 S T 3
-5 =y

by y=x—4x+4 c)y=x'—4x4+6

Las grificas de la figura 6 muestran por qué una ecuacion cuadritica podria tener
dos soluciones, una solucién, o ninguna solucién real. Demostramos este hecho al-
gebraicamente en la seccién 1.5 cuando estudiamos el discriminante.

"Eiemplo 5 Otro método gréfico

Resuelva la ecuacion en forma algebraica y mediante métodos grificos: 5 — 3x =
8x — 20

Solucién 1: Método algebraico
S—x=8-20

—3x = 8y — 25 Resta de 5
—1lx = =25 Resta de Ex
-2 .
x=——"= 24 Divisién entre —11 y simplificacién

=

Solucion 2: Método grifico

Podriamos pasar todos los términos a un lado del signo igual, igualar el resultado a
¥, y graficar la ecuacion resultante. Pero para evitar estos pasos algebraicos, mejor
graficamos las dos ecuaciones:
yw=3-3x y y; = Bx = 20
La solucidn de la ecuacidn original serd el valor de x que hace que v, sea igual a y,;
es decir, la solucién es la coordenada x del punto de interseccidn de las dos grificas.
Usamos la caracteristica | TRace | del comando intersect en una calculadora
para elaborar grificas, y vemos que, segin la figura 7, la soluciénes x = 2.27. =

En el ejemplo siguiente aplicamos el método grafico para resolver una ecuacion
que es muy dificil de resolver de manera algebraica.
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"Ejemplo 8 Resolucion de una ecuacion en un intervalo
Resuelva la ecuacion

= 6x? + 9x = Vi
en el intervalo [ 1, 6].

Solucion Se nos pide calcular todas las soluciones x que cumplen 1 = x = 6, de
modo que graficaremos la ecuacién en un rectingulo de visién para el cual los va-
lores x estdn restringidos a este intervalo,
X —6x+9x=Vx
-6+ 9% —- V=0 Resta de Vx

También podemos utilizar el comando  En la figura 8 se ilustra la grifica de la ecuacién y = x* — 6x* + 9x — Vxenel
Zero para determinar las soluciones,  rectgngulo de vision [1, 6] por[—5, 5] Hay dos intersecciones con el eje x en esta

como se muestra en las figuras 8(a)
y 8{b).

pantalla; si efectuamos un acercamiento vemos que las soluciones sonx = 2.18 y

x= 372
5 5
1 ] 1 3 (i
iero _ Iere
Kmd ITETI6E Yol Enl .  TZ0OSDZ Yel
-5 =%
Figura 8 a) b) [ |

En realidad, la ecuacion del ejemplo 6 tiene cuatro soluciones. Se piden las otras
dos soluciones en el ejercicio 57.

emplc 7 Intensidad de la luz

Dos fuentes de luz estin separadas 10 m. Una es tres veces mas intensa que la otra.
La intensidad de la luz L {en luxes) en el punto a x metros desde la fuente més
débil es
10 30
L j—— R .+- [
x* (10 = x)?

(Véase la figura 9.) Calcule los puntos a los cuales la intensidad de la luz es 4 luxes.

Figura 9

Solucion Necesitamos resolver la ecuacion
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ey

—2

Figura 11
*=5x+6=0

5
b
-3 3
»2

-3
Figura 12
y=37x*+13x-19
¥, = 20— Ldx

15
—5 \\// (1]

-15
Figura 13

=-5x'+8=0

10

Las grificas de
10 30

=4 i S R o AL
i y (10 - x)?

i 5 e

se muestran en la figura 10. Al efectuar un acercamiento o usar el comando
intersect encontramos dos soluciones, x = 1.67431 y x = 7.1927193. Enton-
ces, la intensidad de la luz es 4 luxes en los puntos que estin a 1.67 y 7.19 de la
fuente més débil. .

Resolucion grafica de desigualdades

Las desigualdades se pueden resolver grificamente. Para explicar el método resol-
vamos

¥ -5r+6=0

Esta desigualdad estd resuelta algebraicamente en la seccion 1.7, ejemplo 3. Para re-
solver la desigualdad grificamente, dibujamos la grifica de

y=x'=5x+6

El objetivo es calcular aquellos valores de x para los cuales y = 0. Estos son simple-
mente los valores de x para los cuales la grifica queda abajo del eje x. Podemos ver
en la figura 11 que la solucidén de la desigualdad es el intervalo [2, 3]

Ejemplo8 Resolucion grafica de una desigualdad
Resuelva la desigualdad 3.7x* + 1.3x — 1.9 = 2.0 — 1.4x.
Solucion Graficamos las ecuaciones

vy =3+ 13x - 19 y v, = 2.0 — l4x

en el mismo rectingulo de vision de la figura 12. Nos interesan los valores de

x para los cuales y, = y,; son los puntos para los cuales la grifica de y, queda sobre
la grifica de y, o por arriba de ella. Para determinar el intervalo adecuado, busca-
mos las coordenadas x de puntos donde las grificas se cortan. Concluimos que la
solucién es aproximadamente el intervalo [—1.45, 0.72] -

-~

Ejemplo 9 Resolucion grafica de una desigualdad
Resuelva la designaldad x* — 5x° = =8,

Solucion Escribimos la desigualdad como

x*—-5x+8=0
y luego graficamos la ecuacién
y=x'—5+8

en el rectiangulo de visién [—6, 6] por [— 15, 15], como se ilustra en la figura 13.

La solucién de la desigualdad consiste en los intervalos en los cuales la grifica
queda sobre el eje x o arriba de é1. Al desplazar el cursor a las intersecciones con el
eje x encontramos que la solucién es [— 1.1, 1.5] U [4.6, oo) correcta a una cifra
decimal. L]
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1-6 ® Utilice una calculadora para graficar o una computadora

para decidir qué rectingulo de visién a) a d) genera la grifica
mis adecuada de la ecuacion.

Ly=x'+2
a) [-2,2]por[-2,2]
b) [0, 4] por[0, 4]
c) [—8, 8]por[—4, 40]
d) [—40, 40] por[—80, 800]
2.y=x*+Tx+6
a) [-5,5]por[-5.5]
b) [0, 10] por[—20, 100]
¢) [—15, 8] por[—20, 100]
d) [-10,3]por[— 100, 20]
3 y=100-x*
® [~4,4]por[~4,4]
b) [-10, 10] por[—10, 10]
¢) [~15, 15] por[—30, 110]
d) [—4, 4] por[-30, 110]
4. y = 2x? — 1000
a) [—10, 10]por[-10, 10]
b) [~10, 10] por [~ 100, 100]
¢) [=10, 10] por[- 1000, 1000]
d) [—25, 25] por[—1200, 200]
5 y= 10+ 25x — x°
a) [—4, 4] por[—4,4]
b) [~10, 10]por[~10, 10]
c) [—20, 20] por[—100, 100]
d) [~100, 100] por [—200, 200]

6. y= Vix - x*
a) [—4,4]por[—4,4]
b) [—5, 5]por[0, 100]
c) [—10, 10] por[—10, 40]
a) [~2,10]por[~2,6]

7-18 ® Determine un rectingulo de visidn adecuado para la
ecuacion y utilicelo para trazar la grifica.

7. y = 100x* 8. y = —100x*

9, y=4+ 6x — x? 10. y=03x+ 1.7x - 3
1. y = V256 — x? 12. y= Vi2x = 17
13. y=001x* —x?+5 14. v = x(x + 6)(x — 9)
15, y = x*— ax? ., y =

= 6 y= 533

18. y=2x— |x2 — §|

19. Grafique la circunferencia x* + ¥* = 9 despejando v y
trazando las dos ecuaciones como en el ejemplo 3.

20. Grafique la circunferencia (v — 1)* + x* = | despejando ¥
y trazando las dos ecuaciones como en el ejemplo 3.

21. Grafique la ecuacién 4x® + 2y* = | despejando y y
trazando las dos ecuaciones que corresponden a las raices
negativa y positiva (Esta grifica se llama elipse.)

22, Grafique la ecuacién y* — 9x* = | determinando y y
trazando las dos ecuaciones correspondientes a las raices
cuadradas positiva y negativa. (Esta grifica se llama
hipérbola.)

23-26 ™ ;Las grificas se cortan en el rectdngulo de vision
dado? Si es asi, jcudntos puntos de interseccion hay?

2. y=-%'+6x—Ly=V7-Jx% [-4, 4]por[-1,3]
24. vy = V49 — x% y = (41 = 3x); [-8, 8] por[~1, 8]

25, y=6—4dx—x’,y=3x+ 18; [~6,2]por[-5, 20]

26. y=x'—dx,y=x+5; [~4,4]por[-15, 15]

1. y=1+ |x = 1]

27-36 ® Resuelva la ecuacidn por medio del dlgebra y de los
métodos grificos.

27. x—4=5xc+12 28. ix—3=6+2x

2 1 4 5] 5
b =] TR Y
A x*-32=0 2+ 16=0
33, 16x* = 625 M, 2 -243=0(

3. (x—5)*-80=0 36, 6(x + 2)* = 64

37-44 ® Resuelva la ecuacion grificamente en el intervalo
dado. Dé cada respuesta correcta con dos cifras decimales.

A =Tx+12=0; [0,6]
B P —-075c+0125=0; [-2,2]

W -+ 11x—-6=0; [—1,4]

40. 16x" + 16 =x+ 1; [-2,2]

4L x—-Vx+1=0; [-1,5]

2.1+ Vi=Vi+ss [-1,5]

43, s —x=0; [-3.3]

Id,.tl"'z+1l'q-_t=ﬂ; [—1, 5]

45-48 » Calcule todas las soluciones reales de la ecuacidn con
dos cifras decimales.

45 -2l -x-1=0
47 xx— 1)(x + 2) = {x

46. x* — 8 +2=0
48, x' =16 -x*
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49-56 ®» Calcule las soluciones de la desigualdad trazando
decimales.

49, -3 -10=0

50. 0.5x* + 0.875x = 0.25
S5l X'+ 1lx=6c2+ 6
52, 16x" + 24x?> —9x - 1
5. s <y

54, V052 + 1 =2|x]
§5. (x+1)¥<(x-1)
56. (x+ 1) =x’

57. En el ¢jemplo 6 encontramos dos soluciones de la ecuacidn
x* — 6x? + 9x = Vi, las soluciones que quedan entre 1 y
6. Determine dos soluciones méis con dos cifras decimales.

Aplicaciones

58. Ganancia estimada Un fabricante de electrodomésticos
estima que la ganancia y en délares que genera la produc-
cidn x de ollas por mes se determina mediante la ecuacion

y = 10x + 0.52% = 0.001x* = 5000

donde 0 = x = 450.

a) Grafique la ecuacidn.

b) ;Cudntas ollas se tienen que fabricar para empezar a
generar ganancias?

c) ,Para qué valores de x la ganancia de la compaifiia es
mayor que 15 000 ddlares?

59, ;Qué tan lejos puede ver? Si se pone de pie en un
barco que va por mar calmo, entonces su estatura x en pies

por arriba del nivel del mar se relaciona con la distancia més

lejana y en millas que alcanza a ver mediante la ecuacién

Vise+ (53)
y=4/1l5x + 5280
a) Grafique la ecuacién para 0 = x = 100.

b) ;Qué tan alto tiene que estar usted para ser capaz de
alcanzar a ver 10 millas?

Descubrimiento « Debate

.

al.

6.

LN

MNotacion de las ecuaciones en las calculadoras para
graficar Cuado usted introduce los datos de las ecua-
ciones siguientes en la calculadora, jqué tanto difiere lo que
usted ve en la pantalla de la manera usual de escribir las
ecuaciones? (Verifique en ¢l manual de wsuario si no estd
Seguro.)

a) y=|x|

b) y=Vx

© Y -1

d) y=;3+m

Introduccion cuidadosa de los datos de una ecuacion
Un estudiante desea graficar las ecuaciones

x
x+4

en la misma pantalla, de modo que introduce la informacién
siguiente en su calculadora:

Y, = X*1/3

La calculadora grafica dos rectas en lugar de las ecuaciones
que el estudiante queria. ; Qué estuvo mal hecho?

}rzxm ? ¥=

Y= X/X+ 4

Meétodos de solucion algebraico y grafico Escriba
un breve ensayo para comparar los métodos algebraico y
gréfico en la resolucién de ecuaciones. Plantee sus propios
ejemplos para ilustrar las ventajas y desventajas de cada
método.

{Cudntas soluciones? Este ejercicio trata sobre la fa-
milia de ecuaciones
B -Ax=k
a) Trace las grificas de
pi=tedn oy

en el mismo rectingulo de visién, en el caso de k = —4,
—2,0, 2, y 4. ;Cudntas soluciones de la ecuacién
x* = 3x = k hay en cada caso? Calcule las soluciones
correctas con dos cifras decimales

b) ;Para qué valores de k la ecuacidn tiene una solucion?
1 Dos soluciones? ; Tres soluciones?

»=k



Declive de una rampa
Pendiente = —

12

Figura 1

Figura 2
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En esta seccion determinamos ecuaciones para rectas que estdn en un plano coor-
denado. Las ecuaciones dependen de la inclinacién de la recta, de modo que em-

pezamos por analizar el concepto de pendiente.
La pendiente de una recta

Primero necesitamos un modo de medir la “inclinacién™ de una recta, o qué tan ri-
pido se levanta o desciende cuando nos desplazamos desde la izquierda hacia la
derecha. Definimos desplazamiento horizontal como la distancia que nos movemos
a la derecha y desplazamiento vertical como la distancia correspondiente que la rec-
ta sube o cae. La pendiente de una recta es la relacion de desplazamiento horizontal
a desplazamiento vertical:
desplazamiento vertical
desplazamiento horizontal

En la figura 1 se muestran situaciones donde la pendiente es importante. Los carpin-
teros utilizan el término declive para dar a entender la pendiente de un techo o de una

rampa; el término rasante se utiliza para la pendiente de una carretera.

pendiente =

Declive de un techo Rasante de una carretera
Pendiente = 3 Pendiente = o

Si una recta estd en un plano coordenado, entonces el desplazamiento horizon-
tal es el cambio en la coordenada x y el desplazamiento vertical es el cambio co-
rrespondiente en la coordenada y entre dos puntos cualesquiera de la recta (véase la
figura. 2). Asi llegamos a la siguiente definicién de pendiente.

L
1' —————— 5
I
I
¢ I
: Desplazamiento Desplazamiento
11 | | vertical: cambio | vertical: cambio
| | en la coordenada en la coordenada
| | vipositivo) v (negativo)
I
I
|
0 |
+ - -
- . o x - 3 x
Desplazamiento Desplazamiento
hori : .
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René Descartes (1596-1650) na-
<id en la ciudad de La Haye en el
sur de Francia. Desde temprana
edad, a Descartes le gustaron las
matemdticas debido a “la certeza
de sus resultados y a la clandad de
su razonamiento”. El opinaba que
con el fin de llegar a la verdad uno
debia empezar por dudar de todo,
incluso de la propia existencia de
uno mismo. Esto le llevd a formu-
lar quizd la frase mas conocida de
toda la flosofia: “Pienso, luego
existo”, En su libro Discurso del
método describid lo que ahora co-
nocemos como plano canesiano.
Esta idea de combnar ¢l dlgebra y
la geometria permitic que los ma-
lematicos “vieran por primera vez
las ecuaciones que estudiaban. El
filésofo John Stuart Mill llamé a
su invencion “el paso mds grande
jamas dado en el avance de las
ciencias exactas”. A Descartes le
gustaba levantarse tarde y pasar la
mafiana en la cama pensando y es-
cribiendo. Inventd el plano coorde-
nado mientras yacia en la cama
observando el recorrido erritico de
una mosca én el techo, v razonan-
do que podria describir la posicion
exacta de la mosca s1 sopiera su
distancia a dos muros perpendicu-
lares. En 1649, Descartes se volvié
tutor de la reina Cristina de Suecia.
A ella le gustaba tomar sus lec-
ciones a las 5 de la mafiana, horaen
que, segin ella, su mente estaba
miis despierta. Pero el cambio en
los habitos de Descartes y la bi-
blioteca fria como el hiclo donde
estudiaban fueron demasiado para
£l. En febrero de 1650, justo dos
meses después, enfermd de neu-
monia y murid

Pendiente de una recta

La pendiente m de una recta que no es vertical y que pasa por los puntos
A(xy, ) ¥ Blx;, y;) es

desplazamiento vertical v, — ¥,
desplazamiento horizontal Xy =Xy

La pendiente de una recta vertical no esta definida.

La pendiente es independiente de los puntos que se escogen en la recta. Podemos

observar que esto

es verdadero a partir de los tridngulos

Bnh BTN
n—xn n-x

ya
Y1 =0 (Dcspla;unmtn
Alx, ) Yewtlon)
|" A5 ™ M
o o ¥l (Desplazamiento
A'lxy, ) horizontal)
e
“0 e
Figura 3
En la figura 4 se muestran varias rectas con sus pendientes marcadas. Observe

que las rectas con

pendiente positiva estdn hacia arriba a la derecha, y las de pendien-

te negativa estdn hacia abajo y a la derecha. Las rectas con mayor pendiente son ague-
llas cuyo valor absoluto de la pendiente es mds grande; una recta horizontal tiene

pendiente cero,

.

m=-2 m= -1

m=-5

Figura 4
Rectas de varias pendientes
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o1 Determinacion de la pendiente de una recta
que pasa por dos puntos
Calcule la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2, 1) y Q(8, 5).
Solucién  Puesto que dos puntos cualesquiera determinan una recta, s6lo una
recta pasa por esos dos puntos. De acuerdo con la definicidn, la pendiente es

YYo= N 5“I=4 2

n—x, 8§8-2 6 3

Esto guiere decir que por cada 3 unidades que nos movamos hacia la derecha, el
desplazamiento vertical es de 2 unidades. La recta se ilustra en la figura 5. ]

Ecuaciones de rectas

Determinemos la ecuacién de la recta que pasa por un punto dado P(x,, v,) y tiene
pendiente m. Un punto P(x,y) con x # x; queda en esta recta si y s6lo si la pendiente
de la recta que pasa por P, y P es igual a m (véase la figura 6), es decir

TN _

.I_II a

Esta ecuacién se puede volver a escribir en la forma y — y, = m(x — x,); observe
que la ecuacién también se cumple cuando x = x, vy ¥ = ¥,. Por lo tanto, es una ecua-
cidn de la recta dada.

Forma de la ecuacion de una recta que pasa por un punto y

tiene una pendiente dada

Una ecuacidn de la recta que pasa por el punto (x,, v, ) ¥ tiene pendiente m es

y—»n=mx—x)

mplo 2 Determinacion de la ecuacion de una recta
mediante un punto y la pendiente

a) Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por (1, —3) y su pendiente es — 3.
b) Grafique la recta.

Solucion
a) Aplicando la ecuacion de la recta que pasa por un punto y tiene una pendiente
dada con m = —%,x, = 1 y ¥, = —3, obtenemos una ecuacion de la recta
y+3=—Hx—1) Seginlaecuacién dados un puntoy la pendiertte
z_‘f +6=—-x+1 Hultlplla:anilﬁﬂ por L
x+2vy+5=0 Reacomodo de términos
b) El hecho de que la pendiente es —3 indica que cuando nos desplazamos a la

derecha 2 unidades, la recta cae una unidad. Esto posibilita que dibujemos la
recta de la figura 7. ]
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Podemos utilizar cualguier punto,
(=1,2) o bien (3, =4), en la ecuacidn
donde se da un punto y la pendiente.
Llegaremos a la misma respuesta final.

Ordenada en el

y=fx+|

'Eiemplo3 Determinacion de la ecuacion de una recta
por medio de dos puntos dados

Calcular la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—1,2) y (3, —4).

Solucion La pendiente de la recta es
O e SETON SRS
3—-(—1) 4 2
Al aplicar la ecuacidn de una recta que pasa por un punto y conocemos la pendiente
conx, = —1yy = 2, tenemos
y—2=—3x+1)  Seainlaecuacin de puto y pendiente dados
2y —4=-3x—13 Multiplicacién por 2
Ix+2y—-1=10 Reacomodo de los términos -
Suponga una recta no vertical que tiene una pendiente m y una ordenada al on-
gen b (véase la figura 8). Esto significa que la recta corta al eje de las y en el punto
(0, b), de modo que la ecuacién cuando se da un punto y la pendiente para la ecua-
citn de la recta, con x = O y y = b, se vuelve

y—=b=m(x-0)

Se simplifica a y = mx + b, que se conoce como ecuacion de la recta dada la pen-
diente y la ordenada en el origen.

Ecuacion de una recta dadas la pendiente y la ordenada
en el origen

Una ecuacién de la recta que tiene una pendiente m y cuya ordenada en el ori-
gen es b es

y=mx+ b

‘Ejomplod | Ecuacion de rectas dadas la pendiente o

y la ordenada en el origen

a) Calcular la ecuacién de la recta con pendiente 3 y ordenada en el origen igual
a—2.
b) Encontrar la pendiente y la ordenada en el origen de la recta 3y — 2x =1.
Solucion

a) Puestoque m = 3 y b = —2, de acuerdo con la ecuacion de una recta dadas la
pendiente y la ordenada al origen tenemos

y=3x—2
b) Primero escribimos la ecuacién en la formade y = mx + b:
Iy—-2x=1
Iy=2x+ 1| Suma de 2x
y = %J: +% Division entre 3

Segiin la ecuacién de la recta dadas la pendiente y la ordenada al origen, vemos que
la pendiente es m = 3§ y la ordenada es b = . L]



Yi
b y=b la, B)
X=a
0 a :
Figura 9
Ya
2+ x=3
50 3| 4
y=-1
Figura 10
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Si la recta es horizontal, su pendiente es m = (), de modo que su ecuacién es
v = b, donde b es la ordenada en el origen (véase la figura 9). Una vertical no tiene
una pendiente, pero podemos expresar su ecuacion como x = a, donde a es la in-
terseccidn con el eje x porque la coordenada x de cada uno de los puntos sobre la
recla es a.

Rectas verticales y horizontales

Una ecuacién de la vertical que pasa por (a, b) es x = a.
Una ecuacién de la horizontal que pasa por (a,b) es y = b,

'Ejemplo5 Rectas verticales y horizontales

a) La grifica de la ecuacién x = 3 es una vertical cuya interseccién con el eje
xes}

b) La gréfica de la ecuacion y = —2 es una horizontal cuya interseccion con el eje
v es una horizontal cuya interseccién con el eje y es —2.

Las rectas se grafican en la figura 10. ]

Una ecuacién lineal s una ecuacién de la forma
Ax+By+C=10

donde A, B y C son constantes y A y B no son simultineamente iguales a cero. La
ecuacion de una recta es una ecuacion lineal:

® Una recta no vertical tiene por ecuacion y = mx + bo bien —mx + v = b =10,
la cual es una ecuacidn lineal conA = -m, B= 1y C= —h.

® Una recta vertical tiene por ecuacién x = a o bien, x — a = 0, que es una
ecuacion lineal conA = 1, B=0y C = —a.

Por lo contrario, la grifica de una ecuacién lineal es una recta:

m Si B # 0, la ecuacion se transforma en
A C

=5 B

y ésta es la forma de la ecuacion de una recta dadas la pendiente y la ordenada
en el origen (conm = —A/By b = —C/B).

= Si B = 0, la ecuacién se vuelve
Ax+C=20
o bien x = —CJA, la cual representa una linea vertical.
Hemos demostrado lo siguiente.

Ecuacion general de la recta

La grifica de toda ecuacion lineal
Ax+ By +C=10 (4, B no son simultineamente cero)

es una recta. En caso contrario, cada recta es la grifica de una ecuacidn lineal.
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Figura 12

"Ejemplo 6 Grafica de una ecuacion lineal
Trace la grifica de la ecuacion 2x — 3y — 12 = 0.

Solucién 1  Puesto que la ecuacidn es lineal, su grifica es una recta. Para dibujar
la grifica es suficiente encontrar dos puntos cualesquiera sobre la recta. Las inter-
secciones con los ejes son los puntos mads faciles de determinar.

Interseccién con el eje x sustituya y = {) para obtener 2x — 12 = 0,
de modo que x=6
Interseccidn con el eje v: sustituya x = () para obtener —3y — 12 = (),

de modo que v = =4
Con estos puntos podemos trazar la griafica en la figura 11,

Solucion 2 Expresamos la ecuacién en la forma de pendiente y ordenada en el
origen dadas

k- —12=0

2x = 3y = 12 Suma de 12
-3y =-2x+ 12 Resta de 2x
y=1ix—4 Divisidn entre =3
Esta ecuaci6n estd en la forma de y = mx + b, de modo gue la pendiente es m =
y la ordenada al origen es b = —4. Para graficar, localizamos la interseccion con el
eje v y luego nos desplazamos 3 unidades a la derecha y dos unidades hacia arriba
como se muestra en la figura 12. ]

Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Puesto que la pendiente mide la inclinacién de una recta, es razonable que las rectas
paralelas tengan la misma pendiente. De hecho, podemos demostrarlo.

Rectas paralelas

Dos rectas no verticales son paralelas si y s6lo si tienen la misma pendiente,

® Demostracion Sean las rectas [; v [, de la figura 13 que tienen pendientes
;¥ m,. Si las rectas son paralelas, entonces los tridingulos rectangulos ABC v DEF
son semejantes, de modo que

d(B.C) dE.F)
MTFAT) dADF)

Y al contrario, si las pendientes son iguales, entonces los triingulos son semejantes,
por lo que £ BAC =2 EDF v las rectas son paralelas. L

“ Determinacion de la ecuacion de una recta
paralela a una recta dada

Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto (5, 2) que es paralela a la
rectadr + 6y + 5 = 0.

Soluciéon Primero escribimos la ecuacidn de la recta dada en la forma de pen-
diente y ordenada en el origen.

dx+6y+5=0
ﬁ}l - —4_1' s 5- E_ﬂ‘ﬁt.ﬂ Fe I "ll'x + 5
y = _-;:1. s % Division entre &
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Por lo que la recta tiene la pendiente m = —%, Como la recta requerida es paralela a
la recta dada, tiene también la pendiente m = —2. De acuerdo con la ecuacién de
una recta que pasa por un punto y se conoce su pendiente obtenemos
y—2==3x—5) Fendiente m = —%, pendiente (5,2)
Iy—6=-2x+ 10  Multiphcacién por 3
2x+3y—=16=10 Reacomodo de los términos

Por lo tanto, la ecuacién de la recta requeridaes 2x + 3y — 16 = 0. ]

La condicidn para rectas perpendiculares no es tan obvia como con las rectas
paralelas.

Rectas perpendiculares

Dos rectas con pendientes m, y m, son perpendiculares si y sdlo si
mym, = — 1, es decir, sus pendientes reciprocas y de signo contrario:
o)
M5 m,

Asimismo, una recta horizontal (pendiente 0) es perpendicular a la recta verti-
cal (pendiente indefinida).

® Demostracion En la figura 14 se ilustran dos rectas que se cortan en el ori-
gen. (Si las rectas se cortan en algin otro punto, consideramos rectas paralelas a és-
tas que se cortan en el origen. Estas rectas tienen las mismas pendientes que las
rectas originales.)

Si las rectas |, y [, tienen pendientes m, y m,, entonces sus ecuaciones son
¥y = mxyy = myx. Observe que A(1,m,) queda sobre I, y B(1, m,) queda sobre ;.
Segiin el teorema de Pitdgoras y su inverso (véase pig. 54), OA L OB si y sélo si

[d(0,A)T + [d(0. B)] = [d(4, B)]'
De acuerdo con la férmula de la distancia, esto se transforma en
(P+m)+(1P+m)=0-1)74+(my—m,)?
2+ m + mi=mi—- 2mm, + m}
2 = =2mm,

m|m1= -I L

'Ejemplo8 Rectas perpendiculares

Demuestre que los puntos P(3,3), (8, 17) y R(11, 5) son los vértices de un tridn-
gulo rectingulo.

Solucién Las pendientes de las rectas que contienen a PR y QR son respecti-
vamente,

51t

11 -8

~ T
=3

my = y m= = =4

==

Puesto que m, y m; = — 1, estas rectas son perpendiculares y, entonces POR es un
tridingulo rectingulo. La grifica se ilustra en la figura 15.
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Ejemplo 9 Determinacion de la ecuacion de una recta
perpendicular a una recta dada

Determinar una ecuacidn de la recta que es perpendicular a la recta
4x + 6y + 5 = 0 y que pasa por el origen.

Solucion En el ejemplo 7 encontramos que la pendiente de la recta

4x + 6y + 5 = 0 es —3. Por consiguiente, la pendiente de una perpendicular es la
pendiente reciproca y de signo negativo, es decir, 5. Puesto que la recta requerida
pasa por (0, 0), la ecuacion de la recta cuando se conoce un punto y la pendiente es

y=0=3x-0)
6 y=%x "

Ejemplo 10  Trazo de una familia de rectas
Utilice la calculadora para elaborar grificas con el fin de trazar la familia de rectas
y=05x+b

parab = -2, —1,0, 1, 2. ;Qué propiedad comparten las rectas?
Solucion Las rectas se grafican en la figura 16 en el rectdngulo de visién

Jl-'q:l.;;:E b [=6,6] por [ -6, 6]. Todas las rectas tienen la misma pendiente, de modo que

son paralelas. .

Aplicaciones: pendiente como razon de cambio

Cuando una recta se utiliza como modelo de la relacidn entre dos cantidades, la pen-
diente de la recta es la razén de cambio de una cantidad con respecto a la otra. Por
ejemplo, la gréfica de la figura 17 (a) da la cantidad de gas de un tanque que se estd
llenando. La pendiente entre los puntos indicados es
_ G galones :
Ll i 2 galones por minuto

La pendiente es la razdn a la cual el tanque se estd llenando, 2 galones por minuto.
En la figura 17(b), el tanque se estd vaciando a la razdn de (.03 galones por minuto y
la pendiente es —0.03.

s Va . - YA
§ 811 | . 18 il :
54—+ 4 ,A':(._._ 15 B e N N S -
8 | -3 galones ——
= 12+ — < 12 8 T‘& —
] [ | ' S | 100 min |
2 g4 - L6 galones- 0 g4+ 4 LIATIRIR S L
3 | 3 Wl
ﬁ-- - - i i i [ el f . i
g It I3mm j § 3 | |
E —— = bt § - + e
0l 1234567809 x 0 20 100 200
Tiempo (min) Tiempo (min)
a) Tangue que se llena a razdn b) Tanque que se vacia a razdn
de 2 galones por minuto. de 0.03 galones por minuto.
La pendiente de la recta es 2 La pendiente de la recta es =0.03

Figura 17
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Los dos ejemplos siguientes representan otras situaciones donde la pendiente de una
recta es una razén de cambio.

— ,*’
wplo 11 Pendiente como razon de cambio “

Una presa estd construida sobre un rio para tener un embalse. El nivel del agua w en
el embalse estd dado por la ecuacidn

w= 45+ 28

donde r es la cantidad de afios desde que la presa se construyd y w se mide en pies.

a) Trace una grifica de esta ecuacion.
b) ;Qué representan la pendiente y la interseccién con el eje w de esta grifica?

Solucion

a) Esta ecuacidn es lineal, de modo que su grifica es lineal, es una recta. Como
dos puntos definen una recta, localizamos dos puntos que quedan sobre la gré-
fica y dibujamos una recta que los una.

Cuando r = 0, entonces w = 4.5(0) + 28 = 28,

por lo que (0, 28) estd sobre la recta.
Cuando 1 = 2, entonces w = 4.5(2) + 28 = 37,

por lo que (2, 37) estd sobre la recta.

La recta definida por estos puntos se muestra en la figura 18,

EEN

10+

—
- ¥

Figura 18

b) La pendiente es m = 4.5; representa la tasa de cambio del nivel del agua con
respecto al tiempo. Esto quiere decir que el nivel del agua se incrementa
4.3 pies por afio. La interseccion con el eje w es 28 y ocurre cuando ¢ = 0,
de modo que representa el nivel del agua cuando la presa fue construida. ]

T i

12 Relacion lineal entre temperatura y altitud

a) A medida que el aire seco asciende, se expande y se enfria. Si la temperatura
del suelo es de 20°C y la temperatura a una altura de |1 km es 10°C, exprese la
temperatura T (en °C) en términos de la altura h (en kilémetros). (Suponga que
la relacidn entre T y h es lineal.)

b) Dibuje la grifica de la ecuacidn lineal. ;Qué representa la pendiente?

¢) (Cudl es la temperatura a una altura de 2.5 km?

Solucion

a) Como estamos suponiendo una relacion lineal entre T y h, la ecuacion debe
tener la forma

T=mh+b
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donde m y b son constantes. Cuando h = 0, sabemos que T = 20, por lo que

20 = m(0) + b
b=20
Por lo tanto, tenemos
T=mh+ 20
Cuando h = 1, tenemos que T = 10 y entonces
T 10 = m(1) + 20
| : m=10-20=-10
205 — I La expresion requerida es
m.j\"lﬂﬁﬂﬂ : T=—10k+ 20
b) La gréfica se ilustra en la figura 19, La pendiente es m = —10°C/km, que re-
\ - presenta la razdn de cambio de la temperatura con respecto a la distancia por
0 3 h arriba del suelo. De este modo, la temperatura desciende 10°C por kilémetro
| de altura,
c¢) A una altura de h = 2.5 km, la temperatura es
Figura 19 T=—10(25) + 20 = =25 + 20 = -5°C &

1-8 ® Determine la pendiente de la recta que pasa por los pun- 10, a) Grafique las rectas que pasan por (0, () con pendientes
mpyﬂ‘ I1ﬂ+£11:’r-1‘
b) Grafique las rectas que pasan por (0, 0) con pendientes
1. P{0,0), 0(4,2) 2. P(0,0), (2, —6) Li-iy3.
3. P(2,2),0(-10,0) 4. P(1,2),003.3) $1-34 8 Delentinic una/ccuacia par La rocts cuys grfics sc
5. -F[I,d], Q{“-T.l 6. P{l—j}. Q{-‘Lj]
12. ¥
7. P(1,-3),(—1.6) B. P(—1, —4), 6,0)
9. Calcule las pendientes de las rectas [, I, Iy y [, en la figura ] 3
que sigue.
| =3/ (0] | 2 | *
13 ¥i 14, \ Yi
My {
1 1\ I
0 1/ 3 [ x -4 X
Jr "'L\ |
= _}[ = .._._._:;__AAY\_g__
s aeL
| | N




15-34 ® Calcule una ecuacién de la recta que cumpla las condi-
ciones dadas.

15.
16.
I?l‘

SEREBEREREE

8.

29,
30.

3l

iz

Pasa por(2,3); pendiente |
Pasa por (—2,4);
Pasa por (1,7); pendiente §

Pasa por (—3, —5); pendiente —1

Pasa por (2, 1) v (1,6)

Pasa por (—1, —2) y (4,3)

Pendiente 3; ordenada al origen y -2
Pendiente {; ordenada al origen v 4

pendiente — |

Interseccion con el eje x 1;  ordenada al origen y =3
Interseccion con el eje x —8; ordenada al origen v 6
Pasa por (4,5); paralela al eje x

Pasa por (4, 5); paralela al eje v

Pasapor(l, —6); paralelaalavectax + 2y =6

Ordenada al origen 6; paralela a la recta
2x+3y+4=0
Pasapor(—1,2); paralelaalarectax =35

Pasa por(2,6); perpendicular a la recta v = |

Pasapor (—1, —2); perpendicular a la rects
2x+5v+8=0
Pasa por [f = ﬁ} perpendicular a larectadx — By = |

33. Pasapor(1,7). paralela a la recta que pasa por (2,5) y

M. Pasapor(—2.—11);

(=2.1)

perpendicular a la recta que pasa por
(L1 y(5 1)

a) Grafique la recta con pendiente § que pasa por el punio
(—2:H).

b) Determine una ecuacion para esta recta.

a) Grafique la recta con pendiente —2 que pasa por el punto
(4, —1).

b) Encuoentre la ecuacion de esta recta.

37-40 = Ulilice una calculadora o una computadora para
graficar y trace la familia de rectas en el mismo rectingulo de
vision. [ Qué tienen las rectas en comiin?

3.
38.
39.
40.

¥

|

~2x+b porb=0,%1, %3 +6

y=mx—3 porm=0 2025 +0.75 *1.5

mix —3) porm =10, =0.25, *0.75, 1.5
24+ mx+3) porm=0, 205 xI1, £2, =6

¥

1]

¥
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41-52 ® Determine la pendiente v la ordenada al origen de la
recta y trace la gréfica.

41.
43,
45,
47.
49,
51.
53.

35.

57.

58.

59.

r+y=3 42. Ix—2y =12
x+3Iy=1 4. 2x—5v=10
Ix—=iy+1=0 46. -Ix—5y+30=0
y =4 48. 4y + 8 =0
Ix—dy=12 50. x=—35
Ix+dy—-1=0 82 4x+ Sy=10
Utilice las pendientes para demostrar que

A1, 1), B(7.4), C(5,10) y D{—1,7) son vértices de un
paralelogramo.

Utilice las pendientes para demostrar que

A(—=3,—1), B(3,3) vy C(—9, 8) son vértices de un trifingulo
rectangulo.

Utilice las pendientes para demostrar que

AL, 1), B(11,3), C(10,8) y D{0, 6) son vértices de un rec-
tangulo.

Utilice las pendientes para determinar si los puntos dados
son colineales, es decir, estin sobre la misma recta.

a} {I. 1}1 {31 9}1 {'E'rz]}

by (—1,3),(1,7).(4,15)

Determine una ecuacion de la bisectriz perpendicular a la
recta que une los puntos A(1,4) v B(7, —2).

Calcule el drea del tridngulo formado por los ejes de coorde-
nadas y la recta

vy+3ix—6=0

a) Demuestre que si las intersecciones con los ejes xy v
de una recta son nmeros no cero a y b, entonces la
ecuacion de la recta se puede expresar de la forma

F R )

a b

Esta forma se denomina ecuacién simétrica de la recta.

b) Utlice el inciso a) para determinar una ecuacién de la
recta cuya interseccidn con el eje x sea 6 y cuya orde-
nada al origen sea — 4.

6. a) Calcule una ecuacidn para la tangente a la circunferencia

x* + y* = 25 en el punto (3, —4). (Véase la figura.)
b) ;En qué otro punto de la circunferencia una tangente
serd paralela a la tangente del inciso a)?

Yi

(3, —4)
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Aplicaciones

Rasante de una carretera Al oeste de Albuguerque,
Nuevo México, la carretera 40 con rumbo al este es recta y
tiene una fuerte pendiente hacia la ciudad. La carretera tiene
una rasante del 6%, lo cual quiere decir que su pendiente es
— . Al manejar por esta carretera usted puede ver por los
sefialamientos que ha bajado 1000 pies. ;Cudl es el cambio
en la distancia horizontal?

Advertencia mundial Algunos cientificos opinan que la
temperatura superficial promedio del mundo estd aumen-
tando en forma constante. La temperatura superficial pro-
medio se expresa mediante

= 0.02r + 8.50

donde T es la temperatura en "C vy 1 es afios desde 1900,

a) ;Qué representan la pendiente y la interseccién con el
eje T?

b) Utilice la ecuacidn para predecir la temperatura superfi-
cial promedio del mundo en 2100,

Daosis de medicamentos Si la dosis de un medicamento

que se recomienda para un adulto es D) en mg, entonces para

determinar la dosis aceptable ¢ para un nifio de edad a, los
farmacéuticos usan la ecuacidn

c=00417a + 1)

Suponga que la dosis para un adulto es de 200 mg.
a) Determine la pendiente. [ Qué representa?
b) ;Cuil es la dosis para un recién nacido?

Mercado de pulgas La administradora de un mercado de

pulgas de fin de semana sabe por experiencias anteriores

que si cobra x délares por un espacio en renta en el mer-
cado, entonces el nimero v de espacios que puede rentar se
representan mediante la ecuacion vy = 200 — 4x.

a) Trace una grifica de esta ecuacion lineal. (Recuerde que
el costo de la renta por el espacio y la cantidad de espa-
cios rentados deben ser cantidades no negativas.)

b) ;Qué representan la pendiente, la interseccidn con el eje
¥ ¥ la interseccion con el eje x7

Costos de produccion Un pequefio fabricante de elec-
trodomésticos observa que si produce x tostadores en un
mes su costo de produccion estd representado por la
ECuACIon

v = Gx + 3000
donde v se mide en ddlares.
a) Trace una grifica de su ecuacidn lineal.

b) ;Qué representan la pendiente y la ordenada en el ori-
gen de la grifica?

66. Escalas de temperatura La relacion entre las escalas de

temperatura Fahrenheit (F) y Celsius (C) se expresa me-

diante la ecuacion F = € + 32,

a) Complete la tabla para comparar las dos escalas en los
valores dados.

b) Determine la temperatura a la cual las dos temperaturas
concuerdan.

[Sugerencia: suponga que a es la temperatura a la cual
las escalas concuerdan. Haga F = a y C = a. Luego de-

termine a.]

C F

-30°

-20F°

-10°

0°
50°
68"
86°

67. Grillos y temperatura Los bidlogos han observado que

la tasa de chirridos de los grillos de ciertas especies se rela-

ciona con la temperatura, v la relacidn parece ser casi lineal.

Un grillo produce 120 chirmdos por minuto a 70°F y 168

chirridos por minuto a 80°F.

a) Encuentre la ecuacion lineal que relaciona la tempe-
ratura f con la cantidad de chimdos por minuto n.

b) Si los grillos estin chirriando a 150 chirridos por mi-
nuto, estime la temperatura.

68. Depreciacion Una pequeiia empresa compra una compu-

tadora en 4000 délares. Después de cuatro afios, el valor

esperado de la computadora serd de 200 délares. Para cues-

tiones de contabihidad, la empresa aplica la depreciacidn

lineal para evaluar ¢l valor de la computadora en un bempo

dado. Esto significa que si V es el valor de la computadora

en el tiempo 1, entonces se usa una ecuacidn lineal para rela-

cionar V' y 1.

a) Determine una ecuacion lineal que relacione Vy 1.

b) Grafigue la ecuacidn lineal.

¢) ;Qué representan la pendiente y la interseccién con el
eje V de la grifica?

d) Calcule el valor depreciado de la computadora tres afios
después de la fecha de la compra.

. Presion y profundidad En la superficie del mar, la pre-

sion del agua es la misma que la presidn del aire por arriba

del agua, 15 Ib/pulg®. Abajo de la superficie, la presién del

agua aumenta 4,34 Ib/pulg’ por cada 10 pies que se des-

cienden.

a) Determine una ecuacidn para la relacidn entre presion y
profundidad abajo de la superficie del mar.

b} Trace una grifica de esta ecuacidn lineal.

¢) (Qué representan la pendiente y la ordenada en el ori-
gen de la grifica?
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d) ;A qué profundidad se tiene una presion de cidn lineal entre el costo mensual C por manejar un automs-
100 Ih/pulg®? vil y la distancia recorrida d.

a) Calcule una ecuacion lineal que relacione C'y 4.

b} Use el inciso a) para predecir el costo por manejar 1500
millas al mes.

¢) Trace la grifica de la ecuacidn lineal. ;Qué representa
la pendiente de la recta?

d) ;Qué representa la ordenada en el origen de la grifica?

e} ;Por qué una relacién lineal es un modelo adecuado en
el caso de esta situacidn?

72. Costos de produccion El gerente de una fibrica de
muebles observa que cuesta 2200 délares manufacturar
100 sillas en un dia y 4800 ddlares producir 300 sillas en
un dia.

a) Sise supone que la relacion entre costo y ndmero de
sillas fabricadas es lineal, encuentre una ecuacidn que
exprese esta relacidn. Luego grafique la ecuacidn.

b) ;Cudl es la pendiente de la recta del inciso a), y qué

representa?
¢) ;Cuil es la ordenada al origen de esta recta y qué repre-

70. Distancia, velocidad y tiempo  Jason y Debbie salen en —
automdvil de Detroit a las 2:00 M y manejan a una veloci-
dad constante viajando hacia el oeste sobre la I-90. Dejan .
atrds Ann Arbor, a 40 millas de Detroit, a las 2:50 pM. Descubrimiento - Debate
a) Exprese !5 distancia recorrida en términos del iempo 73. jQué significa la pendiente? Suponga que la grifica de

transcurrido. la temperatura en el exterior en un cierto periodo es una
b} Trace la gréfica de la ecuacidn del inciso a). recta. (Qué tanto estd cambiando el tempo si la pendiente
¢) (Cudl es la pendiente de la recta? ; Qué representa? de la recta es positiva? ;Y si es negativa? ;Y si es cero?

71. Costos por manejar un automovil El costo mensual 74. Puntos colineales  Suponga que le dan las coordenadas
de manejar un automdvil depende de la cantidad de millas de tres puntos en ¢l plano, y que quiere ver si quedan en la
recorridas. Lynn observa que, en mayo, ¢l costo de manejo misma recta. jCémo lo puede hacer usando las pendientes?
fue de 380 ddlares por 480 millas ¥ que en junio el costo fue .Y aplicando la férmula de la distancia? ; Puede imaginar
de 460 délares por 800 millas. Suponga que hay una rela- otro método?

Cuando los cientificos hablan acerca de un modelo matemdtico para un fendmeno
Los modelos matemadticos se estudian del mundo cotidiano con frecuencia se refieren a una ecuacion que describe la rela-

con mayores detalles en Enfogue en el cién entre dos cantidades. Por ejemplo, el modelo podria describir c6mo la poblacion
modelado, que inicia en la pigina 239, de especies animales varfa con el tiempo o cémo la presitn de un gas varia a medida

que cambia la temperatura. En esta seccidn se estudia la clase de modelado llama-
do variacidn.

Variacion directa

Dos tipos de modelos matemdticos se presentan con tanta frecuencia que tienen
nombres especiales. El primero se llama variacidn directa y se presenta cuando una
cantidad es un miltiplo constante del otro, de modo que usamos una ecuacién de la
forma y = kx para modelar esta dependencia.
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Variacion directa

Si las cantidades x vy v estdn relacionadas mediante una ecuacion

¥4 y = kx
y = kx para alguna constante k # 0, decimos que y varia directamente con x, o v es
k+ k= 0) directamente proporcional a x, o simplemente v es proporcional a . La

constante & se llama constante de proporcionalidad.

Recuerde que la gréfica de una ecuacién de la forma y = mx + b es una recta

0 = o cuya pendiente es m y la ordenada al origen es b. Entonces, la grifica de una ecuacion
1 y = kx que describe la variacién directa es una recta con pendiente k y ordenada al
Figura 1 origen 0 (véase la figura 1).

plo 1 Variacion directa

Durante una tormenta de rayos usted ve el rayo antes de escuchar el trueno
porque la luz viaja mucho més ripido que el sonido. La distancia entre usted y
la tormenta varia directamente con el intervalo que transcurre entre el rayo y el
trueno.

a) Suponga que el trueno de una tormenta a 5400 pies de lejania tarda 5 s para
llegar hasta usted. Determine la constante de proporcionalidad y plantee la
ecuacitn de la variacion.

b) Grafique la ecuacion. ;Qué representa la constante de proporcionalidad?

c) Si el intervalo entre el rayo y el trueno es ahora de 8 s, ;qué tan lejos estd la
tormenta’?

Solucién

a) Sea d la distancia desde donde estd usted hasta la tormenta y sea r el nempo
transcurrido. Sabemos que d varia directamente con ¢, de modo que

d=kr

donde k es una constante. Para determinar k, usamos el hechodequer =35y
d = 5400. Al sustituir estos valores en la ecuacién obtenemos

5400 = k(5) Sustitucion
d | k= T = 1080 Detarminacion de k
6000 4

4 = 10801 Al sustituir este valor de k en la ecuacidon para 4, obtenemos

d = 1080¢

cuando la ecuacion de d estd en funcion de 1.

0 2 4 6 B8 1 b) La grifica de la ecuacién 4 = 1080r es una recta que pasa por el origen con
pendiente 1080, y se muestra en la figura 2. La constante k = 1080 es la veloci-
Figura 2 dad aproximada del sonido en pies/segundo.




Figura 3
Variacidn inversa
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¢) Cuando r = 8, tenemos
d = 1080 -8 = B640

Entonces, la tormenta estd a 8640 pies, casi 1.6 millas. ]

Variacion inversa

Otra ecuacién que con frecuencia se utiliza en el modelado matemético es v = k/x,
donde k es una constante.

Variacion inversa

Si las cantidades x y v se relacionan mediante la ecuacién

yim

para alguna constante k # 0, decimos que y es inversamente proporcional a
X, 0 que y varia inversamente con x.

La gréfica de y = k/x para x > 0 se muestra en la figura 3 para el caso k = 0. Esto
da una imagen de lo que sucede cuando y es inversamente proporcional a x.

Ejemplo 2 Variacion inversa a

La Ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se comprime a

una

temperatura constante, la presion del gas es inversamente proporcional al volumen
del gas.

a) Suponga que la presién de una muestra de aire ocupa 0.106 m* a 25°C estd a
50 kPa. Determine la constante de proporcionalidad y plantee la ecuacién que
expresa la proporcionalidad inversa.

b) Si la muestra se expande a un volumen de 0.3 m’, estime la nueva presién.

Soluciéon

a) Sea P la presion de la muestra de gas y sea V su volumen. Entonces, de acuerdo
con la definicidn de proporcionalidad inversa tenemos

k
P=3

donde k es constante. Para determinar k aplique el hecho de que P = 50 cuando
V = 0.106. Al sustituir estos valores en la ecuacién obtenemos

k
50 = —— Susatituclon
0.106 '

k= (ﬂ]{ﬂlﬂﬁ) = 5.3 Determinacion de k
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1.5

Figura 4
Grificade F = —

Al sustituir este valor de k en la ecuacién de P, tenemos

5.3
=7
b) Cuando V = 0.3, tenemos
33
P=—=177
0.3
Entonces, la nueva presidn es de casi 17.7 kPa. L]

Variacion conjunta

Con frecuencia, una cantidad fisica depende de otra cantidad. Si una cantidad es pro-
porcional a dos 0 més cantidades, esta relacidn se llama variacidn conjunta.

Variacion conjunta

Si las cantidades x, v v z estdn relacionadas mediante la ecuacién
z = kxy

donde k es una constante no cero, decimos que z varia en forma conjunta
con X y ¥, 0 que 2 es conjuntamente proporcional a xy v,

En las ciencias, las relaciones entre tres 0 mds variables son comunes, y es po-
sible cualguier combinacién de los diferentes tipos de proporcionalidad que hemos
analizado. Por ejemplo, si

:=k£
y
decimos que z es proporcional a x y que es inversamente proporcional a y.

Ejemplo3] Ley de Newton de la gravitacion ﬂ

La Ley de Newton de la gravitacién establece que dos objetos con masas m,

y m, se atraen entre si con una fuerza F que es conjuntamente proporcional a sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia r entre los objetos.
Exprese la Ley de Newton de la gravitacidén como una ecuacion.

Solucion Si aplicamos las definiciones de variacién conjunta e inversa y la no-
tacién tradicional G para la constante gravitacional de proporcionalidad tenemos

F=GmIT2 -

F

Si m; y m, son masas constantes, entonces la fuerza gravitacional entre ellas es
F = C/r* donde C = Gm,m, es una constante. En la figura 4 se ilustra la grifica de
esta ecuacion para r > () con C = 1. Observe como la atraccidn gravitacional dis-
minuye cuando aumenta la distancia.



Ejercicios

1-12 = Escriba una ecuacion que exprese el enunciado.
1. T varia directamente con x.

2. P es directamente proporcional a w.

3. ves directamente proporcional a z.

4. w es proporcional conjuntamente a m y n.

5. yes proporcional a 5 e inversamente proporcional a r.
6. P varia inversamente a T.

7. zes proporcional a la raiz cuadrada de y.

8. A es proporcional al cuadrado de 1 e inversamente propor-
cional al cubo de x.

9. Ves conjuntamente proporcional a [, wy h.

10. S es conjuntamente proporcional a los cuadrados de r y 8.

11. R es conjuntamente proporcional a i e inversamente propor-
cionalaPyr.

12. A es conjuntamente proporcional a las raices cuadradas de x
y de y.

13-22 = Exprese el enunciado como una ecuacidn. Utilice

la informacidn dada para determinar la constante de propor-

13. y es directamente proporcional a x. 5i x = 6, entonces
y =42,

14. z varfa inversamente a 7. Si ¢ = 3, entonces z = 5.

15. M varia directamente con x e inversamenteay. Six =2y
¥ = 6, entonces M = 5.

16. S varla conjuntamenteconpy g. Sip = 4 y g = 5, entonces
5 = 1B0.

17. W es inversamente proporcional al cuadrado de r. Si r = 6,
entonces W = 10.

18. es conjuntamente proporcional a x y y e inversamente pro-
porcional a r. Six =2,y = 3y r = 12, entonces ¢t = 15,

19. C es conjuntamente proporcional a I, w y h. 5i
I=w=h=2 entonces C = |28,

20. H es conjuntamente proporcional a los cuadrados de [y w.
Sil=2yw=1 entonces H = 36.

21. ses inversamente proporcional al cuadrado de r. 5i s = 100,
entonces ¢ = 25.

22. M es conjuntamente proporcional a a, b y ¢, e inversamente
proporcional a d. Si a y J valen lo mismo, y si b y ¢ valen 2,
entonces M = 128,

Aplicaciones

13. Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuerza
necesaria para mantener un resorte estirado x unidades més
alld de su longitud natural es directamente proporcional a x.

25.

. Ley del péndulo
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En este caso, la constante de proporcionalidad se denomina

constante del resorte.

a) Exprese la ley de Hooke en forma de una ecuacidn.

b) Si un resorte tiene una longitud natural de 10 cm y se
necesita una fuerza de 40 N para mantener el resorte es-

tirado a una longitud de 15 cm, determine la constante
del resorte.

€} ;Qué fuerza se requiere para mantener estirado el re-
sorte a una longitud de 14 cm?

0
¥ 60 § 20

El periodo de un péndulo (el tiempo

que transcurre durante un balanceo completo del péndulo)

varia directamente con la raiz cuadrada de la longitud del

péndulo.

a) Exprese esta relacién mediante una ecuacidn.

b) Con el objeto de duplicar el periodo, ;qué tanto ten-
driamos que modificar la longitud [?

O

Costos de impresion  El costo C de imprimir una revista
es conjuntamente proporcional a la cantidad de pdginas p de
la revista y la cantidad de revistas impresas m.

a) Plantee una ecuacidn que exprese esta variacidn con-
junta.

b) Encuentre la constante de proporcionalidad si el costo
de impresitn es 60000 délares para 4000 ejempla-
res de la revista de 120 péginas.

c) ;De cudnto seria el costo de impresién para 5000 ejem-
plares de 92 pdginas cada uno?
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Ley de Boyle La presién P de una muestra de gas es di-
rectamente proporcional a la temperatura T e inversamente
proporcional al volumen V.,

a) Escnba una ecuacidn que exprese esta variacion.

b) Determine la constante de proporcionalidad si 100 L de
gas ejercen una presion de 33.2 kPa a una temperatura
de 400 K (temperatura absoluta medida en la escala de
Kelvin).

c) Silatemperatura aumenta a 500 K y el volumen dis-
minuye a 80 L, ;cudl es la presién del gas?

Potencia de un molino de viente La potencia P que se
puede obtener de un molino de viento es directamente pro-
porcional al cubo de la velocidad del viento s.

a) Plantee una ecuacion que exprese esta variacion.

b) Determine la constante de proporcionalidad para un
molino de viento que produce 96 watls de potencia
cuando el viento estd soplando a 20 millas/hora.

¢) ;Cudnta potencia genera este molino si la velocidad del

viento se incrementa a 30 millashora?

Potencia necesaria para impulsar un bote La potencia
P medida en caballos de fuerza, hp, necesaria para impulsar
una embarcacidn es directamente proporcional al cubo de la
velocidad 5. Se requiere un motor de 80 hp para impulsar
cierto bote a 10 nudos. Encuentre la potencia necesaria para
desplazar al bote a 15 nudos.

Intensidad del sonido La intensidad L de un sonido,
medida en decibeles, dB, es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia d desde la fuente del sonido. Una
persona a 10 pies de una podadora experimenta un nivel de
sonido de 70 dB; ;qué tan intenso es el sonido de la po-
dadora cuando la persona estd a 100 pies?

Distancia de frenado La distancia D para que un
vehiculo se detenga después que se han aplicado los frenos
varia directamente con el cuadrado de la velocidad 5. Un
cierto automdvil que viaja a 50 millas'hora puede detenerse

31.

3

en 240 pies. ;Cudl es la velocidad méxima a la que se puede
viajar si es necesario detenerse en 160 pies?

Chorro de agua La fuerza P de un chorro de agua es
conjuntamente proporcional al drea de la seccidn transversal
A del chorro y al cubo de la velocidad v. Si la velocidad se
duplica y el drea de la seccidn transversal se reduce a la mi-
tad, jen qué factor se incrementard la fuerza?

Empuje aerodindmico El empuje L sobre el ala de un
aeroplano al despegar varia conjuntamente con el cuadrado
de la velocidad s del avién y el drea A de sus alas. Un
aeroplano con un frea de alas de 500 pies cuadrados que
se desplaza a 50 millas/hora experimenta un empuje de
1700 Ib. ;Qué empuje experimenta un aeroplano que

tiene un drea de alas de 600 pies cuadrados y que viaja a
40 millas/h?

Empuje

e

Fuerza de arrastre de un bote La fuerza de arrastre

F de una embarcacion es conjuntamente proporcional al
direa de superficie mojada A del casco y al cuadrado de la
velocidad s del bote. Un bote experimenta una fuerza de
arrastre de 220 Ib cuando se desplaza a 5 millas’h con

un drea de superficie mojada igual a 40 pies cuadrados.

4 Qué 1an ripido debe ir una embarcacidn si tiene 28 pies
cuadrados de superficie mojada y estd experimentando una
fuerza de arrastre de 175 b7

.

Deslizamiento en curvas Un automdvil se mueve por

una curva que forma un arco circular. La fuerza F necesaria

para evitar que el vehiculo se deslice es conjuntamente pro-

porcional a su peso w y al cuadrado de su velocidad 5, e in-

versamente proporcional al radio r de la curva,

a) Escriba una ecuacidn que exprese esta vanacidn.

b} Un automdvil que pesa 1600 Ib viaja por una curva a
60 millas/h. El siguiente automdévil que pasa por esta
curva pesa 2500 1b y requiere la misma fuerza que el



primero para no deslizarse, jQué tan rdpido va el se-
gundo vehiculo?

35. Resistencia eléctrica La resistencia R de un alambre
varia directamente con su longitud L e inversamente con el
cuadrado de su didmetro d.

a) Plantee una ecuaciin que exprese esta variacion con-
Junta.

b} Encuentre la constante de proporcionalidad si un alam-
bre de 1.2 m de largo y 0.005 m de didmetro tiene una
resistencia de 140 ohms.

¢) Determine la resistencia de un alambre hecho del
mismo material que es de 3 m de largo y tiene un
didmetro de 0.008 m.

36. Tercera Ley de Kepler La tercera ley de Kepler sobre

el movimiento de los planetas establece que el cuadrado del
periodo T de un planeta (el tiempo que tarda el planeta en
completar una revolucion alrededor del Sol) es directamente
proporcional al cubo de su distancia promedio 4 a partir

del Sol.

a) Exprese esta ley de Kepler como una ecuacidn.

b) Determine la constante de proporcionalidad aplicando
el hecho de que el periodo para nuestro planeta es
de casi 365 dias y la distancia promedio es de casi
93 millones de millas. :

¢) El planeta Neptuno estd a casi 2.79 x 10° millas del
Sol. Calcule el periodo de Neptuno,

. Energia de radiacion La energia de radiacion total E

que emite una superficie calienie por unidad de drea varia

con la cuarta potencia de su temperatura absoluta T. La tem-

peratura es 6000 K en la superficie del Sol y 300 K en la

superficie de la Tierra.

a) ;Cudntas veces mis se produce energia de radiacion por
unidad de drea por el Sol que por la Tierra?

b) El radio de la Tierra es de 3960 millas y el radio del Sol

es de 435 000 millas. ;Cudntas veces mds emite
radiacion total el Sol que la Tierra?

Valor de un terreno  El valor de un lote para construc-
cion en la Isla Galiano es conjuntamente proporcional a su
superficie v la cantidad de agua que produce un pozo en

la propiedad. Un lote de 200 por 300 pies tiene un pozo que
produce 10 galones de agua por minuto y vale 48 000
dilares, ;Cuil es el valor de un lote de 400 por 400 pies si
el pozo del terreno produce 4 galones de agua por minuto?

3. Cultivo de coles En la corta estacién de crecimiento del

territorio drtico canadiense de Nunavut, algunos jardineros

41.
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logran cultivar coles gigantes con el sol de medianoche.
Suponga que el tamafio final de una col es proporcional a la
cantidad de nutrientes que recibe e inversamente propor-
cional al nimero de otras coles que la rodean. Una col que
recibe 20 onzas de nutrientes y tiene 12 coles a su alrededor
llega a pesar 30 Ib. ; Qué tamafio llegard a tener si recibe

10 onzas de nutrientes y sdlo tiene como vecinas otras
cinco coles?

Calor de una fogata El calor que proporciona una fogata
a un excursionista es proporcional a la cantidad de lefia en el
fuego, e inversamente proporcional al cubo de la distancia
desde la fogata. Si el excursionista estd a 20 pies del fuego ¥
alguien duplica la cantidad de lefia que se quema, ;a qué
distancia del fuego tiene que estar el excursionista de modo
que sienta el mismo calor que antes?

Frecuencia de vibracion La frecuencia f de vibracién
de una cuerda de violin es inversamente proporcional a su
largo L. La constante de proporcionalidad k es positiva y
depende de la tensidn y densidad de la cuerda.

a) Plantee una ecuacidn que represente esta variacion.

b) ;Qué efecto hay al duplicar la longitud de la cuerda en
la frecuencia de su vibracion?

Diseminacion de una enfermedad La tasa ra la cual
una enfermedad se extiende dentro de una poblacidn de
tamafio P es conjuntamente proporcional a la cantidad x de
personas infectadas y al nimero P — x de quienes no estdn
infectados. Una infeccidn brota en un pequefio pueblo cuya
poblacion es P = 5000.
a) Escriba una ecuacidn que exprese a r en funcitn de x.
b) Compare la tasa de diseminacién de esta infeccién
cuando 10 personas estdn infectadas con la tasa de di-
seminacion cuando estdn infectadas 1000 personas.
L Qué tasa es mayor? ;Con qué factor?
c) Calcule la tasa de diseminacién cuando toda la
poblacidn estd infectada. ; Por qué esta respuesta es
intuitiva?

Descubrimiento » Debate

43, !Todo es proporcionalidad’/ Una gran cantidad de leyes

de la fisica y la quimica se expresan como proporciones. Dé
por lo menos un ejemplo de una funcidn que se encuentra en
las ciencias que no sea una proporcion.
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BER Repeso

Comprobacion de conceptos

|

10.

11.

Defina cada término con sus propias palabras. Compruebe la
respuesta refinéndose a la definicion del texto.

b} Un nidmero racional
d) Un nimero real

a) Un entero
¢) Un nimero irracional

Enuncie cada una de estas propiedades de los nimeros
reales.

a) Propiedad conmutativa

b) Propiedad asociativa

¢) Propiedad distributiva

i Qué es un intervalo abierto? ;Qué es un intervalo cerra-
do? ; Qué notacidn se utiliza para estos intervalos?

;Qué es el valor absoluto de un nimero?

a) En laexpresitén a”, ;cudl es la base v cudl es el expo-
nente?

b) ;Qué significa a” $i x = n, a un entero positivo?

(e} ;Qué significa x = 07

d) ;Qué significa x es un entero negativo: x = —n, donde n
es un entero positivo?

e) ;Qué significa x = m/n, es un mimero racional?

f) Enuncie las leyes de los exponentes.

a) ;Qué significa Wa = b?

b) ;Porquées Va® = |al?

¢) ;Cudntas raices n-nésimas reales tiene un nimero real
positivo si n es impar? | Y si es par?

Explique cémo funciona el procedimiento de racionaliza-
cidn de un denominador.

Enuncie las férmulas de los productos especiales para
(@ + b) (a— b)Y (a+b)yla—b)

Enuncie cada férmula para factonzacion especial.
a) Diferencia de cuadrados b) Diferencia de cubos
¢) Suma de cubos

{Qué es la solucion de una ecuacion”
,Cémo se resuelve una ecuacidn que contiene radicales?

i Por qué es importante comprobar las respuestas cuando se
resuelven ecuaciones de este tipa?

12,

13.

14.

15,
16.
17.
18.
19.

21.

28.

{ Como se resuelve una ecuacion

a) algebraicamente? b) grificamente?

Escriba la férmula general de cada tipo de ecuacidn.
a) Una ecuacidn lineal b) Una ecuacitn cuadritica

;Cudles son las tres maneras de resolver una ecuacion
cuadrdtica?

Enuncie la propiedad del producto nulo.

Describa el proceso de completar cuadrados.
Proporcione la férmula cuadrética.

i Cudl es el discriminante de una ecuacidn coadritica?’
Enuncie las reglas para trabajar con desigualdades.

L Como resuelve
a) una desigualdad lineal?
b) ;Y una desigualdad no lineal?

a) ;Coémo resuelve una ecuacion que contiene un valor
absoluto?

b) ;[Cdémo resuelve una desigualdad que contiene un valor
absoluto?

a) Describa el plano coordenado.
b) ;Cémo localiza puntos en el plano coordenado?

Escriba cada férmula.

a) Fdrmula de la distancia

b) Fdrmula del punto medio

Dada una ecuacion, [ qué es su grifica?

{Como calcula las intersecciones con el gje xy con el eje y
de una grifica?

Escriba una ecuacién de la circunferencia con centro en
{h, k) y radio r.

Explique el significado de cada tipo de simetria. ;Cémo la
prucba?

a) Simetria con respecto al eje x

b) Simetria con respecto al eje v

€) Simetria con respecto al origen

Defina la pendiente de una recta.



29, Escriba cada forma de la ecuacidn de una recta.

a) Ecuacion de la recta que pasa por un punto y tiene una
pendiente dada

b} Ecuacion de la recta dadas su pendiente y su ordenada
en el origen

30. a) ;Cuil es la ecuacion de una recta vertical?
b) ;Cudl es la ecuacion de una recta horizontal?

31. ;Cuil es la ecuacién general de una recta?

Ejercicios

1-4 » Establezca la propiedad de los niimeros reales que
se aplicé.

1. 3+ 2y =2y + 3x

2. (a+b)la-b)=(a—b)a+b)

3 da+b)=4da+ 4b

d A+1)x+y)=(A+1x+{A+ 1)y

56 » Exprese el intervalo en términos de desigualdades y
grafique luego el intervalo.

5. [-2.6) 6. (—00,4]

7-8 » Exprese la desigualdad en la notacién de intervalos y
grafique después el intervalo correspondiente,

T.x=5 B. —1<x=<35
9-18 = Evalie las expresiones.

9. |3 - |-9] 10. 1 |1 - |-1]]
11, 273 - 372 12. V=125

13. 216717 14. 64°°

15. % 16. av/324

17 2'2g\ 18. V2V50

19-28 = Simplifique la expresion.
¥(2x)*

.1'3

19.

20. {az} = 'q{ﬂq'b }2{&3]4

P26
o ( rifg )

24. "IIIEI}";

2L (3x?PGxly)?
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32. Sean dos rectas con pendientes m; y m,, explique como
puede decir si las rectas son

a) paralelas b) perpendiculares

33, Escriba una ecuacidn que exprese cada relacion.

a) v es directamente proporcional a x.
b) v es inversamente proporcional a x.
¢) zes conjuntamente proporcional a x y y.

Oxy |12
E(ﬂ)

}.—]

=2 3N =12 3 2
JEINE)
xty },I.’?—'

g lig—? abie ¥\ 1
n % x (25)

29, Escriba el ndmero 78 250 000 000 en la notacién cientifica.

30. Escriba el nimero 2.08 % 10" ®en la notacién decimal
comuin.

31. Sia = 0.00000293, b= 1.582 X 107", y
¢ = 2.8064 * 10", utilice una calculadora para determinar
¢l valor aproximado del nimero abjc.

32, Si su corazdn late B0 veces por minuto v llega a vivir 90
afios de edad, estime las veces que su corazon late durante
teda su vida. Escriba la respuesta en notacion cientifica,

3348 » Factorice la expresion totalmente.

33 12 -dnd oyt M, P-4+ 18
B+ -10 36 6xc' +x— 12
37 40— 13— 12 38 ' - 2+ 1
39. 25 - 164° 40. 2y* - 32y°

41 -1 42 vy -2y —y+2
43, ' = 2x\ 4 g0 4. a'b’ + ab’

45, 4’ —Re'+ -6 46. 8x° + y°

47, (2 4+ 207 # 2a(x® + 2)7 + 2Vt + 2
48, 3x® — 2x? + 18¢ - 12

49-64 » Desarrolle las operaciones indicadas y simplifique.
49, (2x + 1)(3x = 2) — S{4x — 1)

50. (2y = T)(2y + 7)

5L (1 +x)}(2—x)— (3 —x)(3 +x)

52, Va(Vx+ 1)(2vx-1)



