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65-80 ™ Determine todas las soluciones reales de la ecuacion.

65. Tx—6=4x+ 9 66. 8 —2x=14+x

x+1 Ix

7. = 68. (x + 2)! = (x — 4)?
e i o i e
69, x* = 0Ox 4+ 14=0 70, x*+ 24y + 144 =0
T 2xi+x=1 72 P+ 5x—-2=0

M ' =2 —5x+10=0

2
x—1

73, dx’ —25x =0

75 It +4xr—1=0 ?ﬁ.}—:+ =]
x 1 5

- =
x—2 x+2 x*-4
78. x' -8B —9=0
79. |J:-?|=4 80, |2x—5| =9

81. El duefio de una tienda vende uva pasa a 3.20 dolares la
libra y nueces a 2.40 délares cada libra. Decide mezclar las
uvas pasa y las nueces y vende 50 libras de la mezclaa 2.72
délares cada libra. ;Qué cantidades de uva pasa y de nueces
debe usar?

82. Anthony sale de Kingstown a las 2:00 PM y maneja su au-

tomdvil a 45 millas por hora hasta Queensville, a 160 millas

de distancia. A las 2:15 pm, Helen sale de Queensville y se
dirige a Kingstown a 40 millas/h. ;En qué momento se
cruzardn en la carretera?

83. Una mujer viaja en bicicleta 8 millas/h mis ripido de lo que
ella corre. Cada mafiana recorre en bicicleta 4 millas y corre
2% millas durante un total de una hora de ejercicio. ; Qué tan
ripido corre?

84. La hipotenusa de un tridngulo rectingulo mide 20 cm. La
suma de las longitudes de los catetos es 28. Calcule lo que
mide cada cateto del tridngulo.

85. Abbie pinta igual de ripido que Beth y tres veces mis
ripido que Cathie. Si se tardan 60 min en pintar una sala las
tres trabajando juntas, jqué tanto se tardaria Abbie si traba-
Jara sola?

86. La duefia de una casa desea cercar tres jardines adyacentes,
uno para cada uno de sus nifios, como se muestra en la
figura. Si cada parcela es de 80 pies cuadrados de drea, v
tiene a la mano 88 pies de material para cercar, [ qué dimen-
stones debe tener cada parcela?

87-94 ® Resuelva la desigualdad. Exprese la solucion usando
notacion de intervalos v grafique el conjunto solucidn en una
recta de nidmeros reales.

8. Ix—-2>-11
BE. —1<Ilxr+5=13

89, r" +dx— 120

90, =1
x =4
9, —=10
-4
92, : < {)

X —x—dx+ 4
2 jx—5|=3
M. |xr— 4| <002

. 95-98 ® Resuelva la ecuacion o la desigualdad mediante méto-

dos grificos.
95, x' —dx =22+ 7

9. Vi+d=x-5



97. dx — 3 =x*

99-100 = Se dan los puntos Py (.

a) Grafique P y ¢ en un plano coordenado.

b) Calcule la distancia desde P hasta (.

¢} Determine el punto medio del segmento PQ.

d) Determine la recta definida por P y (3, ¥ exprese su ecua-
cidn en la forma cuando se dan la pendiente y la ordenada
al origen.

Grafique la circunferencia que pasa por {0 y tiene centro en
P, y encuentre la ecuacién de dicha circunferencia.

0(-5,12)

€)

9. P(2,0), 100. P(7,-1), Q2 —11)

101-102 = Grafique la regidn definida por el conjunto.
101, {(x,y)|—d4<x<4 y =-2<y<2}
102. {(x,y)|x=4 o y=1}

103. ;Cuil de los puntos A(4,4) o B(5, 3) estd mds cerca al
punto C(—1, =3)?

104, Encuentre una ecuacidén de la circunferencia que tiene cen-
troen (2, —5) y radio V2.

105. Encuentre una ecuacién de la circunferencia que tiene cen-
tro en (—5, —1) y pasa por el origen.

106. Encuentre una ecuacidn de la circunferencia que contiene
los puntos P(2,3) y @(—1, 8) y cuyo punto medio del seg-
mento PO es el centro.

107-110 » Determine si la ecuacidn representa una circun-
ferencia, un punto ¢ no tiene grifica. Si la ecuacidn es una cir-
cunferencia determine el centro y el radio.

107. 2 + ¥y + 2x— 6y +9=10
108. 2x% + 2y~ 2x + 8y =1
109. 2 + ¥y + 72 = 12«

110 x* + y = 6x = 10y + 34 =0

111-118 » Compruebe si la ecuacion es simétrica y trace su
grifica.

11 y=2-3x
112. 2x—y+ 1 =0

113. x + 3y =21
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Repaso

114, x=2y + 12
115, y = 16 — x*
116. 8x + y? =
117. x = Wy

118, y = — !

1 =x

119-122 = Utlice una calculadora para graficar o una compu-
tadora para trazar la gréfica de la ecuacidn en un rectdngulo de
visién adecuado

119, vy = x® — 6x

120, y = V5 —x
121, y=x' —dx* - 5x

| -
122. -'“‘—l+_1,..1 =1

123, Determine una ecuacion de la recta que pasa por los
puntos (—1, —6) y (2, —4).

124. Determine una ecuacidn de la recta que pasa por el punto
(6, —3) y tiene pendiente — !,

125. Determine una ecuaciin de la recta cuya interseccidn con
el eje x es 4 y la interseccion con el eje yes 12.

126. Determine la ecuacidn de la recta que pasa por el punto
(1,7) y es perpendiculara larectax — 3y + 16 = 0.

127. Determine la ecuacidn de la recta que pasa por el origen y
¢s paralela a la recta 3x + 15y = 22,
128. Determine la ecuacitn de la recta que pasa por el punto

(5,2) ¥ es paralela a la recta que pasapor (—1, —3) y
(3,2).

129-130 = Calcule las ecuaciones de la circunferencia y de la
recta de la figura.

129.
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131. Laley de Hooke establece que si un peso w se engancha a
un resorte que esti colgando, entonces la longitud s que se
estira el resorte estd relacionada linealmente con w. En el
caso de un resorie particular tenemos

5=03w+ 25

donde s se mide en pulgadas v w en libras.

a) ;Qué representan en esta ecuacion la pendiente y la
interseccidn con el eje 57

b) ;Qué tan largo es el resorte cuando se le coloca un peso
de 5 libras?

132, Margarita empezd a trabajar en una compaiiia de contabili-
dad con un salario de 60 000 ddlares por afio. Tres afios
mas tarde su salano anual s¢ habia incrementado a 70 500
ddlares. Suponga que su salario se incrementa en forma
lineal.

a) Determine una ecuacion gue relacione su salario
anual § y el nimero de afios 1 que ella trabajé para la
compaiiia.
b} ;Qué representan la pendiente y la interseccion con el
eje 57
c) ;Cudl serd su salario después de 12 afios de trabajar en
esa compafifa?

133. Suponga que M varia directamente con z, y M = 120
cuando z = 13, Plantee la ecuacion que expresa esta
variacion.

134. Suponga que z es inversamente proporcional a y, v que
z = 12 cuando y = 16. Escriba una ecuacitn que exprese
a z en funcidn de y.

135. La intensidad de iluminacién [ de una luz varia inversa-
mente con el cuadrado de la distancia d de la loz.
a) Escriba este enunciado como una ecuacidn.
b) Determine la constante de proporcionalidad si se sabe
que una ldmpara tiene una intensidad de 1000 candelas
a una distancia de 8 m.

¢) ;Cudl serd la intensidad de esta limpara a una distancia
de 20 m?

136. La frecuencia de una cuerda que vibra a tensidn constante
€s inversamenle proporcional a su longitud. Si la cuerda de
un violin de 12 pulg de largo vibra 440 veces por segundo,
jcudinto se le debe recontar para que vibre 660 veces por
segundo?

137, La velocidad final de un paracaidista es directamente
proporcional a la raiz cuadrada de su peso. Un paracaidista
de 160 libras de peso adquiere una velocidad final de

9 millas/h. ;Cuil es la velocidad final de un paracaidista
que pesa 240 Ib?

138. El alcance midximo de un proyectil es directamente pro-
porcional al cuadrado de su velocidad. Un pitcher lanza la
pelota a 60 millas/h, con un alcance méximo de 242 pies.
{Cudl serd el alcance miximo si lanza la pelota a
70 millas/h?



CAPITULO 1 Evaluacién 135

1  Evaluacion | | Ll

1. a) Grafique los intervalos (—35,3] y (2, o) sobre la recta de nimeros reales.
b} Exprese las desigualdades x = 3 y —1 = x < 4 en la notacidén de intervalos.
¢) Determine la distancia entre —7 y 9 en la recta numérica.

2. Evalle cada expresion.

5= 242
a) (-3)* by -3 [ d) ) &) (5) f) 167
3. Escriba cada cantidad en notacién cientifica,
a) 186 000 000 D0OD bl 0.0000003965

4. Simplifique cada expresién. Escriba su respuesta final sin exponentes negativos.
3y -2
a) VID-VR  b) Gab)dab?F o (hm? )

xR
£ x
X+ +2 o x+ 1 X ¥
d) ———— - f
B o v e e ]l_l
¥y X
V10

5. Racionalice el denominador y simpli :
ice e y simplifique 75— 2

6. Ejecute las operaciones indicadas y simplifique.
a) Hx+6)+42x—-5) b)(x+ 3)4x-35) ¢} (Va + Vb)(Va — VB)

d) (2x + 3) &) (x + 2)°

7. Factorice del todo cada expresién.
a) 4x*-125 b) 2x* 4+ 5x— 12 c) =3 —dx+ 12
dl x*+ 27« g) 3x7? — 0y 4 g2 f) 'y — 4oy

8. Encuentre todas las soluciones reales,
a) x+5=14—lx b}xi‘tl=h;l ¢) ¥ -x—12=0
d 2xi+4x+1=0 e) Vi-Vi+5=2 flx—i+2=0

g 3x—4| =10

9. Mary maneja su automévil desde Amity hasta Belleville a una velocidad de 50 millas/h.
En el camino de regreso iba a una velocidad de 60 millas/h, El viaje total fue de 43
horas. Calcule la distancia entre estas dos ciudades.

10. Una parcela rectangular es 70 pies mds larga de lo gue mide ¢l ancho. Cada diagonal
mide 130 pies. ;Cudles son las dimensiones de la parcela?

11. Resuelva todas las desigualdades. Escriba la respuesta usando notacidn de intervalos, v

grafique la solucién en una recta numérica.

a) —-4<5-x=17 bl {ix—1){x+2)>0
ix =3

c) |[x—-4| <3 d) x+]5l

12. Un frasco de un medicamento se va a almacenar a una temperatura entre 5°C y 10°C.

£ Qué temperatura le corresponde en la escala Fahrenheit? [Nota: las temperaturas
Fahrenheit (F) y Celsius (C) cumplen la relacién C = 3(F — 32).]

13. ;Para qué valores de x la expresién V 6x — x* estd definida como un niimero real?
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EE 14. Resuelva la ecuacion y la desigualdad grificamente.

a) ¥*~-%-1=0 bl x*-1=<|x+1]|
15. a) Grafique los puntos P(0, 3), (3, 0) y R(6, 3) en el plano coordenado. ;| Dénde se
debe localizar el punto § para que PQRS sea un cuadrado?
b) Determine el drea de PORS.

16. a) Trace lagrificade y = * — 4.
b) Determine dénde corta la grificaa los ejes x y v.
c) ;La grifica es simétrica con respecto al eje x, al eje y 0 al origen?
17. Sean P(—3,1) y Q(5,6) dos puntos en el plano coordenado.
a) Grafigue P y Q en un plano de coordenadas.
b} Calcule la distancia entre P y Q.
c) Determine el punto medio del segmento PQ.
d) Determine la pendiente de la recta que contiene a P y Q.
e) Encuentre la bisectriz perpendicular a la recta que contiene a Py a Q.
f) Calcule la ecuacidn de la circunferencia para la cual el segmento PQ es un
didmetro.
18. Calcule el centro y el radio de cada circunferencia y trace la gréfica.

a #*+y'=25 bl(x-2P+(+1 =9 clil+bx+y'—-2y+6=0
19. Escriba la ecuacidn lineal 2x — 3y = 15 en la forma cuando se dan la pendiente y la
ordenada al origen, y grafique. ; Qué son la pendiente y la ordenada al origen?

20. Encuentre una ecuacién para la recta con la propiedad dada.
a) Para por el punto (3, —6) y es paralelaalarecta 3x + y — 10 = 0.
b) Corta al eje x en 6 y la ordenada al origen es 4.

21. Un gedlogo utiliza una sonda para medir la temperatura T (en °C) del suelo a distintas

profundidades por abajo de la superficie, y observa que a una profundidad de x cm, la
temperatura estd representada por la ecuacidn T = 0.08x — 4.

a) ;Cudl es la temperatura a una profundidad de un metro (100 cm)?

b) Trace una grifica de la ecuacién lineal.

¢} ;Qué representan la pendiente, la interseccidn con el eje x y la interseccién con el
eje T de la grifica de esta ecuacidn?

22. El peso méximo M que puede ser soportado por una viga es conjuntamente proporcional

a su ancho w, y al cuadrado de su peralte h, e inversamente proporcional a su largo L.

a) Plantee una ecuacién que exprese esta proporcionalidad.

b) Determine la constante de proporcionalidad si una viga de 4 pulg de ancho, 6 pulg
de peralte y 12 pies de largo puede soportar un peso de 4800 Ib.

c) Siuna viga de 10 pies fabricada con el mismo material mide 3 pulg de ancho y
10 pulg de peralte, ; cudl es ¢l peso midximo que soporta?

I-l
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St encontrd dificultad en alguno de los problemas podria revisar la seccidn de este capi-

tilo que se sefiala enseguida.

Si tuvo dificultad con este

prablema del examen Repase esta seccion
1 Seccidn 1.1
2, 3, Ha), 4(b), 4(c) Seccidn 1.2
4(d), 4(e), 4(f), 5 Seccidn 1.4
6,7 Seccidn 1.3
8 Seccion 1.5
9, 10 Seccion 1.6
11,12, 13 Seccion 1.7
14 Seccidn 1.9
15, 16, 17(a), 17(b) Seccidn 1.8
17c) 17(d) Seccidn 1.10
17(e), 17(f), 18 Seccion 1.8
19, 20, 21 Seccion 1.10

22 Seccion 1.11



Enfoque en la resolucion de problemas

Principios generales

Stanfond Unestiriaty News Sorvco

George Polya (1887-1985) es fa-
moso entre los matemidticos por
sus ideas acerca de la resolucidn de
problemas. Sus conferencias acer-
ca de la resolucidén de problemas
en Stanford University atrafan a
grandes cantidades de personas a
quienes mantenia al borde de sus
asientos, llevindolos a descubnr
soluciones por si mismos. Era ca-
paz de hacerlo debido a su profun-
do conocimiento de los fendmenos
psicologicos que hay en el momenio
de resolver un problema. Su obra
mejor conocida How To Selve It
estd traducida a 15 idiomas. Decia
que Euler (véase pdg. 288) era dni-
co entre los grandes matemadticos
porque explicaba cdmo habia en-
contrado sus resultados. Polya de-
cia a menudo a sus alumnos: “Si,
ya veo que tu demostracion es co-
mrecta, pero jcomo la descubriste ™
En el prefacio del libro How To
Solve It, Polya escribe “Un gran
descubrimiento resuelve un gran pro-
blema, pero hay un grano de des-
cubrimiento en la solucidn de
cualquier problema. Su problema
podrd ser modesto, pero si desafia
a su curiosidad y lo lleva a poner en
marcha sus facultades inventivas, y
si usted resuelve el problema con
sus propios medios, experimentard
la fuerza y la alegria del triunfo del
descubnmiento™,

138

No hay reglas dificiles ni rapidas que aseguren el éxito al resolver problemas. Pero es
posible esbozar unos pasos generales en el proceso de la resolucion de problemas y
dar principios que son ltiles para resolver ciertos problemas. Estos pasos y prin-
cipios son sélo sentido comin hecho explicito. Ademads, son adaptaciones del agu-
do libro de George Polya How To Solve It

El primer paso es leer ¢l problema y estar seguro de que ya lo entendi6. Higase us-
ted mismo las preguntas siguientes:
¢ Cudl es la incdgnita?

¢ Cudles son las cantidades dadas?
¢ Cudles son las condiciones dadas?

Para cualquier problema es il
hacer un diagrama

e identificar en el mismo diagrama las cantidades dadas y las requeridas.
Por lo regular es necesario

introducir una notacidn conveniente

Al elegir simbolos para las cantidades desconocidas, a menudo usamos letras como
a, b, c, m, n, x y y, pero en algunos casos ayuda usar iniciales o simbolos sugeren-
tes, por ejemplo, V para volumen o ¢ para el tiempo.

"y

2. Piense en un plan

Halle una conexién entre la informacién dada y la incégnita, que le permita calcu-
larla. Muchas veces ayuda preguntarse uno mismo: “;Cémo puedo relacionar la
informacién dada con la incégnita?’. Si usted no ve la conexion en forma inmedia-
ta, las ideas siguientes podrian ser ttiles para trazar un plan.

® Trate de identificar algo familiar

Relacione la situacion dada con un conocimiento anterior. Examine la incégnita y
trate de recordar un problema mds conocido que tiene una incdgnita similar.

= [Intente identificar patrones

Ciertos problemas se resuelven cuando se identifica que hay un patrén. El patrén
podria ser geométrico o numérico o algebraico. Si puede ver regularidad o repeti-
cidn en un problema, entonces usted seria capaz de adivinar qué patrén es y de-
mostrarlo.

= Use la analogia

Trate de pensar en un problema andlogo, es decir, que sea semejante o que esté rela-
cionado, pero que sea mds ficil que el original. Si puede resolver el problema simi-
lar mas sencillo, entonces esto le podria dar las pistas que necesita para resolver el
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problema original mds dificil. Por ejemplo, si un problema contiene nimeros muy
grandes, podria primero intentar con un problema similar con nimeros mds peque-
fios. O bien, si el problema es de geometria tridimensional, podria buscar algo simi-
lar en geometria bidimensional. O si el problema con el que empieza es uno muy
general, podria tratar primero con algin caso especial.

» Introduzca algo nuevo

Algunas veces necesitard introducir algo nueve —un auxiliar— para lograr la co-nex-
ion entre lo que se tiene v lo que se ignora, Por ejemplo, en un problema donde un di-
agrama es til, la ayuda adicional seria una nueva linea dibujada en el diagra-ma. En
la mayor parte de los problemas algebraicos la ayuda podria ser una nueva
incégnita que se relacione con la incégnita original.

* Desglose el problema

En algunas ocasiones podria dividir el problema en varias partes y elaborar un ra-
zonamiento distinto para cada parte. Por ejemplo, tenemos que usar a menudo esta
estrategia al tratar con el valor absoluto.

* Trabajar hacia atras

Es itil imaginar que su problema estd resuelto y trabajar hacia atrds, paso por paso,
hasta llegar a los datos originales. Entonces podria ser capaz de invertir los pasos y
construir por lo tanto una solucién para el problema original. Este procedimiento es
muy comin al resolver ecuaciones. Por gjemplo, al resolver la ecuacién 3x — 5 =17,
suponemos que x es un nimero gue satisface a 3x — 5 = 7 y trabajamos hacia
atrds. Anadimos 5 a cada miembro de la ecuacién y luego dividimos cada miembro
entre 3 para obtener x = 4. Puesto que cada uno de estos pasos se puede invertir, ya
resolvimos el problema.

= [Establecer metas secundarias

Con frecuencia, en un problema complejo es itil establecer objetivos secundarios,
en los cuales la situacidn deseada sélo se cumple en parte. Si usted logra o alcanza
esta meta secundaria, entonces podria ser capaz de utilizarlas como base para al-
canzar el objetivo final

* Razonamiento indirecto

Algunas veces es adecuado atacar un problema en forma indirecta. Al utilizar la
demostracion por contradiccion para demostrar que P implica @, suponemos que
P es verdadera v que  es falsa, y tratar de ver por qué no puede suceder. De alguna
manera tenemos que usar esta informacién y llegar a una contradiccién de lo que
estamos absolutamente seguros de que es cierto.

* [Induccién matemidtica

Al demostrar enunciados que contienen un entero positivo n, es frecuente que sea 1til
usar el Principio de la induccién matemdtica, la cual se estudia en la seccién 11.5.

i
L MG Or ARl dalale
Vi .'\l e § T

En el paso 2, se diseiié un plan. Al ejecutarlo, debe verificar cada etapa del mismo y
escribir los detalles que demuestran gue la etapa es correcta.
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Intente con un caso espectal

Entienda el problema

Introdnyea una notacion

Establezca lo que tiene

]I.J:.":Hl'it.llql]:: la Incdgnita

4. Reflexione y revise

Al llegar a la solucién, es prudente regresar y revisar, en parte para ver si hay errores
Yy en parte para ver si hay una manera més sencilla de resolver el problema. Revisar
lo hecho lo familiariza con el método de solucién, lo cual podria ser (til para resol-
ver un problema futuro. Descartes decia *Cada problema que he resuelto se convirtié
en una regla que sirvié después para resolver otros problemas”.

lustramos algunos de estos principios de resolucién de problemas mediante un
ejemplo. Otros ejemplos de estos principios se presentan al final de capitulos selec-
cionados.

Problema Velocidad promedio

Una automovilista sale de viaje. En la primera mitad de la distancia, ella viaja pau-
sadamente a la velocidad de 30 millas/h; en la segunda mitad maneja a 60 millas/h.
4 Cuil es la velocidad promedio en su viaje?

= Razonamiento para el problema

Es tentador calcular el promedio de las velocidades y decir que la velocidad
promedio de todo el viaje es
30 + 60
2

,Pero es este enfoque tan sencillo realmente correcto?

Veamos un caso especial que se calcula con facilidad. Supongamos que la
distancia total recorrida es 120 millas. Puesto que las primeras 60 millas se
recorren a 30 millas/h, el recorrido dura 2 h. Las segundas 60 millas se reco-
rren a 60 millas/h, por lo que el recorrido dura una hora. Por lo tanto, el
tiempo total es 2 + 1 = 3 horas y la velocidad promedio es

l—ig = 4() millas/h

= 435 millas/h

De modo que la suposicién de 45 millas/h es erronea.

Solucion Necesitamos considerar con més cuidado el significado de velocidad
promedio. Se define como
distancia recorrida
velocidad promedio =
l tiempo transcurrido
Sea d la distancia recorrida en cada mitad del viaje. Sean ¢, vy 1, los tiempos trans-
curridos en la primera y en la segunda mitad del viaje. Ya podemos escribir la
informacidn con la que contamos. Para la primera mitad del viaje, tenemos

d
30 = —
II
y para la segunda mitad, tenemos
d
60 = —
Iy
A continuacion identificamos la cantidad que nos piden determinar:
: distancia total 2d
velocidad promedio de todo el viaje = o

tiempo total h+ 1
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desconocido

No se sienta mal si no resuelve co-
rrectamente estos problemas. Los
problemas 2 y 6 fueron enviados a
Albert Einstein por su amigo We-
theimer. Einstein y su amigo Bucky
disfrutaban los problemas, y le con-
testaban a Wertheimer. He aqui una
parte de la réplica:

Su carta nos causd una gran di-
versiin. La primera prueba de
inteligencia nos engafd a Bucky
y & mi. S6lo al trabajar en ella
me di cuenta de que jno hay
tiempo disponible para la ca-
rrera colina abajo! El segundo
ejemplo también enganid al se-
fior Bucky, pero a mi ya no, | Ta-
les bromas nos mostraron cudn
estiipidos somos!

(Véase Mathematical Intelligencer,

primavera de 1990, pdg. 41.)

Entonces, la velocidad promedio para todo el viaje es 40 millas por hora.

Principios generales 141

Para calcular esta cantidad necesitamos conocer I, y f;, de modo que resolvemos las
ecuaciones 1 y 2 para estos tiempos:

d d

Ahora tenemos los ingredientes necesarios para calcular la cantidad deseada:

locidad T I
velocidad promedio PRI

£
0 60
60(2d) Multiplicacion de

Un hombre viaja en su automévil desde su casa
hasta el trabajo a una velocidad de 50 millas/h. El viaje de regreso desde su trabajo a
casa lo efectia mas despacio, a s6lo 30 millas’h. ;Cudl es la velocidad promedio del
hombre para el recomdo completo?

Un viejo automdvil tiene que recorrer una ruta
de 2 millas, colina armba y colina abajo. Como es tan viejo, el vehiculo puede subir
la primera milla —el ascenso— no mds ripido que a una velocidad promedio de
15 millas/h. ;Qué tan rdpido tiene que desplazarse el automdvil en la segunda milla
—al descender, puede ir mas rapido, naturalmente— para que llegue a una velocidad
promedio de 30 millas/h en el viaje?

Un automévil y un camién de mudanzas estin
estacionados a 120 millas uno de otro sobre una carretera recta. Cada uno de los conduc-
tores empieza a manejar en direccién al otro al mediodia, cada uno a una velocidad de
40 millas/h. Una mosca sale desde la defensa delantera del camidn al mediodia y vuela
hacia la defensa del automdvil, luego regresa de inmediato a la defensa del camidn y de
nuevo a la del automdévil, y asi sucesivamente, hasta que se encuentran el automévil y el
camidn de mudanzas. Si la mosca vuela a una velocidad de 100 millas’h, ;cudl es la dis-
tancia total que recorre?

1 Qué precio es mejor para el comprador, uno de
40% o dos descuentos sucesivos de 20%7?

Un trozo de alambre estd doblado como se ilustra en la
figura. Puede ver que un corte a través del trozo de alambre produce cuatro trozos, y que
dos cortes paralelos producen siete pedacitos. jCudntos pedacitos se obtendréin por
medio de 142 cortes paralelos? Escriba una férmula para la cantidad de pedacitos que se
obtienen con n cortes paralelos.

/N SN SN

Una ameba se propaga mediante simple divisin;
cada divisién tarda 3 minutos en completarse. Cuado tal ameba se coloca dentro de un
recipiente de vidrio con un liguido con nutrientes, el recipiente se llena de amebas en
una hora. ;Cudnto tardaria en llenarse el recipiente si empezamos no con una ameba,
sino con dos?
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Enfoque en la resolucidn de problemas

un circuito  Dos corredores empiezan a comer por un circuito al mismo

umnpu dﬁdelnmmmpnmmﬁndﬂﬂhdn.ﬂnmﬂmmplﬂamﬂlﬂlnmﬂa.ﬂm
corre una vuelta en 30 s .; Cudndo los cormedores estardn comendo lado a lado?

. El jugador A tiene un promedio de bateo superior al del ju-

gamrﬂdmmhwul;nnrmmdd:hmm&béuhul El jugador A también

tiene un promedio de bateo superior al del jugador B en la segunda mitad de la tempo-
rada. ; Es necesariamente cierto que el jugador A tiene un promedio de bateo superior al
del jugador B en toda la temporada?

fe con crema Se toma una cucharada de crema de un recipiente y se vierte en una
mmdccafﬁ El café se derrama. Entonces se toma una cucharada de esta mezcla y se
vierte dentro del recipiente de la crema. ;Hay ahora més crema en la taza de café o mds
café en el recipiente de la crema?

Uncubo de hielo fundido  Un cubo de hielo estd flotando en un vaso con agua,
llmuhasu:lbmd: como se muestra en la figura. ; Qué sucede cuando el hielo se
funde? ; El vaso se derrama o el nivel de agua baja o permanece igual? (Necesita saber
el Principio de Arquimedes: un objeto que flota desplaza un volumen de agua cuyo peso
es igual al peso del objeto.)

Hodeando al mundo  Un listdn rojo se amarra foertemente alrededor del Ecuador

de la Tierra. ;Cudnto listdn necesita de mds si sube el listén un pie por encima del

Ecuador? (No necesita saber el radio de la Tierra para resolver este problema. )

ote rracionales  Demuesire que es posible elevar un nimero irracional a una
pum'mmummlyuhmﬂunmimdummﬂ [Sugerencia: el nimero @ = V/2Y?
ﬂmngaimluurmmﬂ 51 a es racional, usted estd acabado. 5i a es irmacional, consi-
derea*”’.]

dradas babilonias  Los antiguos babilonios idearon el siguiente proceso

mdﬂmmnlanizu.udndaﬁumnﬁnmﬁ! Primero hacian una suposicidn de la

rafz cuadrada, llamémosla primera suposicién ry. Al observar que

Fj'(ﬂ) =N

Fy

concluyeron que la raiz cuadrada real debe estar en algln lugar entre r, y N/r,, de modo
que su siguiente suposicién para la rafz cuadrada, r,, era el promedio de estos dos

nimeros:
r: 2 r| r'!

Al continuar de esta manera, la siguiente aproximacitn era

1 N
o)

Fy =
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y asi sucesivamente, En general, una vez que hemos hecho la n-ésima aproximacion de
la raiz cuadrada de N, encontramos la (n + 1)-ésima usando

| N
r“]=i I",,'I'r—

lellql.ll! este procedimiento para encontrar /72, con dos cifras decimales.

Shcube periecto Demuestre que si multiplica tres enteros consecutivos y luego
sumacl:nmdemrmdmnlr:sulmﬂn obtiene un cubo perfecto.

ficos Encuentre el dltimo digito del nimero 3%, [Sugerencia:
u]mlchspnmmd:Sybusqueunpmﬁn]
. Patrone TICH Aplique las técnicas de resolucién de un problema mds sen-
mUuytmqu:mpmhpamwaluu:lnmm

3999999999999

rang 5 Y prim Demuestre que todo nimero primo es un cateto
d::nr.:tummcun mﬁnmﬂurmingulumnlndﬂsmm(&lnpmbhmhplamnﬁ
pnmnuF:rmﬂI vﬁupig.ﬁﬂ]
solucion  Demuestre que la ecuacitn x? + y* = 4z 4+ 3 no tiene

mtumdn:nhum [Sugerencia: recuerde que un niimero par es de la forma 2n y
un impar es de la forma 2n + 1. Considere todos los casos posibles de x y de y par o
unparl

I Una mujer parte del punto P en la superficie de la Tierra,
ycmmulm]laalﬁu: luego | milla al Este, luego | milla al Norte y encuentra que re-
gresd al punto P, el punto donde empezd. Describa todos los puntos P para los cuales
:ﬂnupumhle{hayunacanhdndmﬁmu}
20. Volumen de ‘5 Los antiguos egipcios, como resultado de la
mnsuunﬂﬁndcmplﬂmdﬂ.s.nbﬂnquc:]vnlum:nd:umplrinudcd:almmhyhut
cuadrada de lado a es V = {ha®. Fueron capaces de aplicar este hecho para demostrar
que el volumen de una pirimide truncada es V = {h(a’ + ab + b*), donde h es la altu-
ra ¥ b y a son las longitudes de los lados de la parte cuadrada superior y de la base, como
se muestra en la figura. Demuestre la férmula del volumen de la pirdmide truncada.

|
I
I
| b
hy
|
|
|

A1 Area dewn anillo Determine el drea de la regién entre los dos ciculos concéntricos
mostrados en la figura.
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Bhaskara (nacid en 1114) fue un
matemético, astrdbnomo y astrélo-
go hindi. Enucsusmuchmlugrm
estd una ingeniosa demostracidn
del teorema de Pitdgoras (véase el
problema 22). Su importante libro
de matemdtica, Lilavati [Lo hermo-
so0] consiste en problemas de 4l-
gebra planteados en la forma de
historias para su hija Lilavati. Mu-
chos de los problemas empiezan
con “jOh hermosa doncella!, ima-
gina ..." Se dice que, usando la as-
trologia, Bhaskara determind la
gran desgracia que sobrevendria a
su hija si ésta se casaba en otro mo-
mento que no fuera una cierta hora
y un cierto dia. El dia de la boda,
mientras ella observaba con gran
expectacion el reloj de agua, cayd
una perla de su tocado sin que ella
se percatara. Esto detuvo el flujo de
agua del reloj, lo que ocasiond que
s¢ pasara ¢l momento oportuno
para la boda. Bhaskara escribid la
obra Lilavati para consolarla.

Salida

Enfoque en la resolucion de problemas

El matemiético hindid Bhaskara dibujé las dos figuras
gue se 1lustran aqui y escribid abajo de ellas: “;He aqui!” Explique cdmo estos dibujos
demuesiran el teorema de Pitdgoras.

! El nimero 1729 es el entero positivo més pequefio que
pllﬁdﬂ ser representado en dos maneras distintas como la suma de dos cubos. ; Cudles
S0n eslas maneras?

a) Utilice una calculadora para determinar el valor de la expresion

V3+2v2-V3i=-2v2

El nimero parece muy sencillo. Demuestre que el valor calculado es correcto.
b) Mediante una calculadora evalie

V2 + V6
V243

Demuestre que el valor calculado es correcto,

Un museo tiene la forma de un cuadrado con
seis salas a un lado; la entrada y la salida estin en esquinas opuestas, como se muestra
en la figura de la 1zquierda. Cada par de salas adyacentes estd unido por una puerta.

A algunos turistas muy eficientes les gustaria recorrer el museo visitando cada sala
exactamente una vez. [Puede encontrar una trayectoria para tal recorrido? Aqui hay
ejemplos de intentos que fallaron.

iOh! Faltd esta sala.

L/

e 5 |
jOh! No es salida.

Aqui estd como puede demosirar que el recorrido por el museo es imposible. Imagine

que las salas estin coloreadas en blanco y negro como en un tablero de ajedrez.

a) Muestre que los colores de las salas se alternan entre blanco y negro a medida que
el turista camina por el museo.

b) Utilice el inciso a) y el hecho de que hay un nimero par de salas en el museo para
concluir que el recorrido no puede terminar en la salida.

Suponga que cada punto en el plano coorde-
nado estd pintado de rojo o de azul. Demuestre que es necesario que haya siempre dos
puntos del mismo color que estdn separados exactamente una unidad.

Suponga que cada punto (x, v) en el plano, cuyas
coordenadas son nimeros racionales, representan un drbol. Si usted estd de pie en el
punto (0, 0), ;qué tan lejos podria ver en este bosque?
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A pumntos  Se grafican mil puntos en el plano coordenado. Explique por qué es posi-
hL:d;h:_}arunammmclphmﬁammmumimﬂdelmpmmﬂnenunlmde
la recta y la otra mitad en el otro lado. [Sugerencia: considere las pendientes de las rec-
tas determinadas por cada par de puntos. ]

Grifica d vegian en el plano  Trace la regidn en el plano que consiste en
todos los puntos (x, ) tales que
x| + |yl =1
ifica de una ecuacion  Grafique la ecuacién
y=y' =S+ 5'=0
[Sugerencia: factorice.]
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¢Qué es una funcion? 2.6 Modelado con funciones
Graficas de funciones 27 Combinacion de funciones

Funciones crecientes y decrecientes; 2.8 Funciones uno a uno y sus inversas
tasa de cambio promedio

Transformaciones de funciones

Funciones cuadraticas; maximos y
minimos

Galen Rowall Corbis

Esquema del capitulo

Quizd la idea matemdtica mds ttil para modelar el mundo real es el concepto de fun-
cidn, que se estudia en este capitulo, Para entender qué es una funcidn, veremos un
ejemplo.

Si un escalador de rocas deja caer una piedra desde un acantilado alto, jqué su-
cede con la piedra? Por supuesto la piedra cae: qué tanto ha caido en determinado
momento depende del tiempo que ha estado descendiendo. Esta es una descripcién
general, pero no indica de manera exacta cudndo la piedra choca con el suelo.

dit) = 161

P-------1-

Descripcion general: la piedra cae. Funcién: en 1 segundos la piedra cae 16¢* pies,

Lo que necesitamos es una regla que relacione la posicion de la piedra con el tiempo
que ésta ha descendido. Los fisicos saben que la regla es: en ¢ segundos la piedra cae
16¢° pies. Si d(t) representa la distancia que ha descendido la piedra en el instante 1,
entonces esta regla se puede expresar como

d(t) = 16¢°

Esta “regla™ para hallar la distancia en términos del tiempo se llama funcidn. Se dice
que la distancia es una funcidn del tiempo. Para entender mejor esta regla o funcidn,
s¢ puede construir una tabla de valores o dibujar una grifica. La grifica permite ver
con facilidad qué tan lejos y qué tan rdpido cae la piedra.

147
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Tiempo t | Distancia d(f)

16

144
256

Usted puede observar por qué son importantes las funciones. Por ejemplo, si un
fisico encuentra la “regla” o funcidn que relaciona la distancia recorrida con el tiempo
transcurrido, entonces puede predecir cudndo un misil chocard con el suelo, Si un bid-
logo halla la funcién o “regla” que relaciona el mimero de bacterias en un cultivo con
el tiempo, entonces puede predecir el nimero de bacterias para algiin tiempo futuro. Si
un agricultor conoce la funcidn o “regla” que relaciona la produccidn de manzanas con
la cantidad de drboles por acre, entonces puede decidir cudntos drboles plantar por acre
para maximizar la produccion.

En este capitulo aprenderemos como se emplean las funciones para modelar situa-
ciones del mundo real y como hallar esta clase de funciones,

m JQué es una funcion?

En esta seccion se explora la idea de funcién y después se da su definicidén matenidtica,

Funciones en nuestro entorno

En casi todo fendmeno fisico se observa que una cantidad depende de otra. Por ejem-
plo, la estatura depende de la edad, la temperatura depende de la fecha, el costo de: enviar
por correo un paquete depende de su peso (véase figura 1). Se usa el término funcidn
para describir esta dependencia de una cantidad sobre otra. Es decir, se expresa lo si-
guiente:

® La altura es una funcién de la edad.

= Latemperatura es una funcion de la fecha.

®  El costo de enviar por correo un paguete es una funcion del peso.

La Oficina Postal de Estados Unidos emplea una regla simple para determinar el costo

de enviar un paguete con base en su peso. Pero no es ficil describir la regla que rela-
ciona el peso con la edad o la temperatura con la fecha.

" F

T &1 w (onzas) Frnpu(ﬂu;_lj
Estatura 4 l<w 2 0.60
5 A if = Rlrliiy SN |
(en pies) 3 = I B 2<w 3 0.83
2 W) i L'-Ju-mu::mm.mm- lcw 4 1 .06
| dcw 5 129
R—— ¥ bpdddanb g aninfbianbiqid e
ol 5 10 15 20 25 “:HH? 0 15 20 25 30 Fecha 2w 152
Edad (en afios)
La estatura es una funcidn de la edad. La temperatura es una funcion El frangueo es una funcidm del peso.

Figura 1 de la fecha.



Anies se emplearon letras para repre-
sentar ndmeros, Agul se hace algo muy
diferente, Se emplean letras para repre-

sentar reglas,

i
T
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;Puede pensar en otras funciones? Aqui hay algunos ejemplos:

= El drea de un circulo es una funcidn de su radio.

® El mimero de bacterias en un cultivo es una funcién del tiempo.

= El peso de un astronauta es una funcién de su elevacion.

® El precio de un articulo es una funcidn de la demanda de ese articulo.

La regla que describe cémo el drea A de un circulo depende de su radio r estd
dada por la férmula A = mr?, Incluso cuando no esté disponible una regla o férmula
precisa que describe una funcidn, se puede todavia describir la funcién mediante una
grifica. Por ejemplo, cuando se abre la llave del agua caliente, la temperatura del
agua depende del tiempo que el agua haya estado corriendo. Asf, se puede decir

® Latemperatura del agua de la llave es una funcion del tiempo.

En la figura 2 se muestra una gréifica aproximada de la temperatura T del agua como
una funcién del tiempo ¢ que ha trascurrido desde que se abrid la llave. En la grifica
se muestra que la temperatura inicial del agua es cercana a la temperatura ambiente.
Cuando el agua del depdsito de agua caliente llega a la llave, la temperatura T del
agua se incrementa con rapidez. En la fase siguiente, T es constante a la temperatura
del agua en el depdsito. Cuando se vacia el depdsito, T disminuye a la temperatu-
ra del suministro de agua fria.

T("Fia
110
100 -'#.\
o X

Figura 2 70 T[ \\
Gréfica de la temperatura T del 60) p ¥
agua como una funcidn del 50
tiempo ¢ 0 f

Definicion de funcion

Una funcién es una regla. Para hablar acerca de una funcidn, se requiere asi un
nombre. Se empleardn letras como f, g, h, . . . para representar funciones. Por ejem-
plo, se puede usar la letra f para representar una regla como sigue:

5 i es la regla “cuadrado del nimero”

Cuando se escribe f(2), se entiende “aplicar la regla f al niimero 2. Al aplicar la re-
gla se obtiene f(2) = 2! = 4. De manera similar, f(3) = 32 =9, f(4) = 4* = 16,
y en general f(x) = x°.

Definicion de funcion

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x en un conjunto A
exactamente un elemento, llamado f{x), en un conjunto B.
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La tecla __,,' en la calculadora es un
buen ejemplo de considerar una fun-
cidn como una méguina. Primero se
introduce x en la pantalla. Luego, se
oprime la tecla marcada como [, . (En
la mayor parte de las calculadoras de
graficacidn, el orden de estas opera-
clones es a la inversa.) Six < (),
entonces x no estd en ¢l dominio de
esta funcion: es decir, x no es una
entrada aceptable y la calculadora
indicard un ¢rmor. 51 .x = (), entonces
aparece en Iu pantalla una aproxi-
macidn a Vx correcta hasta cierto
nimero de lugares decimales. (Por lo
tanto, la tecla '+  en la calculadora no
es lo mismo que la funcidn matemdtica
exacta [ definida por f{x) = V.

Dhagrama de magquina

Por lo general, se consideran funciones para las cuales los conjuntos A y B son
conjuntos de niimeros reales. El simbolo f(x) se lee “f de x” 0 “fen x” y se llama el
valor de f en x, 0 la imagen de x bajo f. El conjunto A se llama dominio de la fun-
cién, El rango de f es el conjunto de los valores posibles de f(x) cuando x varia a
través de el dominio, es decir,

rango de f = {f(x) | x € A}

El simbolo que representa un niimero arbitrario en el dominio de una funcién f se
llama variable independiente. El simbolo que representa un nimero en el rango de
f se llama variable dependiente. Asi, si se escribe y = f(x), entonces x es la varia-
ble independiente y v es la variable dependiente.

Es titil considerar una funcién como una méquina (véase figura 3). Si x estd en el
dominio de la funcién f, entonces cuando se introduce x en la médquina, es aceptada
como una entrada y la mdquina produce una salida f(x) de acuerdo con la regla de
la funcidn. Asi, se puede considerar al dominio como el conjunto de las entradas po-
sibles y al rango como el conjunto de las salidas posibles.

Figura 3 *— "
Diagrama de mdquina de f  entrada u salida

Otra forma de ilustrar una funcién es mediante un diagrama de flechas como
en la figura 4. Cada flecha conecta un elemento de A con un elemento de B. La flecha
indica que f(x) se relaciona con x, f(a) se relaciona con a, etcétera.

A B
5 —a fix)
a T fla)
£ ]
. 1%
Figura 4 —
Diagrama de flechas de f f

La funcién cuadrética asigna a cada nimero real x su cuadrado x*. Se define por
flx) = x*
a) Evaluar f(3), f(—2) y f(V5).
b) Hallar el dominio y el rango de f.
¢) Trazar el diagrama de méquina para f.

Solucion
a) Los valores de f se hallan al sustituir x en f(x) = x°.
ff)y=3?=9 f-2)=(-2P=4 fOViy=(V3)y=5s

b) El dominio de f es el conjunto R de todos los nimeros reales. El ran§udt:
f consiste en los valores de f(x), es decir, los mimeros de la forma x*.
que x 13’ﬂ'pnmtmiuslﬂ5ﬂumﬂﬂﬁﬂ:ﬂlﬂﬁx se puede ver que el rango de f es

{y|y =0} = [0, 00).
¢) En la figura 5 se muestra un diagrama de maquina para esta funcién. ]



Una funcidn por partes se define me-
diante formulas distintas en partes di-
terentes de su dominio. La funcion C
del ejemplo 3 es definida por partes.

Expresiones como la del inciso d) del
ejemplo 4 se presentan con frecuencia
en cilculo; se llaman cocientes de
diferencias, y representan el cambio
promedio en el valor de fentrex = a
yxr=a+h

SECCION 2.1 §Que es una funcion? 15

Evaluacion de una funcion

En la definicidn de una funcién la variable independiente x desempeiia el papel de
“marcador de posicién”. Por ejemplo, la funcién f(x) = 3x* + x — 5 se puede con-
siderar como

£ )=3r 2+ =5
Para evaluar f en un nimero, se sustituye el nimero para el marcador de posicion.

emplo2 Evaluacion de una funcion
Sea f{;r} = 3x* + x — 5. Evalde cada valor de funcién.
a) f(-2) b) f(0) o f4)  d fl})

Solucién Para evaluar f en un nimero, se sustituye x por el niimero en la defini-
cién de f.

) (-2 =3(-2+(-)-5=5

by (O)=3-F+0-5=-5

) flA)=3-#£+4-5=47

KD=3:(F+i-5=-F% .

iplo 3  Una funcion definida por partes

Un teléfono celular cuesta 539 al mes. El plan incluye 400 minutos gratis y cada
minuto adicional de uso cuesta 20¢. El costo mensual es una funcion de la cantidad
de minutos empleados, y se expresa como

Clx) = {39 si0 = x = 400
39 + 0.2(x — 400) six > 400

Determine C(100), C(400) y C(480).

Solucion Recuerde que una funcién es una regla. A continuacion se explica
como aplicar la regla para esta funcién. Primero, se considera el valor de la entrada
x. 8i 0 = x = 400, entonces el valor de C(x) es 39. Por otro lado, si x > 400, en-
tonces el valor de C(x) es 39 + 0.2(x — 400).

Puesto que 100 = 400, se tiene C(100) = 39
Puesto que 400 = 400, se tiene C(400) = 39
Puesto que 480 = 400, se tiene C(480) = 39 + 0.2(480 — 400) = 55.
Por lo tanto, el plan carga $39 por 100 minutos, $39 por 400 minutos y $55 por 480

minutos. .
Si f(.r} = lx’ + 3x — 1, evalde lo siguiente.

a) f(a) b) f(~a)

dfashy @lttM A9 L

h
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Solucion

a) fla) =24+ 3a — 1

b) f(—a) =2A-a)l +3-a)-1=24"-3a~-1

c) fla + h) =2a + h) +3(a+h) =1
=2a*+2ah+ k) +3a+h) -1
= 2a* + 4ah + 2h* + 3a + 3h — 1

d) Con los resultados de los incisos c) y a), se tiene

fla+h) — fla) (2" +4ah + 2" +3a +3h— 1) — (2a° + 3a — 1)

h h
)
=-‘-'Iah+ih +3h=4a+1h+3 .
Ejemplo5 Peso de un astronauta E
Si un astronauta pesa 130 libras en la superficie de la Tierra, entonces su peso
cuando estd h millas arriba de la Tierra se expresa mediante la funcidn
3960 \?
ofh) =130 5560 +5)

a) ;Cudl es su peso cuando estd 100 millas sobre la Tierra?

b) Construya una tabla de valores para funcidn w que dé el peso a alturas de 0 a
500 millas. ;Qué concluye de la tabla?

El peso de un objeto sobre o cerca de

la Tierra es la fuerza gravitacional Solucién
que la Tierra ejerce sobre él. Cuando a) Se desea el valor de la funcidn w cuando h = 100; es decir, se debe calcular
estd en drbita alrededor de la Tierra, w(100).

un astronauta experimenta la sensacidn

de “ingravidez” porque la fuerza — 3960 2
centripeta que lo mantiene en Grbita es w(100) = 13*](—396[} e 123.67
exactamente la misma que la atraccidn

gravitacional de la Tierra. Por lo tanto, a una altura de 100 millas, pesa 124 Ib,

b) La tabla proporciona el peso del astronauta, redondeado a la libra més cercana,
en incrementos de 100 millas. Los valores de la tabla se calculan como en el

INciso a).
h wih)

0 130
100 124
200 118
300 112
400 107
500 102

La tabla indica que mientras mds alto vaya el astronauta pesa menos. L]



Los dominios de las expresiones
algebraicas se descnben en la
pégina 35.
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Dominio de una funcién

Recuerde que el dominio de una funcién es el conjunto de las entradas para la fun-
cidn. El dominio de una funcitn se puede expresar de forma explicita. Por ejemplo,
si se escribe

flx)=x} 0=x=5

entonces el dominio es el conjunto de los niimeros reales para los cuales 0 = x = 5.
51 la funcion estd dada por una expresion algebraica v el dominio no se enuncia de
manera explicita, entonces por convencion el dominio de la funcidn es el dominio
de la expresicn algebraica —es decir, el conjunto de los mimeros reales para los que
la expresidn se define como un mimere real. Por ejemplo, considere las funciones

o) = —— olx) = Vi

La funcién J no estd definida en x = 4, asi que su dominio es {x | x # 4}. La funcifn
g no estd definida para x negativa, asi que su dominio es {x|x # 0},

smplo 6 Determinacion de dominios de funciones
Halle el domimio de cada funcion..

a) flx) = 2 l_ " by g{x) = V9 = x° c) hir) = s

Vi+ 1
Solucion
a) La funcidn no estd definida cuando el denominador es 0. Puesto que
1 1
flx) = 2-x xx—1)

se puede observar que f{x) no estd definida cuando x = O o x = 1. Asi, el do-
minio de f es
{x|x#0,x# 1}

El dominio se puede escribir en notacion de intervalo como
(00,0} U (0, 1) U (1, 00)

b} No se puede sacar la raiz cuadrada de una cantidad negativa, asi que se debe
tener 9 — x° = 0. Con los métodos de la seccion 1.7, se puede resolver esta
desigualdad para hallar que —3 = x = 3. Asi, el dominio de g es

{x]-3=x=3}=[-3,3]

c) No se puede sacar la raiz cuadrada de un nimero negativo, y tampoco se puede
dividir entre cero, asi que se debe tenert + 1 > 0, es decir, t > — 1. Por lo
tanto, el dominio de h es

{t|t = -1} = (-1, 00) =

Cuatro formas de representar una funcion

Para ayudar a entender lo que es una funcién, se han empleado diagramas de méquina
y flechas. Se puede describir una funcidn especifica en las cuatro formas siguientes:

= verbal (mediante una descripcion en palabras)
= algebraica (mediante una formula explicita)
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= vyisual (por medio de una grifica)
= numérica (por medio de una tabla de valores)

Una funcién simple se puede representar por las cuatro formas, y suele ser til ir
de una representacion a otra para comprender mejor la funcién. Sin embargo, ciertas
funciones se describen de manera mds natural con un método que con otros. Un
gjemplo de una descripcion verbal es

P(r) es “la poblacidn del mundo en el momento 1™

La funcién P se puede describir también de forma numérica si se da una tabla de valo-
res (véase la tabla 1 en la pdgina 386). Una representacion (til del drea de un circulo
como una funcitn de su radio es la férmula algebraica

A(r) = mr?

La grifica producida mediante un sismégrafo (véase el cuadro) es una representa-
cidn visual de la funcién de aceleracién vertical a(r) del suelo durante un terremoto.
Como un ejemplo final, considere la funcién Cw), que se describe de forma ver-
bal como “el costo de enviar por correo una carta de primera clase con peso w”. La
forma mas conveniente de describir esta funcion es numéricamente; es decir, con una
tabla de valores.

En este libro se empleardn las cuatro representaciones de funciones. Se resumen
en ¢l siguiente cuadro.

Cuatro formas de representar una funcion

Verbal Algebraica
Con palabras: Por medio de una formula:
P{r) es la “poblacién del mundo en el instante " Alr) = mr?
Relacién de la poblacidn P y el tiempo ¢ Area de un circulo
Visual Numérica
Por medio de una grafica: Por medio de una tabla de valores:
(cash | | w (onzas) C(w) (dblares)
100+ D<w=1 0.37
l<w=2 0.60
50+ 2<w=13} (.83
I<w=4 1.06
T d<w=3 1.29
=50 + : .
Fuene: Calif, Depen. de Mins v Ceodogia

Aceleracion vertical durante un terremoto | Costo de enviar una carta por correo de primera clase



BFEXM Ejercicios

1-4 = Exprese la regla en notacidn de funcidn. (Por ejemplo, la
regla “eleve al cuadrado, luego reste 5” se expresa como la fun-
cién f(x) = x* — 5.)

1. Sume 5, lvego multiplique por 2

2. Divida entre 7, después reste 4

3. Reste 5, luego eleve al cuadrado

4. Saque la raiz cuadrada, sume 8, luego multiplique por §

5-8 » Exprese la funcién (o regla) en palabras,

-4
5.f{x}=’3 mg[xj=§-4
7. hix) =x+2 8. Hx) = Vx+2

9-10 ® Trace un diagrama de méquina para la funcidn.
9. flx) =Vx-1

3
10. _ﬂ.l':l = m
11-12 = Complete la tabla.

11. f(x) = 2(x—1)? 12, g(x) = |2x + 3|

x flx) x g(x)
-1 =3

0 -2

] 0

2 1

3 3

13-20 = Evalie la funcién en los valores indicados.
13 fix) =2x + I;

f(1). £(=2), (). fla). f(~a), fla + b)

14, f(x) = x* + 2x;

£(0), £(3), £(=3), f(a). f(—x), f(l)

ir

l —x
1 +x

9(2), 9(—2), ¢(2), g(a), gla — 1),g(—1)

15. g(x) =

lﬁ.h{r]=:+%;

h(1), h(=1), h(2), h(2), h(x). h(%)
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17. f(x) = 22 + Ix — 4;
£(0), £(2), f(=2), F(V2), flx + 1), f(—x)

18. f(x) = ¥ — 4x%;

00,50, -1, 50 (5 ). 40

19, f(x) =2|x—1];

f(=2). £l0), f(3). £2), flx + 1), fx® + 2)

20. f(x) = g;

7=2), 1=, 701, 5). 5. 5( 3 )

21-24 » Evalie la funcidn definida por partes en los valores in-
dicados.
xt six <0

. flx) = {;+ 1 six=0

f(=2), f(—1), f(0), £(1), £(2)

5 six =2
2. flx) = {1:—3 six>2

f(=3). f(0), £(2). £(3), £(5)
{12 +2x six=-—1

23, fx) =4<x si-l<x=1

=] six>1

f(=4). f(=3). f(=1). £(0), £(25)

Ix six<0
24, f(x) =sx+ 1 sil=x=2

(x —2)Y sx>2
ﬁ_sjr.ﬂﬂ}hi{”nﬂ:]rﬂ:j}

25-28 ® Use la funcién para evaluar las expresiones indicadas
y simplifique.
25. flx) =x' + 1; f(x+2), f{x) + f(2)
26. f(x) = 3x — 1:  f(2x). 2f(x)
27. flx) = x + 4 f(x*), (f=))’
fix)
2

28. f(x) = 6x — 18; f(-;*)

29-36 = Halle f{a), fla + h), y el cociente de diferencias
fla + h) = f(a) R
h ' '

29. f(x) = 3x + 2

30, f(x) =+ 1
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3. f(x) =5

X

=

35. f(x) =3 — 5x + 4x?

3. f{x}-lel
36. f(x) =2

37-58 = Encuentre el dominio de la funcidn.

7. fix) = 2x

. f(x) =2r, —1=x=5
4. fix)=x+1, 0sx=5

1
4L flx) = —
. f() = 5
45, flx) = Vx—5
47. fit) = Vi—1
9. hix) = V2x -5
81 (e} s ".-"32':1
53. glx) = Vi - 6x
3
e
- (x + 1)
57. f(x) = i
Aplicaciones

38 flx)=x'+1

1

el L

“ 1=
46, flx) = Vx+9
48, gix) = V7T - &
50, G(x) = Vx* -9
200 = 7y =

5, glx) = Vx' -2 -8

2

6. ) = =

59. Costo de produccién El costo C en délares de producir
x yardas de cierta tela se expresa mediante la funcitn

C(x) = 1500 + 3x + 0.02x* + 0.0001x"

a) Halle C(10) y C(100).

b) ;Qué representan sus respuestas del inciso a)?
¢) Encuentre C(0). (Este nimero representa los costos fi-

Jos.)

60, Area de una esfera El drea de superficie § de una esfera
es una funcidn de su radio r dada por

S(r) = dmi®
a) Determine §(2) y §(3).

b) ;Qué representan sus respuestas del inciso a)?

6l. ;Qué tan lejos puede ver? Debido a la curvatura de la
Therra, la distancia méxima D que una persona puede ver

desde la parte alta de un edificio alto o desde un avidn a la
altura h estd dada por la funcidn

Dik) = V2rh + i*

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierra y D v h se

miden en millas.

a) Determine I0.1) y D{0.2).

b) ;Qué tan lejos puede ver desde la terraza de la torre CN
de Toronto, situada a 1135 pies desde el nivel del suelo?

¢) Laaviacién comercial vuela a una altitud de cerca de 7
millas. ;Qué tan lejos puede ver el piloto?

62. Ley de Torricelli Un depdsito contiene 50 galones de
agua, que drenan desde un orificio en el fondo, lo cual causa
que ¢l depdsito se vacie en 20 minutos, El depdsito drena
més rdpido cuando estd casi lleno porgue la presidn del ori-
ficio es mayor. La ley de Torricelli da el volumen de agua

que permanece en el depdsito después de ¢ minutos como
t

'i»{r]|=5l](l--ﬁ)2 0=1=20

a) Determine V(0) y V{20).
b) ;Qué representan sus respuestas del inciso a)?

¢) Elabore una tabla de valores de V(r) parar =0, 5, 10,
15, 20.

s O

63. Flujo de sangre Cuando la sangre se mueve por una vena
o arteria, su velocidad v es mayor a lo largo del eje central y
disminuye a medida que se incrementa la distancia r desde
el eje central (véase la figura). La férmula que da v como
una funcidn de r se llama ley de flujo laminar. Para una
arteria con radio 0.5 cm, se tiene

Wr) = 18 500(0.25 — r*)
a) Determine o{0.1) y 0{0.4).

b) ;Qué indican las respuestas del inciso a) acerca del
flujo de sangre en esta arteria?

¢) Construya una tabla de valores de i{r) para r = 0, 0.1,
0.2,0.3,04, 0.5.

0=r=05



64.

67.

68.

Tamafio de la pupila Cuando se incrementa la brillantez
x de una fuente de luz, el ojo reacciona disminuyendo el ra
dio R de la pupila. La dependencia de K en x estd dada por

la funcidn
13 + 7x%4
R =yVT+am

a) Encuentre (1), R(10) y R(100).
b) Elabore una tabla de valores de R(x).

Relatividad De acuerdo con la teorfa de la relatividad, la
longitud L de un objeto es una funcidn de su velocidad v
con respecto a un observador. Para un objeto cuya longitud
en reposo es 10 m, la funcion estd dada por

—
Lv) = 1041 = 5

donde ¢ es la velocidad de la luz.

a) Determine L(0.5¢), L{0.75¢) y L(0.9¢).

b) ;Cémo cambia la longitud de un objeto cuando se in-
crementa su velocidad?

Impuesto sobre la renta En cierto pais, el impuesto so-
bre la renta T se evalda de acuerdo con la siguiente funcidn

de ingreso x:

0 si=x= 10000
0.08x si 10000 < x = 20000
1600 + 0.15x s 20000 < x

a) Encuentre T(5 000), T(12 000) y T(25 000).
b) ;Qué representan las respuestas al inciso a)?

Compras por Internet  Una libreria por Internet cobra
$15 por envio para pedidos menores a $100, pero el envio es
gratis para pedidos de $100 o mids. El costo C de un pedido
es una funcidn del precio total x de los libros comprados,
dada por

Tx) =

x+ 15 six< 100

x) = { six = 100

{(a) Encuentre C(75), C(90), C{100) y C(105).
(b) ;Qué representan las respuestas al inciso a)?
Costo de estancia en un hotel Una cadena de hoteles

cobra $75 por noche para las dos primeras noches y $50 por
cada noche adicional. El costo total T es una funcién del
niimero de noches x que permanece un huésped.
a) Complete las expresiones en la siguiente funcién
definida por partes.
sil=x=12
m}*{ gix>2

T0.

7L

T
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b) Determine T(2), T(3) v T(5).

¢) ;Qué representan las respuestas del inciso b)?
Muitas por exceso de velocidad En cierto estado la ve-
locidad mdxima permitida en las autopistas es 65 millas/h y
la minima es 40. La multa F por violar estos limites es $15
por cada milla arriba del méximo o abajo del minimo.

a) Complete las expresiones en la siguiente funcidn
definida por partes, donde x es la velocidad a la que
conduce una persona.

sil < x < 40

sid) =xs65

§ix > 65

b) Determine F(30), F(50) y F(75).
¢) ;Qué representan las respuestas del inciso b)?

Flx) =

Altura del césped Una persona poda el césped todos los
miércoles por la tarde. Bosqueje una grifica aproximada de
la altura del césped como una funcién del tiempo en el curso
de un penodo de cuatro semanas comenzando en un domingo.

Cambio de temperatura Se coloca un pastel congelado
en un homo y se calienta durante una hora. Luego se saca y

se deja enfriar antes de comerlo. Trace una grifica aproxi-
mada de la temperatura del pastel como una funcidn del
tiempo,

Cambio diario de temperatura Las lecturas de tem-
peratura T (en “F) se registraron cada dos horas desde la
medianoche hasta el mediodia en Atlanta, Georgia, el dia
18 de marzo de 1996. El tiempo ¢ se midié en horas desde
la media noche. Trace una grifica aproximada de T como
una funcién de r.

 §

58
57
53
50
51
57
61

[ = I = < =

— —
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73. Crecimiento de la poblacion La poblacién P (en miles) Descubrimiento » Debate
de San José, California, de 1988 a 2000 se muestra en la
tabla. (Se dan las estimaciones de medio afio.) Dibuje una 74. Ejemplos de funciones Al comienzo de esta seccin se
grifica aproximada de P como una funcidn del tiempo 1. analizaron tres ejemplos de funciones ordinarias de la vida
diaria: la estatura es una funcién de la edad, la temperatura
es una funcidn de la fecha y el costo postal es una funcidn
! P del peso. Dé tres ejemplos de funciones de la vida diaria.
1988 733 75. Cuatro formas de representar una funcion Enel
1990 782 cuadro de la pdgina 154 se representaron cuatro funciones
1992 | 800 diferentes de manera verbal, algebraica, visual y numérica.
1994 B17 Considere una funcién que se pueda representar en las cua-
1996 B38 tro formas y escriba las cuatro representaciones.
1998 861
2000 | 895

fi;

Figura 1

La altura de la gréfica arriba del punto x

es el valor de fix).

La forma més importante de representar una funcién es por medio de su grifica. En
esta seccidn se investiga con més detalle el concepto de graficar funciones.

Graficacion de funciones

La grafica de una funcion

Si f es una funcién con dominio A, entonces la grafica de f es el conjunto de
pares ordenados

{(x.f(x)) | x € A}

En otras palabras, la grifica de f es el conjunto de los puntos (x, y) tales que
y = flx); es decir, la grifica de f es la grifica de la ecuacién y = f(x).

La gréfica de una funcién f da un cuadro del comportamiento o *historia de vida"
de la funcién. Se puede leer el valor de f(x) de la grifica como la altura de la gréfica
arriba del punto x (véase figura 1).

Una funcién f de la forma f(x) = mx + b se llama funcién lineal porque su gra-
fica es la de la ecuacidn y = mx + b, que representa una recta con pendiente m y
y-ordenada al origen b. Un caso especial de una funcién lineal se presenta cuando la
pendiente es m = (0. La funcién f(x) = b, donde b es un determinado niimero, se
llama funcién constante porque todos sus valores son el mismo mimero, a saber, b.
Su gréfica es la recta horizontal y = b. En la figura 2 se muestran las gréficas de la
funcién constante f(x) = 3 y la funcién lineal f(x) = 2x + 1.
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y=3

y=2x+1

Figura 2 La funcidn constante fx) = 3 La funcidn lineal fix) =2x + |

Ejemplo 1 Graficacion de funciones g

Trace las gréficas de las siguientes funciones.
a) f(x) = x* b) g(x) = x* ¢) h(x) = Vx

Solucion  Primero se construye una tabla de valores. Luego se grafican los pun-
tos expresados en la tabla y se unen mediante una curva lisa para obtener la gréfica.
Las grificas se bosquejan en la figura 3.

x| fix)=x x | glx)=2 x | hx)=Vk
0 0 0 0 0 0
* : : ) 1 !
+1 1 1 1 2 V2
+2 4 2 8 3 V3
+3 9 -4 -4 4 2
-1 -1 5 A"
-2 B

a) fix) =

b) gix) = x* ¢) hlx) = yx o

Una forma conveniente de graficar una funcién es usar una calculadora de grafi-
cacidn, como en el ejemplo siguiente.
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.l':
- 2
=1
a) Potencias pares de x
- R sl
Bl
-3 i | 2

b) Potencias impares de x

Figura 4
Una familia de funciones exponenciales
flx) = x*

‘Ejemplo 2 Una familia de funciones exponenciales

a) Grafique las funciones f(x) = x" paran = 2, 4 y 6 en el rectingulo de visién
(-2, 2]por[-1,3]

b) Grafique las funciones f(x) = x" paran = 1, 3 y 5 en el rectingulo de visién
(=2, 2]por[-2,2]

c) ;(Qué conclusiones puede sacar de estas grificas?

Solucion Las grificas de los incisos a) y b) se muestran en la figura 4.
¢) Se ve que la forma general de la grifica de f(x) = x" depende de si n es par o
impar.
Si n es par, la grifica de f(x) = x" es similar a la pardbola y = x%.
Si n es impar, la grifica de f(x) = x" es similara lade y = x°. ]

Observe en la figura 4 que cuando n crece la grifica de y = x" se vuelve mds
plana cerca de cero y més inclinada cuando x > 1. Cuando 0 < x < 1, las potencias
menores de x son las funciones “mds grandes”. Pero cuando x > 1, las potencias
mayores de x son las funciones dominantes.

Obtencion de informacion de la grafica de una funcion

Los valores de una funcidn se representan por la altura de su grifica arriba del eje x.
Asi, los valores de una funcidn se pueden leer de su grifica.

Halle los valores de una funcion a partir
de una grafica

La funcién T graficada en la figura 5 da la temperatura entre el mediodia y las 6 pM.
en cierta estacion meteorolégica.
a) Determine T71), 7(3) y T(5).

b) ;Qué es mds grande, T(2) o T(4)?

T(*Fl 4
40
20 b
-~ = N
Figura 5 00 1 2 3 4 5 6 zx
Funcién de temperatura Horas a partir del mediodia
Solucion

a) T(1) es la temperatura a la 1 p.M. Estéd representada por la altura de la gréfica
sobre el eje x en x = 1. Por lo tanto, 7{1) = 25. De manera similar, T{3) = 30

y T(5) = 10.

b) Puesto que la grifica es mayor en x = 2 que en x = 4, se deduce que T(2) es
més grande que T(4). ]



Figura 7

Grifica de f(x) = V4 — 2* e
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La grifica de una funcidn ayuda a ilustrar el dominio y el rango de la funcién en el
eje x y el eje y como se muestra en la figura 6.

Figura 6
Dominio y rango de f

plo4 Halle el dominio y el rango de una gréfica

a) Use una calculadora de graficaci6n para trazar la gréfica de f(x) = V4 — x%
b) Halle el dominio y el rango de f.

Solucion
a) La grifica se muestra en la figura 7.

A

3 =

Do = p-2] ‘

b) De la gréfica de la figura 7 se ve que el dominio es [—2, 2]y el rango
es [0, 2]. L

Graficacion de funciones definidas por partes

Una funcién por partes se define mediante férmulas distintas en diferentes partes de
su dominio. Como se podria esperar, la gréfica de tal funcién consiste en trozos se-
parados.

"Ejemplo5 Grafica de una funcién definida por partes
Bosqueje la gréifica de la funcidn
: six=1

_Jx
fx) = {Zx+ 1 six>1

Solucion Six = 1, entonces f(x) = x? asi que la parte de la grificaala
izquierda de x = 1 coincide con la grifica de y = x?, que se bosquejé en la figura 3.
Six > 1, entonces f(x) = 2x + 1, de modo que la parte de la gréfica a la derecha
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En muchas calculadoras de graficacion,
la grifica de la figura B se puede pro-
ducir por medio de funciones ldgicas
en la calculadora, Por ejemplo, en la
T1-83 la siguiente ecuacidn da la
grifica requerida:

Yy =(X=1X*2+ (X >1)}{2X + 1)

(Para evilar la linea vertical extrafia en-
tre las dos partes de la grifica, ponga la
calculadora en el modo Do t (punto).)

de x = 1 coincide con la recta y = 2x + |, que se grafica en la figura 2. Esto per-
mite trazar la grifica en la figura 8.

El punto sélido en (1, 1) indica que este punto estd incluido en la grifica; el
punto abierto en (1, 3) indica que este punto estd excluido de la grifica.

Figura 8

1 six =<1
fix) = {1x+1 six>1

Ejemplo 6 Grifica de la funcion valor absoluto
Trace la grifica de la funcién valor absoluto f(x) = |x|.

Soluciéon Recuerde que

b x six=10
% —x six<0

Con el mismo método del ejemplo 5, se nota que la grifica de f coincide con la
recta y = x a la derecha del eje y y coincide con la recta y = —x a la izquierda del
eje y (véase figura 9).

4
-+
y
£
E

Figura 9 "0
Grifica de fix) = | x|

o
=Y

La funcién méximo entero se define por
fx] = méximo entero menor que o igual a x
Por ejemplo, [2] = 2, [2.3] = 2, [1.999] = 1, [0.002] = 0, [ -3.5] = —4,
[-0.5] = —1.
‘Ejemplo 7 Grafica de la funcién maximo entero
Bosqueje la gréifica de f(x) = [x].

Solucion La tabla muestra los valores de f para algunos valores de x. Note que
f(x) es constante entre enteros consecutivos de modo que la grifica entre enteros es
un segmento de recta horizontal como se muestra en la figura 10.
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Costo de una llamada de larga
distancia
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x I<] il .
uzs.;f.—l —:? + P
-Ilsx< 0] -1
0=x< 1| 0O Loy e—
151{ 2 1 L 1 e L 4 .
2=x< 3| 2 of 1 X
; ek
——e -
Figura 10
La funcién midximo entero, y = [I] [ ]

La funcién méximo entero es un ejemplo de una funcion escalén. En el ejemplo
siguiente se da un ejemplo del mundo real de una funcién escalén.

Ejemplo 8 La funcion costo para llamadas telefonicas
de larga distancia

El costo de una llamada telefénica diurna de larga distancia desde Toronto a
Mumbai, India, es 69 centavos para el primer minuto y 58 centavos por cada minu-
to adicional (o parte de un minuto). Dibuje la grifica del costo C (en délares) de la
llamada telefdnica como una funcidn del tiempo r (en minutos).

Solucion Sea C(r) el costo por r minutos. Puesto que ¢ > 0, el dominio de la
funcién es (0, oo). De la informacién suministrada, se tiene

C(r) = 0.69 si0<1=1

C(t) = 0.69 + 0.58 = 1.27 sil <t=2

(1) = 0.69 + 2(0.58) = 1.85 si2<r=3

Cr) = 0.69 + 3(0.58) = 243 sil<r=4

y asi sucesivamente. La gréfica se muestra en la figura 11. "

Prueba de la linea vertical

La grifica de una funcién es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: ;qué
curvas en el plano xy son grificas de funciones? Esto se contesta mediante la prueba
siguiente.

Prueba de la linea vertical

Una curva en el plano coordenado es la grifica de una funcidn si y sélo si
ninguna linea vertical corta la curva mis de una vez.
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Se puede ver de la figura 12 por qué es cierta la prueba de la linea vertical. Si cada
linea vertical x = a corta una curva sélo una vez en (a, b), entonces f(a) = b define
exactamente un valor funcional. Pero si una linea x = a corta la curva dos veces en
(a, b) y en (a, c), entonces la curva no puede representar una funcidén porque una
funcidn no puede asignar dos valores diferentes para a.

Y : ¥ |
x=ga x=a
i ' a,c)
fw
(0.0} / '(a.b)
0 a I ==:-: D. al -_;'
CGirifica de una funcidn Mo es una grifica de una funcién
Figura 12
Prueba de la linea vertical

Uso de la prueba de la linea vertical

Con la prueba de la linea vertical, se ve que las curvas de los incisos b) y c) de la
figura 13 representan funciones, no asi para el caso de los incisos a) y d).

" Y ¥ -0t
: T
a) | b) <) d) |
Figura 13

Ecuaciones que definen funciones

Cualquier ecuacidn en las variables x y v define una relacién entre estas variables. Por
ejemplo, la ecuacidn

define una relacion entre y y x. ;Esta ecuacién define a y como una funcidn de x?
Para investigar, se despeja v, y se obtiene

y=x"
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Se ve que la ecuacién define una regla, o funcién, que da un valor de y para cada valor
de x. Se puede expresar esta regla en notacién de funcién como

flx) = x*

Pero no toda ecuacién define a y como una funcién de x, como se ve en el ejemplo
siguiente.

_Ejemplo 10 Ecuaciones que definen funciones
iLa ecuacion define a y como una funcién de x?

8 y—x=2
b) x2+y*=4
Solucion
a) Si se expresa y en términos de x se obtiene
y—xt=2
y=x*+2  Sumars

La iltima ecuacién es una regla que da un valor de y para cada valor de x, asi
que define a y como una funcitn de x. Se puede escribir la funcién como
fixy=x*+ 2.

b) Se intenta expresar y en términos de x:
x* + _-,.1 =

2 Eestar ¥

yi=4-x

y=2V4-xt
De la dltima ecuacidn se obtienen dos valores de y para un determinado valor
de x. Por lo tanto, la ecuacién no define a y como una funcidn de x. ]

Sacar las ralces cuadradas

Las grificas de las ecuaciones del ejemplo 10 se muestran en la figura 14. La
prueba de la linea vertical muestra de forma gréfica que la ecuacién del ejemplo
10(a) define una funcién pero la ecuacion del ejemplo 10(b) no.

vi

I
(%]

+yl=4

[e—
=Y

Figura 14 a) b)
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En la tabla siguiente se muestran las grificas de algunas funciones que se verin
con frecuencia en este libro.

Algunas funciones y sus graficas

Funciones lineales i

. y
flxi=mx + b
b
b
% " A %
fixk=b fixi=mx+ b
Funciones exponenciales 4 i Y Y
Hx) = x"
X X
fix) = x? fix} = x? fix) = x* fix) = x*

Funciones de raiz

fiz) = Yx ¥ ¥ ¥ ¥
G " i " I/-’

Funciones reciprocas

I{I] i Llrxﬂ }I Jk J | k

fix) =+ fix) = 21
Funcién valor absoluto i Funcidn entero méximo y |
flx) = | x] flx) =[] —
] i
. =1 x

flx) = | x| flx) = [x]




1-22 = Trace la grifica de la funcién construyendo primero una

tabla de valores.
1 f(x) =2 2. f(x) = -3
3 flx)=2x—4 4 f(x) =6 - 3

5 fix)=-x+3, -3=x=3}

E AT d Rk

2
7. fix) = =x* 8 fix)=x*-4
9, glx)=x -8 10. g(x) = 4x* - x*
11. g{x) = Vx + 4 12 g(x) = V=x

1 |
13. Flx) = = 14*F'{II=H—4
15. H(x) = | 2x| 16. H(x) = |x + 1]
1. Glx) = |x] +x 18. G(x) = |x| — x
19. f(x) = |2x - 2 m:{x}=i;—|
:1.g{x1=% Eg{x}-t—J

23. Se da la grifica de una funcidn h.
a) Determine h{—2), k(0), h(2) y h(3).
b) Halle el dominio v el rango de h.

|.FJ

N

5 "LDI:jJ 3 T
B

24. Se da la gréfica de una funcidn g.

a) Determine g{—4), g(—2), g(0). 9(2) y g{4).
b) Halle el dominio y el rango de g.

.J"J|n

PIE <
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25. Se dan las grificas de las funciones fy g.
a) ;Cuil es mds grande, f{0) o g(0)7
b) ;Cudl es més grande, f{—3) 0 g(—3)?
¢} ;Para qué valores de x es fix) = g(x)?

Yi I
il T8 O 0
Tl 1
A7 AR |
. I
AN
| |
AN IEEENAEE
R e
. ]

26. Se da la grifica de la funcidn f.
a) Estime f{0.5) al décimo mds préximo.
b) Estime f(3) al décimo més préximo.
¢} Encuentre los nimeros x en el dominio de f para los
que f(x) = L.

S

B8 27-36 = Se tiene una funcién f.

a) Emplee una calculadora de graficacion para trazar la grifica
de f.

b) Halle el dominio y el rango de f a partir de la grifica.

2. fix) =x -1 28, flx) = 2x + 1)
29. f(x) =4 30. fix) = —x
. f(x) =4-2° 32 flx)=x"+ 4

3. fix) = V16 -2 M, flx)==-V25-2
B fix)=vx-1 36 fix)= Vx+2
37-50 = Bosqueje la grifica de la funcidn definida por partes.

m =) Gies
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1 sixs | 53-54 ® 5e da la gréfica de la funcién definida por partes. De-
38. f(x) = S e termine una férmula para la funcién en la forma indicada.
. 53,
3 six<2 rE o
». As) {.1:—] six =2 i
24— .
| |
1—x nx<~—2 : six < -2
b {5 six = -2 g | flx) = si-2=x=2
iI —* six > 2
X six=0 -
oL ) {:+1 six>0 |
x+3 six<-l
“‘ﬂ‘]'{a—x six= -1 N
(-1 six< -1 =T T
43. fix) =141 si-1lsx=1 six<s —1]
=1 six>1 : - flx) = si-1<x=2
f : F six>2
-] six< -1
4, flx) =4x si-1=x=<]
1 six>1
4. f(x) = {1 sixs -1 §5-56 = Determine si la curva s la grifica de una funcién de x.
2 six>-1
55. a) - b) '
ﬁ.ﬂx]-{]"l ix S 2 \I\
x six>2 /\f\\ " .
/ 0 \x —/j) x
_fo sijx|s2
47. fix) {3 si x| >2
x si|x| =1 c) ¥ d) yi
@. fiz) {1 si|x] > 1
3 L
4 six < -2 0 x 0 x
49, f(x) = {? H-25x%2
l=x+6 six>2
(—x  six=0 o AN 4 "
50, flx) =¢9 -2 si0<x=s3 (
=3 six>3 =
2 ﬁ/-’ x x
..-'"'.-‘d

51-52 » Emplee un dispositivo de graficacidn para trazar la
grifica de la funcitn definida por partes. (Véase la nota al mar-

¥y
0
gen en la pégina 162.) 0 y d) y
x+2 sixs-—1
o1 1) = {x’ six> -1 /J - (F
TR

=T

2x —x* six>1
{(x—1) sxsl

s2. 1) = {



57-60 = Determine si la curva es la grifica de una funcidn x.
En caso afirmativo, exprese el dominio y el rango de la funcidn.

5. v N
2 B
/\ = — 124

59, ¥a 60, ya |
171

LN /

i -\.\ ‘f

=7

61-72 = Determine si la ecuacidn define a v como una funcidn
de x. (Véase el ejemplo 10.)

6l x> +2y=4 62, Ix+ Ty =21

63, x =y’ 64 <+ (y—1) =4
65 x+y*=9 66. *+y=9

67. Xy +y=1 68. Vx+y=12
69. 2|x| +y=10 70. 2x + |¥| =0
TL x =y 72 x =y

B8 73-78 » Se dauna familia de funciones. En los incisos a) y b)

grafique los miembros dados de la familia en el rectingulo de
visién indicado. En el inciso ¢) exprese las conclusiones que
pueda deducir de sus grificas.

A fix)=x*+¢
@) c=0,2,4,6; [-5, 5] por[—10, 10]
b) c=0,-2 —4,—6; [~5,5]por[-10, 10]
c) (Cdmo afecta la grifica el valor de ¢7?

74, f(x) = (x — ¢)?
a) ¢c=0,1,223 [-5 5]por[—10,10]
b) e=0,-1,-2-3; [-5,5]por[-10, 10]
¢) ;Cdédmo afecta la grifica el valor de 7

75, flx) = (x - ¢y’
a) ¢=0,246; [-10,10]por[—10, 10]
b) ¢=0,-2 —4,-6; [-10, 10]por[-10, 10]
¢) (Coémo afecta la grifica el valor de ¢7
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76. f(x) = ex?

a) c=1L24; [-5, 5]por[-10,10]

b) e=1,-1,-4 -2 [-5,5]por[-10, 10]

¢} (Coémo afecta la grifica el valor de c7
77. fix) = x*

8) c=3ia [~1.4]por[-1,3]

b) ¢=15% [-3.3]por[-22]

¢) ;Cdémo afecta la grifica el valor de ¢7
78. f(x) = 1/x"

8) n=1,3 [-3,3]por[-3,3]

b) n=2,4; [-3,3]por[-3,3]

¢) ;Cémo afecta la grifica el valor de n?

79-82 = Encuentre una funcidn cuya grifica es la curva dada.
79. El segmento de recta que une los puntos (—2, 1) y (4, —6)
80. El segmento de recta que une los puntos (=3, —2) v (6, 3)
$1. La mitad superior del circulo x* + y* =9
82. La mitad inferior del circulo x* + y* = 9

Aplicaciones

83, Funcion peso La grifica da el peso de cierta persona
como una funcidn de la edad. Describa en palabras como el

peso de esta persona ha variado con el tiempo. [Qué cree
que sucedid cuando esta persona tenia 30 afios de edad?

1

200 o r”(’l
/ Y

Peso 150

Al /
=

Ol 10 20 30 40 s0 60 70
Edad (afios)

%4. Funcién distancia La grifica da una distancia del vende-
dor desde su casa como una funcién del tiempo en cierto

dia. Describa en palabras lo que indica la gréfica acerca de
su viaje en este dia.

Distancia

(millas)

8aMm. 10 wMEDIODIA 2 4  6pMm
Tiempo (horas)
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Carrera con obstaculos Tres comredores compiten en una
carrera de 100 metros con obsticulos. En la grifica se ilustra
la distancia como una funcion del tempo para cada corredor.
Describa en palabras lo que indica la grifica acerca de esta
competencia. ;Quién gand esta carrera? ; Cada corredor ter-
mina la carrera? ; Qué cree que le sucedié al corredor B?

yim) i
e A B C
0 0 1)

Consumo de energia En la figura se muestra el con-
sumo de energia en San Francisco para el 19 de septiembre
de 1996 (P se mide en megawatts; r se mide en horas
comenzando a la medianoche).

a) ;Cudl fue el consumo de energia a las 6 AM.7 A las 6 PM.7T
b) ;Cuidndo fue minimo el consumo de energia?
¢) ;Cudndo fue miximo el consumo de energia?

PMW) A
BOO -

600 -

400 -

200 1

2 15 18 21 t(h

Fueme: Pacific Gas & Eleciric

of 3 6 0

87. Terremoto En la grifica se muestra la aceleracion verti-

cal del suelo desde el terremoto de Northridge en 1994 en

Los Angeles, medida mediante un sismdgrafo. (Aqui ¢ re-

presenta el tiempo en segundos. )

a) ;En qué tiempo ¢ el terremoto produjo primero
movimientos notables de la verra?

b) (En qué tiempo ¢ al parecer termin el terremoto?

¢) ;Enqué tiempo el terremoto alcanzd la médxima intensidad”?

d 1
(cm/s?)
100 }

50 +

88. Tarifas eléctricas Wesiside Energy cobra a sus clientes

una tarifa base de $6.00 por mes, mds 10¢ por kilowatt-hora
(kWh) por los primeros 300 kWh empleados y 6¢ por kWh
para todo consumo mayor de 300 kWh. Suponga que un
cliente utiliza x kWh de electricidad en un mes.

a) Exprese el costo mensual E como una funcidn de x.

b) Grafique la funcién E para 0 = x = 600.

Funcion para taxis Una compafiia de taxis cobra $2.00
por la primera milla (o parte de una milla) y 20 centavos por
cada décima de milla sucesiva (o parte). Exprese el costo C
(en ddlares) de un viaje como una funcidn de la distancia x
recorrida (en millas) para 0 << x << 2, y trace la grifica de
esta funcidn,

90. Tarifas postales La tanfa doméstica de correos para

cartas de primera clase que pesan 12 onzas o menos es

37 centavos por la primera onza (o parte de una onza).
Exprese los gastos de envio P como una funcién del peso x
de una carta, con 0 < x = 12, y trace la grifica de esta
funcidn.

Descubrimiento + Debate

91.

93,

i”_

. Funciones escalon

/Cudndo una grafica representa una funcion? Para
cada entero n, la grifica de la ecuacidén ¥ = x" es la grifica
de una funcién, a saber f{x) = x". Explique por qué la gré-
fica de x = y* no es la grifica de una funcién de x. jLa
grifica de x = ' es la grifica de una funcién de x7 Si es asf,
ide qué funcidn de x es la grifica? Determine para qué n
enteros la grafica de x = y" es la grifica de una funcidn de x.

En el ejemplo 8 vy los ejercicios 89 y

90 se dan funciones cuyas grificas consisten en segmentos

de recta horizontales, Esta clase de funciones se llama fun-

ciones escaldn, porque sus grificas se asemejan a escaleras,

D¢ algunos otros ejemplos de funciones escaldn que surgen

en la vida diana.

Funciones escalon extendidas Bosqueje las grificas de

las funciones fix) = [x], g(x) = [2x] y h{x) = | 3x] en gré-

ficas separadas. ;Como se relacionan las grificas? 5i n es un

entero positivo, ja qué se parece la grifica de kix) = [nx]?

Grafica del valor absoluto de una funcion

a) Dibuje las gréificas de las funciones f(x) = x> + r — 6
yg(x) = |x* + x — 6. ;Cémo se relacionan las grafi-
cas de fy g7

b) Trace las grificas de las funciones f{x) = x' — 6’y
g(x) = |x* = fx?|. ;Cémo se relacionan las grificas
de fyg?

¢) En general, si g(x) = |flx)|. jcomo se relacionan las
grificas de f y g ; Dibuje las grificas para ilustrar su
respuesta.
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Relaciones y funciones

Una funcién f se puede representar como un conjunto de pares ordenados (x, y)
donde x es laentrada y v = f(x) es la salida. Por ejemplo, la funcién que eleva
al cuadrado cada nimero natural se puede representar mediante los pares orde-
nados {(1, 1), (2,4),(3,9),...}.

Una relacidn es cualquier coleccitn de pares ordenados. 5i los pares ordena-
dos de una relacién se denotan por (x, v) entonces el conjunto de valores de x (o
entradas) es el dominio v el conjunto de valores de vy (o salidas) es el rango.
Con esta terminologia una funcidon es una relacion donde para cada valor x hay
exactamente un valor v (o para cada entrada hay exactamente una salida). Las
correspondencias en la figura de abajo son relaciones: la primera es una funcién
pero la segunda no porgue la entrada 7 en A corresponde a dos salidas diferen-
tes, ISy 17,en B.

A B A B
: v 10 = 15
17
*20 18
=30 =19
Funcidn Mo es una funcion

Se puede describir una relacion si se listan los pares ordenados en la relacion
o si se da la regla de correspondencia. También, puesto que una relacién consiste
en pares ordenados se puede trazar su grifica. Considérense las relaciones si-
guientes e intente decidir cudles son funciones.

a) La relacién que consiste en los pares ordenados {(1, 1), (2,3),(3,3),(4,2)}.

b) La relacién que consiste en los pares ordenados {(1,2), (1,3),(2,4),(3.2)}.

c) Larelacion cuya grifica se muestra a la izquierda.

d) Larelacién cuyos valores de entrada son los dias de enero de 2005 y cuyos
valores de salida son la temperatura médxima en Los Angeles en ese dia.

e) Larelacion cuyos valores de entrada son los dias de enero de 2005 y cuyos
valores de salida son las personas nacidas en Los Angeles en ese dia.

La relacién del inciso a) es una funcidn porque cada entrada corresponde a exac-
tamente una salida. Pero la relacidn del inciso b) no lo es, porque la entrada 1
corresponde a dos salidas diferentes (2 y 3). La relacion del inciso ¢) no es una
funcién porque la entrada 1 corresponde a dos salidas diferentes (1 y 2). La
relacidn en d) es una funcién porque cada dia corresponde a exactamente una
temperatura mdxima, La relacién en e) no es una funcién porque muchas per-
sonas (no s6lo una) nacieron en Los ﬁng:les en muchos dias de enero de 2005,

1. Sea A ={1,2,3,4} vy B = {—1,0, 1}. ;La relacién dada es una funcién de
Ay R?
a) {(1,0),(2,-1),(3,0),(4,1)}
b) {(1,0),(2,-1),(3,0),(3,-1),(4,0)}
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2. Determine si la correspondencia es una funcion.

a) A B

3. Los datos siguientes se obtuvieron de miembros de una clase universitana de

precdlculo. ;Es una funcién el conjunto de pares ordenados (x, y)?

a) b) cl

x y x ¥ x ¥

Altura Peso Edad | Numero de ID Ano de Numero de

duacio duad

72pulg. | 1801b 19 | 82-4000 e
60 pulg. | 204 b 21 80-4133 2005 2
60 pulg. | 1201b 40 66-8295 2006 12
63pulg. | 1451b 21 64-9110 2007 18
70 pulg. | 1841b 21 | 206666 2008 7
2000 1

4. Una ecuacién en x y y define una relacién, la cual puede ser una funcién o no

(véase la pdgina 164). Decida si la relacién que consiste en los pares ordena-
dos de nimeros reales (x, y) que satisfacen la condicién dada es una funcién.

a) y=x Dblx=y* clxsy d) 2x+7y=1l

. En la vida diana se encuentran muchas relaciones que pueden definir fun-

ciones o no. Por ejemplo, se hace corresponder a las personas con su niime-

ro o nimeros telefonicos, a los jugadores de béisbol con sus promedios de

bateo o a los varones casados con sus esposas. ; Esta dltima correspondencia

define una funcién? En una sociedad en la que cada vardn casado tiene exac-

tamente una esposa la regla es una funcién. Pero la regla no es una funcion.

{ Cuiles de las siguientes relaciones cotidianas son funciones?

a) xeslahijade y (x y y son mujeres en Estados Unidos),

b) xes mds alta que v (x v v son personas en California).

c) x ha recibido tratamiento dental de v (x y ¥ son millonarios en Estados
Unidos).

d) xes un digito (0 a 9) en un ndmero telefénico y vy es una letra corres-
pondiente,
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Funciones crecientes y decrecientes;
tasa de cambio promedio®

Las funciones se emplean con frecuencia para modelar cantidades cambiantes. En
esta seccién se aprende cémo determinar si una funcién es creciente o decreciente, y
como hallar la tasa a la cual sus valores cambian cuando cambia la variable.

Funciones crecientes y decrecientes

Es muy itil saber dénde sube la grifica de una funcién y donde baja. La grifica
mostrada en la figura 1 sube, baja, luego sube de nuevo conforme se va de izquierda
a derecha: sube de A a B, baja de B a C, y sube de nuevo de C a D. Se dice que la fun-
cidn f es creciente cuando su grifica sube y decreciente cuando su gréfica baja.

Figura 1

f es creciente en [a, b] ¥ [c, d].
f es decreciente en [b, ¢].

Se tiene la siguiente definicidn.

Definicion de funciones crecientes y decrecientes

f es creciente en un intervalo 7 si f(x,) < f(x,) siempre que x, < x,en I,
f es decreciente en un intervalo [ si f(x,) = f(x,) siempre que x; < x;en [,

¥i Yi

* También se le llama razdn de cambio promedio.



174 CAPITULO 2 Funcionas

Figura 2

Peso como una funcidn de la edad

Algunas calculadoras de graficacion,
como la TI-82, no evaldan x*' [intro-

ducida como x%(2/3)] para x negativa.

Para graficar una funcidn como

flx) = x*", se introduce como

v, = (x™1/3))*2 porque estas calcu-
ladoras evalian de manera correcta
potencias de la forma o 1/n). Las
calculadoras més recientes, como la
T1-83 v la TI-86, no tenen este
problema.

Ejemplo 1 Intervalos en los que una funcién crece
y decrece

La gréfica de la figura 2 da el peso W de una persona a la edad x. Determine los in-
tervalos en los que la funcién W es creciente y en los que es decreciente.

Wilbja

o 5 s
][: /

O 10 20 30 40 50 60 70 80 x(afio)

Solucion La funcidn es creciente en [0, 25] y [35, 40]. Es decreciente en [40,
50]. La funcién es constante (ni creciente ni decreciente) en [25, 35] y [50, 80].
Esto significa que la persona gané peso hasta la edad de 25 afios, luego gané peso
de nuevo entre los 35 y 40 afios. Perdié peso entre los 40 y 50 aiios. ]

Eiemplo 2 Uso de una gréfica para hallar intervalos
donde la funcion crece y disminuye

a) Trace la grfica de la funcién f(x) = x*°.

b) Halle el dominio y el rango de la funcién.

c) Encuentre los intervalos en los que f crece y disminuye.

Solucion

a) Se emplea una calculadora de graficacién para trazar la gréfica de la figura 3.

b) De la gréfica se observa que el dominio de f es R y el rango es [0, 0o).

c) De la gréfica se ve que f es decreciente en (—o0, 0] y crecienteen [0, 00). =

10

Figura 3 =20
Gréfica de f(x) = x*" -1

Tasa de cambio promedio

Se estd familiarizado con el concepto de velocidad: si conduce una distancia de
120 millas en dos horas, entonces su velocidad promedio, o tasa de recorrido, es

128 = 60 mi/h.



5 (mi)
% /
150 m
100
£ A
[+ 3h >
00 1 2 3 4 M
Figura 4
Velocidad promedio
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Ahora suponga que realiza un viaje en automdvil y registra la distancia que reco-
rre cada cierto nimero de minutos. La distancia 5 que ha recorrido es una funcién del
tiempo I

s(r) = distancia total recorrida en el tiempo ¢
Se grafica la funcién 5 como se muestra en la figura 4, En la grifica se observa que
se ha recorrido un total de 50 millas después de una hora, 75 millas después de dos
horas, 140 millas después de tres horas, etc. Para hallar la velocidad promedio entre
dos puntos cualesquiera en el viaje, se divide la distancia recorrida entre el tiempo
transcurrido.

Se calcula la velocidad promedio entre la 1:00 pM. y 4:00 py. El tiempo trans-
currido es 4 — 1 = 3 horas. Para hallar la distancia recornda, se resta la distancia a
la 1:00 p.M. de la distancia a las 4:00 p.M., es decir, 200 — 50 = 150 millas. Asi, la
velocidad promedio es
distancia recorrida 150 millas
l i o = =
VDR e tiempo transcurrido 3 horas
La velocidad promedio recién calculada se puede expresar con notacién de funcidn:

velocidad promedio = 2 =51 = 20 =30 = 50 millasi
Hay que observar que la velocidad promedio es diferente en intervalos de tiempo dis-
tintos. Por ejemplo, entre las 2:00 pM. y 3:00 p.M. se encuentra que

velocidad promedio = ’{3; 2 ;‘13' - 14“3']‘ 75

Determinar las tasas de cambio promedio es importante en muchos contextos. Por
ejemplo, se puede tener interés en saber qué tan ripido desciende la temperatura del
aire cuando se aproxima una tormenta, o qué tan rdpido crecen los ingresos por la
venta de un nuevo producto. Por lo tanto, se necesita saber como determinar la tasa
de cambio promedio de funciones que modelan estas cantidades. De hecho, el con-
cepto de tasa de cambio promedio se puede definir para cualquier funcién.

Tasa de cambio promedio

Latasa de cambio promedio de la funciény = f(x)entrex=ayx=bes

cambioeny _ f(b) — fla)
cambio en x b—a

= 65 millas/h

= 65 millas/h

tasa de cambio promedio =

La tasa de cambio promedio es la pendiente de la recta secanteentre x = a y
x = b en la grifica de f, es decir, la recta que pasa por(a, fla)) y (b, f(b)).

¥t tasa de cambio mMn:ﬂ.&} —fla)

b—a
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plo 3 Calculo de la tasa de cambio promedio

Para la funcién f(x) = (x — 3) cuya gréfica se muestra en la figura 5, encuentre
la tasa de cambio promedio entre los puntos siguientes:

a)x=lyx=3 b) x=4yx=7
Solucion
a) Tasa de cambio promedio = .f(?:{{l} Definicién
. — Ay — (1 — 2)2
& = 3 313 = [11 2 Emplee f(x) = (x — 3)°
Figura 5 . s, -2
fix) = (x = 3)° 2
b) Tasa de cambio promedio = w Definicidn
T=8—4-3) _
- ]? = EI ] Emplee f(x) = (x — 3)°
=“5_3—1 -5 é

nplo 4 Velocidad promedio de un objeto en descenso

Si se deja caer un objeto desde un edificio alto, entonces la distancia que ha descen-
dido después de r segundos estd dada por la funcién d(t) = 16¢°. Encuentre su ve-
locidad promedio (tasa de cambio promedio) en los siguientes intervalos:

a) Entre Isy5s b) Entret=ayr=a+h
Solucion ,
a) Tasa de cambio promedio = @ Definicidn
1 S 2
o 6{5] ]ﬁ(l} Eﬂ"'IF'-L'E (‘-{tJ . 161‘-:
Y =]
-1
6 o
4
b) Tasa de cambio promedio = 24+ ) — d(@) Definicién
(a+h)—a
16(a + h)* — 16{a)? _ :
= e = {ot~
{d‘ + ﬁ] e Emplee A t) &t
16(a* + 2ah + h* — a?)
= h Desarrolle y factorice 16
16(2ah + h?) o
= B Simpiifique el numerador
1 + h
= ﬁ.hl:'li ] Factorice h

= ]ﬁl:'l.r] + h] Simplifique n



SECCION 2.3 Funciones crecientes y decrecientes; tasa de cambio promedio 177

La tasa promedio de cambio calculada en el ejemplo 4(b) se conoce como co-
ciente de diferencias. En cdlculo se emplean los cocientes de diferencias para calcu-
lar las tasas de cambio instanzdneas. Un ejemplo de una tasa de cambio instantinea
es la velocidad mostrada en el odémetro de su automévil. Esta cambia de un instan-
te al siguiente a medida que cambia la velocidad del automévil.

Tiempo | Temperatura (°F) |  Ejemplo5 Tasa promedio de cambio de temperatura

800 AM. I8 En la tabla aparecen las temperaturas externas que un estudiante de ciencias ob-
9:00 A.M. 40 servo en un dia de pnmavera. Trace una grifica de los datos y determine la tasa

10:00 A, 44 promedio de cambio de temperatura entre los siguientes tiempos:

1100 AM. 50 ‘ )

12:00 MEDIODIA 56 a) 8:00 aAM. vy 9:00 a.Mm.

1:00 pm. 62 b) 1:00 pM. y 3:00 pM.
2:00 M. 66
3:00 p.M. 67 c) 4:00 pm. y 7:00 pM.
4:00 pm. 64
5:00 p.M. 58 Solucion  En la figura 6 se muestra una gréfica de los datos de temperatura. Sea ¢
6:00 P.M. 33 el tiempo, medido en horas desde la medianoche (de modo que las 2:00 pm., por
7:00 PM. 31 ejemplo, corresponden ¢ = 14). Defina la funcién F por

F(t) = temperatura en el tiempo ¢

temperatura a las 9 A.M. — temperatura a las 8 A.M.
9—-8

0§ AR -~ a) Tasade cambio promedio =

60 + el e
irr[ _/f-}\__ _ F(9) - F8)
40 : o e 9-—8

30 S 40 — 38

__tL_H._ B i 1 | i i i 1 i i I | - — — E

U "8 10 12 14 16 18 h 9—8
La tasa de cambio promedio fue 2°F por hora.

Figura 6
temperatura a las 3 pPM. — temperatura a las 1 PM.

b) Tasa de cambio promedio =

15 — 13
_ F(15) — F(13)
15 -13
67 — 62
e m

La tasa de cambio promedio fue 2.5°F por hora.

temperatura a las 7 PM. — temperatura a las 4 pM.

c) Tasa de cambio promedio =

19 — 16
_ F(19) - F(16)
O 19-—16
51 — 64
-3

La tasa de cambio promedio fue de casi —4.3°F por hora durante este intervalo
de tiempo. El signo negativo indica que la temperatura descendid. L]
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Matematicas en el
mundo moderno

Computadoras

Durante siglos las maquinas han
sido disefiadas para efectuar tareas
especificas. Por gjemplo, una la-
vadora lava la ropa, una tejedora
teje ropa, una sumadora suma nid-
meros, efc. La computadora ha cam-
biado todo eso. La computadora es
la miquina que no hace nada, hasta
gue recibe instrucciones sobre gqué
hacer. Asi, su computadora puede
jugar juegos, trazar imdgenes o
calcular 7 hasta un millén de cifras
decimales; todo depende de qué
programa (o instrucciones) le dé a
la computadora. La computado-
ra puede hacer todo esto porque
puede aceptar y cambiar de manera
légica las instrucciones con base
en los datos entrantes. Esta versa-
tilidad hace a las computadoras
ttiles en casi todo aspecto del es-
fuerzo humano.

El matemdtico Allan Turing
describid de manera tedrica en
la década de los cuarentas la idea
de una computadora (véase la
pégina 103) en lo que llamé una
mdguina wniversal. En 1945 el
matemitico John Von Neumann,
ampliando las ideas de Turing,
construyd una de las primeras
computadoras electronicas.

Los mateméticos continian con
el desarrollo de nuevas bases tedn-
cas para el disefio de computado-
ras. El corazdn de la computadora
es el “chip”, que es capaz de pro-
cesar instrucciones ldgicas. Para
tener una idea de la complejidad
del chip, considere que el chip
Pentium jtiene més de 3.5 millones
de circuitos logicos!

Las grificas de la figura 7 muestran que si una funcidn es creciente en un inter-
valo, entonces la tasa de cambio promedio entre dos puntos cualesquiera es positiva,
mientras que si una funcidn es decreciente en un intervalo, entonces la tasa de cam-
bio promedio entre dos puntos cualesquiera es negativa.

¥ Y
y = fix}

Pendiente 0
0 0  a b x
f creciente f decreciente
Tasa de cambio promedio positiva Tasa de cambio promedio negativa
Figura 7

ore

lo6 Las funciones lineales tienen tasa de
cambio constante

a

Sea f(x) = 3x — 5. Determine la tasa de cambio promedio de f entre los puntos
siguientes.

a)x=0yx=] by x=3yx=7 c)x=ayx=a+h
;Qué conclusién puede sacar de sus respuestas?

Solucion

a) Tasa de cambio promedio = ﬂl: : g{u] _ (3:1-=15) : (3:0-35)

(D)= (=5) _
I

f(1)-f3) (3:7-5)-(3:3-5)

3

b) Tasa de cambio promedio =

T=3 4
16 — 4
et = 3
. . _fla+h) = fla) [3(a+h)—5]—[3a-5]
¢) Tasa de cambio promedio = Gt b =0 = h
_3::+3h—5—3.::+5_1.{:__3
= = .

Al parecer la tasa de cambio promedio siempre es 3 para esta funcién. De hecho, el
inciso ¢) provee la tasa de cambio entre dos puntos arbitrarios x =ayx=a + h
es 3., L]

Como indica el ejemplo 6, para una funcidn lineal f(x) = mx + b, la tasa de cam-
bio promedio entre dos puntos cualesquiera es la pendiente m de la recta. Esto con-
cuerda con lo aprendido en la seccidn 1.10, que la pendiente de una recta representa
la tasa de cambio de y con respecto a x.
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BEEN Ejercicios
1-4 ® Se da la grifica de una funcién, Determine los intervalos
en los que la funcidn es a) creciente y b) decreciente.

1. Yi : 2. Yi
i |
: . = Elll
= o B o e -
N EEDERE
L Vi . 4. Vi
1 ! | :
_l\/\ BE ] :
j : | z =
_]} B &__; : _Té._,l.‘! L5
| - ' ||
| Y ! EE |

BE 5-12 » Se dauna funcitn f.

a) Emplee un dispositivo de graficacion para trazar la grifica
de f.

b) Exprese de forma aproximada los intervalos en los que f es
creciente y en los que f es decreciente.

5. f(x) = x*"

6. fix) =4 - 2"

7. flx) =x*— 5

8 flx)=x"— 4

9. fix) =2x" — 3x* — 12x

10. f(x) = x* = 16x7

I fx)=x*+2*-x-2

12, §(x) = ' — 45" + 27 + 4x — 3

13-16 ® Se da la grifica de una funcidn. Determine la tasa de
cambio promedio de la funcién entre los valores indicados de la
variable.

13. ¥i

&£ 1
u

T

14. Yi

-"-\.
b
&

¥

M

Y

e f—

0 BRER
16. ¥4
_.__E/(—\ P }
P ..-"Ir
'_..-i""f - |
1;1 0 s x

17-28 ® Dada una funcidn, determine la tasa de cambio prome-
dio de la funcidn entre los valores dados de la variable.

17. fix) =3x- 2, x=2,x=3
18. g(x) =5 +ix, x=1x=35
19. h(r) = + 26 t=—1,1=4
0 fz)=1=-3% 1==2z2=0
L flx) =x*—4x* x=0,x=10
22, fix) =x+x'; x==lLx=3
23 f(x) =3x% x=2,x=2+h
M4 fix)=4—-x% x=1l,x=1+h

1
25, g{.t'_l=;; x=l,x=a

2
x+1

26. g(x) = x=0,x=h
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27. f{r}=%; r=at=ath

28. f(r) =Vt t=at=a+h

33. Crecimiento y disminucion poblacional En la tabla se
da la poblacion en una pequeiia comunidad costera para el
periodo 1997-2006. Las cifras mostradas son para ¢l

29-30 ® Se da una funcién lineal.

a)

b)

29,

Encuentre la tasa de cambio promedio de la funcidn entre
x=ayx=a+h.

Muestre que la tasa de cambio promedio es la misma que la
pendiente de la recta.

flx) =3x+3 . glx)=—4x+2

Aplicaciones

31.

Niveles de agua cambiantes En la grifica se observa la
profundidad del agua W en un depdsito en un periodo de un
afio, como una funcidn del nimero de dias x desde ¢l
comienzo del afio.
a) Determine los intervalos en los que la funcién W es cre-
ciente ¥ en los que es decreciente.
b) ;Cuil es la tasa de cambio promedio de W entre
x= 100y x= 2007

W (pies) 4
100 +———"—

.

0 100 200 300 x(dias)

Crecimiento y disminucion poblacional En la grifica
se muestra la poblacién P en una pequenia ciudad industrial
de 1950 a 2000. La variable x representa el nimero de
afios desde 1950.

a) Determine los intervalos en los que la funcién P es cre-
ciente y en los que es decreciente.

b) ;Cuil es la tasa de cambio promedio de F entre
x=20yx =407

¢) Interprete el valor de la tasa de cambio promedio que
encontrd en el inciso b).

{rm{eai 1
30 = /\\

4{} —

30 jma—r N,

20 —-

]-D_ | S

B i sy, mifs i -

00 10 20 30 40 50xafos)

primero de enero de cada afio.

a) Cudl fue la tasa de cambio promedio de la poblacidn
entre 1998 y 20017

b) ;Cuil fue la tasa de cambio promedio de la poblacidn
entre 2002 y 20047

¢) ;Para qué periodo la poblacidn fue creciente?

d) ;Para qué periodo la poblacidn fue decreciente?

Afo Poblacion
1997 624
1998 856
1999 1336
2000 1578
2001 1591
2002 1483
2003 94
2004 826
2005 RO1
2006 745

. Velocidad de carrera Un hombre corre alrededor de una

pista circular de 200 m. Un observador emplea un

crondmetro para registrar el tiempo del corredor al final de

cada vuelta, y obtiene los datos de la tabla siguiente.

a) Cuil es la velocidad (1asa) promedio del hombre entre
68 s v 152 57

b} ;Cudl es la velocidad promedio del hombre entre 263 s
vy 41257

c) Calcule la velocidad del hombre para cada vuelta. ; Baja
su velocidad, aumenta o permanece constante?

Tiempo (s} | Distancia (m)

32 20K

(E%S 40}
108 6K
152 800
203 1000
263 1200
335 1 400}
412 1 6N}

35, Ventas de reproductor de CD  En la tabla se muestra el

nimero de reproductores de CD vendidos en tiendas pe-

quefias de aparatos electronicos en los afios 1993 a 2003,

(a) ;Cudl es la tasa de cambio promedio de ventas entre
1993 y 20037
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b) ;Cudl es la tasa de cambio promedio de ventas entre b} Describa las diferencias entre la manera en que los tres

1993 y 19947 corredores corren la competencia.
¢) ;Cudl es la tasa de cambio promedio de ventas entre
1994 y 19967 d(m) { i |
d) ;Entre qué par de afios sucesivos se incrementaron con 100
més rapidez las ventas de reproductores de CD, dismi- i i
nuyeron con mds rapidez? ;ﬂ‘:"f _;""r
50 f.-’ v Vi
c./
Afio | Reproductores de CD vendidos At A
L7

1993 512 !
1994 520 0 5 10 t(s)
1995 413
1996 410 8. Tasas de cambio variables: concavidad En las dos
1997 468 tablas y grificas se dan las distancias que recorre un au-
1998 510 tomdvil de carreras durante porciones de 10 s de una com-
1999 390 petencia. En cada caso, calcule la velocidad promedio a la
2000 607 que viaja el automévil entre los puntos de datos observados.
2001 732 ¢ La velocidad es creciente o decreciente? En otras palabras,
2002 612 el automévil acelera o desacelera en cada uno de estos in-
2003 584 tervalos? ;Cémo la forma de la grifica indica si el automé-

vil acelera o desacelera? (Se dice que la primera grifica es
cdncava hacia arriba y la segunda es cdncava hacia abajo.)

'] ! . - d {f.lll‘-!]
36. Coleccién de libros Entre 1980 y 2000, un coleccionista |ﬁ'[’:::"“ ﬂ'm“;';?"
de libros raros compra libros para su coleccin a una tasa de | 800
40 libros por afio. Use esta informacién para completar la 0 0 GO0
tabla siguiente. (Hay que obserar que faltan los datos para ! 2 34 400
algunos afios.) | 4 70
6 196 200
8 490
Afo | Namero de libros | 10 964 0 2 46 8101
1980 420
|
:3,:; e b) | Tiempo | Distancia | 9 (pies)
1985 f (s) (pies) 6400
i:g | 30 5208 6000
I 2 5734
1995 | 34 6022 5600
1997 |36 6204 5200
1998 38 6352 T T
1999 L 40 6448 "JI 30 40 f(s)
2000 1220 - |

M, Funciones que son siempre crecientes o decrecientes
Bosqueje las grificas aproximadas de funciones que estén
definidas para los nimeros reales y que exhiben el compor-
tamiento indicado (o explique por qué es imposible el com-
portamiento).

a) fes creciente siempre y f(x) > 0 para toda x

Descubrimiento « Debate

3. Carrera de 100 metros  Una carrera de 100 m termina en
un empate triple por el primer lugar. En la grifica se mues-

tra la distancia como una funcién del tiempo para cada uno
de los tres ganadores.
a) Halle la velocidad promedio para cada ganador.

b) fes decreciente siempre y f(x) > 0 para toda x
¢) fescreciente siempre ¥ f{x) < 0 para toda x
d) fes decreciente siempre f(x) < 0 para toda x



