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— Transformaciones de funciones

Recuerde que la grifica de la funcion f
es la misma que la grifica de la
ecuacidn ¥y = flx).

En esta seccidn se estudia cémo ciertas transformaciones de una funcidn afectan su
grifica. Esto proporciona una mejor comprension de cémo graficar funciones. Las
transformaciones que se estudian son desplazamiento, reflexidn y estiramiento,

Desplazamiento vertical

Sumar una constante a una funcidn desplaza su gréifica en direccién vertical: hacia
arriba si la constante es positiva y hacia abajo si es negativa.

plo1 Desplazamientos verticales de graficas

Use la gréfica de f{x) = x* para trazar la grifica de cada funcién.
a) glx) =x*+ 3 b) h(x) = x* - 2
Solucion La funcién f(x) = x° se graficé en el ejemplo 1(a), seccién 2.2. Se
traza de nuevo en la figura 1.
a) Observe que
gix)=x*+3=fx)+3
Asi que la coordenada y de cada punto sobre la grifica de g estd tres unidades arriba

del punto correspondiente sobre la grifica de f. Esto significa que para graficar g se
desplaza la gréfica de f hacia arriba tres unidades, como en la figura 1.

Figura 1

b) De manera similar, para graficar h se desplaza la grifica de f hacia abajo dos
unidades, como se muestra. m

En general, suponga que se conoce la grifica de ¥y = f(x). Cémo se obtienen de
ésta las grificas de

y=fx)+e y y=flz}-¢ (c>0)

La coordenada y de cada punto sobre la grificade y = f(x) + c estd ¢ unidades arri-
ba de la coordenada y del punto correspondiente sobre la grifica de y = f(x). Asf, la
grifica de y = f(x) + ¢ se obtiene simplemente al desplazar ¢ unidades hacia arni-
ba la grifica de y = f(x). De manera similar, se obtiene la grificade y = f(x) — ¢
al desplazar c unidades hacia abajo la grifica de y = f(x).
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Desplazamientos verticales de graficas

Suponga que ¢ > (.

Para graficar v = f{x) + ¢, desplace ¢ unidades hacia arriba la grifica
dey = f(x).

Para graficar v = f{x) — ¢, desplace ¢ unidades hacia abajo la grifica de
y = flx).

y=fx+¢

//f‘\/ y = fix)

y=flxj—¢

N

12 Desplazamientos verticales de graficas

Use la grifica de f(x) = x* — 9x, que se trazd en el ejemplo 12, seccién 1.8, para
bosquejar la grifica de cada funcidn.
a)gx)=x"—9x+ 10 b) h(x) = x* — 9x — 20

Soluciéon La grifica de f se traza de nuevo en la figura 2.
a) Para graficar g la grifica de f se desplaza 10 unidades hacia arriba, como se
muestra.
b) Para graficar h la grifica de f se desplaza 20 unidades hacia abajo, como se
muesira.

Figura 2

Desplazamiento horizontal

Suponga que se conoce la grificade y = f(x). ;Cémo se emplea para obtener las gré-
ficas de
y=flx+ec) 'y y=flx=c) (c>0)

El valor de f(x — ¢) en x es el mismo que el valor de f(x) en x — ¢. Puesto que
x — c estd ¢ unidades a la izquierda de x, se deduce que la grificade y = f(x — ¢)
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es la gréfica de y = f(x) desplazada a la derecha c unidades. Con un razonamiento
similar se demuestra que la grifica de y = f(x + c) es la grifica de y = f(x) des-
plazada a la izquierda ¢ unidades. En el cuadro siguiente se resumen estos hechos.

Desplazamientos horizontales de graficas

Supdngase que ¢ = 0,
Para graficar v = f(x — ¢), desplace la grifica de v = f(x) ala derecha ¢
unidades.
Para graficar y = f(x + c¢), desplace la grifica de y = f(x) a la izquierda
¢ unidades.
v e e Vi
! ﬂ{l i y=flx+¢)

y = flx)
y = fix]
. ..:..

i A

"Ejemplo 3 Desplazamientos horizontales de graficas m

Use la grifica de f(x) = x* para trazar la gréfica de cada funcién.
a) g(x) =(x+4)° b) h(x) = (x = 2)?

Solucidn
a) Para graficar g, la grifica de f se desplaza 4 unidades a la izquierda.
b) Para graficar h, la gréfica de f se desplaza 2 unidades a la derecha.

Las grificas de g y h se bosquejan en la figura 3.

b

L

Figura 3 .

_Ejemplo4 Combinacion de desplazamientos horizontales
y verticales

Bosqueje la grificade f(x) = vx - 3 + 4.

Solucién Se empieza con la grifica de y = Vx (ejemplo 1(c), seccién 2.2) y se
desplaza a la derecha 3 unidades para obtener la grificade y = Vx — 3. Luego, la



Figura 5

fix) = —x?
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grifica resultante se desplaza 4 unidades hacia arriba para obtener la grifica de
flx) = Vx — 3 + 4 mostrada en la figura 4.

Figura 4

Reflexion de graficas

Suponga que se conoce la grifica de v = f(x). ;Cémo se emplea para obtener las
grificas de v = — f(x) y ¥y = f(—x)7 La coordenada y de cada punto sobre la grifica
de y = — f(x) es simplemente el negativo de la coordenada y del punto correspon-
diente en la grifica de ¥y = f(x). Por lo tanto, la grifica deseada es la reflexion de la
griifica de ¥y = f{x) en el eje x. Por otro lado, el valor de y = f{—x) en x es el mis-
mo que el valor de ¥y = f(x) en —x por consiguiente, la grifica deseada aqui es la re-
flexion de la grifica de ¥ = f(x) en el eje y. En el cuadro siguiente se resumen estas
observaciones.

Reflexion de graficas

Para graficar y = — f(x), refleje la grifica de y = f(x) en el eje x.
Para graficar v = f(—x), refleje la grifica de v = f{x) en el eje y.

Yi
Vi
¥ = fix)
¥ = flx)
o] 1 3} ; A
\‘--—-*;":;T\ ¥ = fi=x)

"Ejemplo 5 Reflexion de graficas

Trace la gréfica de cada funcion
(a) flx) = —x* (b) g(x) = V—x

Solucion

a) Se empieza con la grifica de y = x°. La grifica de f(x) = —x° es la grifica de
y = x” reflejada en el eje x (véase figura 5).
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Figura 7

b) Se inicia con la grifica de y = Vx (ejemplo 1(c) en la seccién 2.2). La gréfica
de g(x) = V'—xes la grifica de y = Vx reflejada en el eje y (véase figura 6).
Note que el dominio de la funcién g(x) = V—xes{x|x = 0}.

: 1=
glx} =v-x 1 y= q'_l:
\/
Figura 6 i I o -

Estiramiento y acortamiento vertical

Suponga que se conoce la grifica de y = f(x). ;Cémo se usa para obtener la gréifica
de ¥y = cf(x)? La coordenada y de ¥ = cf(x) en x es la misma que la coordenada v
correspondiente de y = f(x) multiplicada por ¢. Multiplicar las coordenadas y por ¢
tiene el mismo efecto de alargar y acortar verticalmente la grifica por un factor de c.

Estiramiento y acortamiento vertical de graficas

Para graficar v = ¢f(x):
Si ¢ > 1, alargue verticalmente la grifica de y = f(x) por un factor de ¢.

Si0 < ¢ < 1, acorte verticalmente la grifica de y = f{x) por un factor de c.

¥ = fix)

i
oy e YA

1'

1

i

y = c fix)

0 <¢ <1

=2 Ejemplo 6 Estiramiento y acortamiento vertical a
de graficas

Use la gréfica de f(x) = x” para trazar la gréfica de cada funci6n.
a) g(x) = 3x? b) h(x) = 1x?

Solucion
a) La grifica de g se obtiene al multiplicar la coordenada v de cada punto sobre la
grifica de f por 3. Es decir, para obtener la grifica de g se alarga la grifica de
f verticalmente por un factor de 3. El resultado es la pardbola més estrecha en

la figura 7.

b) La grifica de h se obtiene al multiplicar la coordenada y de cada punto sobre la
grifica de f por §. Es decir, para obtener la gréfica de h se acorta verticalmente
la gréfica de f por un factor de }. El resultado es la pardbola més amplia en la
figura 7. »

En el ejemplo siguiente se ilustra el efecto de combinar desplazamientos, refle-
xiones y estiramiento,
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plo7 Combinacion de desplazamiento,
estiramiento y reflexion

Bosqueije la grifica de la funcién f(x) = 1 — 2{x — 3)%

Solucion Comenzando con la grifica y = x?, se desplaza primero a la derecha
3 unidades para obtener la gréfica de y = (x — 3)”. Luego se refleja en el eje x y se
alarga por un factor de 2 para obtener la grificade y = —2(x — 3)%. Por dltimo,
se desplaza | unidad hacia arriba para obtener la grifica de f(x) = 1 — 2(x — 3)?
mostrada en la figura 8.

Alargamiento y estiramiento horizontal

Ahora abordaremos el acortamiento y alargamiento horizontal de grificas. Si se co-
noce la grifica de ¥y = f(x), entonces ;c6mo se relaciona la grifica de y = f(cx) con
ésta? La coordenada y de y = f(cx)en x es la misma que la coordenada y de y = f(x)
en cx. Asi, las coordenadas x en la grifica de y = f(x) corresponde a las coordena-
das x en la grifica de y = f(ex) multiplicadas por ¢. Considerado de otro modo, se
puede observar que las coordenadas x en la grifica de y = f(cx) son las coordenadas
xen la grifica de y = f(x) multiplicada por 1/c. En otras palabras, para cambiar la
grificadey = f(x)ala grificade y = f(cx), se debe acortar (o alargar) la grifica ho-
rizontalmente por un factor de 1/, como se resume en el cuadro siguiente.

Acortamiento y alargamiento horizontal de graficas

La grificade y = flex):
Sic > 1, acorte la grifica de v = f{x) horizontalmente por un factor de 1/c.
Si0 < ¢ < 1, alargue la grifica de vy = f{x) horizontalmente por un factor
de 1/e.

¥y ¥

g flex)

y = flcx)

]
0 / + . 0/ pa
¥ = f(x) y = flx)

ci=1 0D =<pg =1
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Sonya Kovalevsky (1850-1891) es
considerada la matemdtica mas

importante del siglo x1x. Nacid en
Mosci en una familia anstdcrata,
En su infancia conocid el cdlculo
de una manera muy inusual, su

recimara fue tapizada temporal-

mente con las paginas de un libro
de cilculo. Ella escribid después
que “pasé muchas horas enfrente
de esa pared, tratando de enten-
derla”. Puesto que la ley rusa pro-
hibia a las mujeres estudiar en la
universidad, twvo un casamiento
de conveniencia, que le permitié
viajar a Alemania y obtener un
doctorado en matemdticas de la
Universidad de Gittingen. Final-
mente obtuvo una plaza de pro-
fesor de tiempo completo en la
universidad de Estocolmo, donde
ensefid durante ocho afios antes
de morir de influenza a la edad de
4] afios. Su investigacion fue dtil
para colocar sobre una base sdlida
v logica las ideas y aplicaciones de
las funciones y el cdlculo. Recibid
muchas distinciones y premios por
su trabajo de investigacion.

o8 Alargamiento y acortamiento horizontal de graficas

La grifica de y = f(x) se muestra en la figura 9. Trace la grifica de cada funcidn.
b) y = f(ix)

a) y = f(2x)

Figura 9
y = flx)

Solucion Con base en los principios descritos en el cuadro precedente, se ob-
tienen las grificas mostradas en las figuras 10y 11,

Figura 10
y = fi2x)

Figura 11
y = f(3x) .

Funciones par e impar

Si una funcidn f satisface f(—x) = f(x) para todo nimero x en su dominio, entonces
f se llama funcién par. Por ejemplo, la funcién f(x) = x” es par porque

f(=x) = (—x) = (-1)°x" = 2% = f(x)

La grifica de una funciom par es simétrica con respecto al eje v (véase figura 12). Es-
to significa que si se ha trazado la grifica de fpara x = (), entonces s¢ puede obtener
la grifica completa simplemente reflejando esta porcion en el eje v.

Si f satisface f(—x) = —f(x) para todo nimero x en su dominio, entonces f se
llama funcién impar. Por ejemplo, la funcién f(x) = x* es impar porque

F—) e () (=Y ot g = fx)

La grifica de una funcifn impar es simétrica con respecto al origen (véase figura 13). Si
se ha trazado la grifica de f para x = (), entonces se puede obtener la grifica completa

: ¥
Y 1 _f[-t'] _ Ij
flx) = x* J
-X
x= ==
= ] X I-;
Figura 12 Figura 13

f(x) = x" es una funcién impar.
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si se gira esta porcién 180° respecto al origen. (Esto es equivalente a reflejar primero
en el eje x luego en el eje y.)

Funciones par e impar

Sea f una funcion,
fes parsi f(—x) = f(x) para toda x en el dominio de f.
f es impar si f{—x) = —f(x) para toda x en el dominio de f

¥
=T < fla
— Q x
La grifica de una funcién par La grifica de una funcidén impar es
es simétrica con respecto al eje v, simétrica con respecto al ongen.

"Ejemplo 8 Funciones par e impar
Determine si las funciones son par, impar o ni par ni impar.
a) fix) =x*+=x b) g{x) =1-x* ¢) hix) = 2x — x*

Solucidn
a) f(—x) = (—x)* + (—x)
=—x'—x=—(x"+1x)
= —f(x)
Por lo tanto, f es una funcién impar.
b) g(—x) =1 - (—x)* =1 - x*=g(x)
Por lo tanto g es par.
) h(=x) = A=x) = (-2 = —2x = #
Puesto que k(—x) # h{x) y h(—x) # —h(x), se concluye que h no es par ni
impar.
Las grificas de las funciones del ejemplo 9 se muestran en la figura 14. La gréfi-

ca de f es simétrica respecto al origen, y la grifica de g es simétrica con respecto al
eje . La grifica de h no es simétrica respecto al eje y o al origen.

2.5 fixj=x x¥ 2.5 2.5
;’I , . hix) = 2x — x*
.._.,,-'-'_"_-1-\._.\. 3 _.,-'"'-'_._‘-
i \ ) - ! \ e \
1.75 g 1.75 2 | JI,- "".I 2 1 "‘x‘ 3

I \ y 1‘

.-'|l | I| ! kY
=2.5 =25 glx)=1- x! =25

Figura 14 t‘.I; b) . )
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1-10 = Suponga que se da la grifica de f. Describa como se
puede obtener la grifica de cada funcidn a partir de la grifica

de f.

l.a) y=flx) = 5
2.8) y=flx+7)
e y=flx+1)
4. a) y = —f(x)

5. a) y= —2f(x)

6. a) y=—f(x) +5

T.8) y=flx—4)+}
8. 8) y=2fx+2) -2
9. a) y = f(4x)

10. a) y = —f(2x)

b) y=flx—3)

b) y=flx)+7

b) y=f(x) +1

b) y= f(-x)

b) y=—1flx)

b) y=3f(x)—5

b) y=flx+4) -3
b) y=2f(x—2)+2
b y=f(ix)

b) y= f2x) — 1

11-16 ® Se dan las grificas de f y g. Encuentre una férmula
para la funcifn g.

11.

13

i

_l\

s

|

- T

| =

14, ¥ |
’k\ i
H‘\p o =A|
\ | A/
0 i ;
15. ¥4

7
w?

[=

16. 4

fix) =
0

17-18 = Se da la grifica de y = f(x). Compare cada ecuacidn
con su grifica.

)

17. 8) v = flx — 4) b) y = f(x) + 3
¢) y = 2f(x + 6) d) y = —f(2x)
y
@ 61 ©




18. a) y = {f{x)
) y=flx—4)+3

b) y=~flx + 4)
d) y = f(=x)

19. Se da la gréfica de f. Bosqueje las grificas de las siguientes

funciones.
®) y=flx—2) b) y= fix) - 2
c) ¥ = 2f(x) d) y=—flx) + 3
e) y= fl—x) N y=iflx-1)
¥i
B [ NG
N
TN
o] 1 | ] ;

20. Se da la grifica de g. Bosqueje las grificas de las siguientes
funciones.

8) y=g(x+1) b) y=—glx+1)

€) y=gix-2) d) y=glx) -2
e) y=—g(x)+2 N y=2(x)
Yi
:. ] i .
.r u ..... I
| /]
21. a) Bosqueje la grifica de f(x) = -::mndi.mtcllgraﬁnmi&n
de los puntos.
b) Use la grifica de f para trazar las grificas de las si-
guientes funciones.
o ¥ .
Dy= X gl x=1
iii) - iv) y=1+
4 x+2 Y x—13
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22. a) Bosqueje la grifica de g(x) = ¥x graficando los puntos.
b) Use la gréfica de g para trazar las grificas de las si-

i y=vx—-2 i) y=Vx+2+2
i) y=1- Vx iv) y=2Vx

23-26 ™ Expligue codmo se obtiene la grifica de g a partir de la
grifica de f.
23, a) f(x) =x% glx)=(x+2)*
b) fix)=x% glx)=x*+2
4. 8) f(x) =x, g(x)=(x—4)
b fix) =, glx) =+ -4
25, a) f(x) = Vx, glx) =2Vx
b) flx) = Vx, g(x) =3Vx-2
26. a) f(x) = [x|, glx} =3[x| +1
b) f(x) = |x|, glx)=—|x+1|

27-32 ® Se da una funcion f y se aplican a su grifica las trans-
formaciones indicadas (en el orden dado). Escriba la ecuacidn
para la grifica transformada final.

27. f(x) = x* desplace hacia arriba 3 unidades y 2 unidades a
la derecha.

28. f(x) = x%; desplace hacia abajo 1 unidad y 4 unidades a la
izquierda.

29, f(x) = Vx; desplace 3 unidades a la izquierda, alargue ver-
ticalmente por un factor de 5 y refleje en el eje x.

30, f(x) = Vx; refleje en el eje y, acorte verticalmente por un
factor de }, y desplace hacia arriba } unidades.

31. f(x) = |x|; desplace a la derecha } unidad, acorte vertical-
mente por un factor de 0.1 y desplace hacia abajo 2
unidades.

31. f(x) = |x|; desplace a la izquierda 1 unidad, alargue verti-
calmente por un factor de 3 y desplace hacia amba 10
unidades.

33-48 ® Bosqueje la grifica de la funcidn, no mediante la grafi-
cacidén de puntos, sino iniciando con la gréifica de una funcién
estéindar y aplicando transformaciones.

33, f(x) = (x = 2) 3. f(x) = (x+7)°

35, flx) = —(x + 1) 3. f(x) =1 -2
37, flx) = x* +2 8. fix) = -2

¥ y=1+ Vi 0. v=2-Vx+l
4l y=3iVx+4-13 42, y=3-2x- 1)
43 y=5+ (x + 3)° M. y=1"-1

45 y=|x| -1 46. y = |x = 1|

7. y=|x+2| +2 48. y =2 - |x|
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n 49-52 » Grafique las funciones en la misma pantalla con el rec- 55, 4 56 Yi

tdngulo de visién dado. ; Cdmo se relaciona cada gréfica con la == Fd ' ‘ "f\"'——

grifica del inciso a)? ff IR0 ’I \

49. Recténgulo de vision[—8, 8] por[~2, 8] 11 70 A B FE O " KB
a) }'-":‘E I]}F=1‘f,:+5 ..._._,..n' ] i : ‘.-l]._..;',_:f___,l;'
¢ y=2Vx+5 d) y=4+2Vx+5 | = B ' .

50. Rectingulo de visitn [—8, 8] por[—6, 6] Shl H 23
a) y=|x| b) y = —|x|
¢ y=—-3|x| d) y=-3|x-5| 57-58 ® Use la grifica de f(x) = | x] descrita en las piginas

162 a 163 para graficar la funcidn indicada.
51. Rectingulo de visién [—4, 6] por[—4, 4]

a) y=x° b) y = }x* 57. y = [24] 58. y = [ix]
e) y=-—3x° d) y = —3(x—4)*
! ’ . } H 59. Si f(x) = V2x — x* grafique las siguientes funciones en
52. Rectdngulo de vision [—6, 6] por[—4, 4] el rectingulo de visidn [—5, 5] por [—4, 4]. ;Cémo se rela-
1 1 ciona cada gréifica con la del inciso a)?
8= RV =S W oy=flx)  By=f2x) O y=f(k
1 1
D r=vaes Vg ! B 0. si f(x) = V/2x — , grafique las funciones siguientes en
el rectingulo de visitn [=35, 5] por [—4, 4]. ;Cémo se rela-
53 Se da la grifica de g. Utilicela para graficar cada una de las ciona cada grédfica con la del inciso a)?
:‘f“‘““j”;{*‘;“f‘“““' el ) y=fx) B y=fl-x) ©y=—f(-x)
J G 0 d) y=f(-2x) e y=f{-l)
b (o
% 11 i - | | 61-68 ® Determine si la funcién f es par, impar o ninguna. Si f
4l gl | _ es par o impar, use la simetria para bosquejar su grifica.
0 N - 61. f(x) = x7? 62. f(x) = x~°
1— ' 63, f(x) =x*+x 64, flx) = x* — 4?
£ o
H 65. flx) =x* —x 66. f(x) =3x" + 22 + 1
54. Se da la gréfica de h. Utilicela para graficar cada una de las 1
funciones siguientes. 67. flx) =1- Vx 68 flx)=x+ =
a) y = h(3x) b) y = h(3x)

69. Se muestran las gréficas de flx) = x* — 4y
glx) = | x* — 4|. Expligue c6mo se obtiene la grifica de g
de la grifica de f.

55-56 ® Se da la grifica de una funcitn definida para x = 0.
Complete la grifica para x < () para construir

a) una funcién par

b) una funcién impar




SECCION 2.5 Funciones cuadraticas; méximos ¥ minimos 193

70. Se muestra la grifica de f{x) = x* — 4x* Use esta grifica 74. Escalas de temperatura cambiantes La temperatura
para trazar la grifica de g(x) = |+* — 4x?|. en cierta tarde se modela mediante la funcidn
C(r) = 3t* +2
¥
donde ¢ representa horas después de las 12 del dia
4 (0 == 6) y C se mide en °C.

a) ;Qué operaciones de desplazamiento y decrecimiento
se tienen que desarrollar en la funcién y = r* para
obtener la funcién y = C(1)?

b) Suponga gue en cambio desea medir la temperatura en
°F. ;Qué transformacidn tendria que aplicar a la funcién
y = C(t) para llevar a cabo esto? (Use el hecho de que
la relacion entre grados Celsius y Fahrenheit estd dada
por F = §C + 32.) Escriba la nueva funcién y = F{r)

d
=Y

que resulta de esta transformacidn.

T1-7T2 ® Bosqueje la grifica de cada funcidn.
7L a) f(x) = 4x = x° b) glx) = |4x - x° . 3

1) ) gtx) = | | Descubrimiento - Debate
72. @) flx) = x° b) g(x) = |x|

75. Sumas de funciones par e impar Si fy g son fun-
ciones pares, ;f + g es necesariamente par? Si ambas son
Aplicaciones impares, ;su suma es necesariamente impar? ; Qué puede
P decir acerca de la suma si una es impar v una es par’? En

73. Crecimiento de las ventas Las ventas anuales de cierta cada caso, demuestre su respuesta.

compaiiia se pueden modelar mediante la funcidn

() = 4 + R S 1990 y T6. Productos de funciones par e impar Conteste las mis-
i e ke En mii]ﬂnes der:glw. mas preguntas que en el ejercicio 75, excepto que esta vez

: ; i considere el producto de fy g en lugar de la suma.
a) Qué operaciones de desplazamiento y acortamiento se

deben efectuar en la funcién y = ¢* para obtener la fun- 77. Funciones exponenciales par e impar ;Qué debe ser
cifn y = ﬂ']? cierto acerca del entero n si la funcidn

b) Suponga que desea que r represente los afios desde flx) = 5"
2000 en vez de 1990. ;Qué transformacion tendria que
aplicar a la funcién v = f(t) para llevar a cabo esto? es una funcidn par? ;Si es una funcién impar? ; Por qué con-
Escriba la nueva funcién v = g(r) que resulta de esta sidera que se eligieron los nombres “par” e “impar” para es-
transformacidon. tas propiedades de funcidn?

m Funciones cuadraticas; maximos y minimos

Un valor médximo o minimo de una funcidn es el valor més grande o mds pequefio de
la funcidon en un intervalo. Para una funcién que representa la ganancia en un nego-
cio, se estaria interesado en el valor méximo; para una funcién que representa la can-
tidad de material en un proceso de manufactura, se estaria interesado en el valor
minimo. En esta seccion se aprende como hallar los valores méximo y minimo de
funciones cuadriticas y otras.
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En la seccion 1.5 se explica como
completar el cuadrado,

Graficacion de funciones cuadraticas
usando la forma estandar

Una funcién cuadrética es una funcién f de la forma
fixY=a® + bx + ¢

donde a, b y ¢ son nimeros reales y a # (.

En particular, si se tomaa = | y b = ¢ = 0, se obtiene la funcidn cuadritica sim-
ple f(x) = x* cuya grifica es la pardbola que se dibujé en el ejemplo 1 de la seccidn
2.2. De hecho, la gréifica de cualquier funcidn cuadritica es una pardbola; se puede
obtener de la gréifica de f(x) = x* por las transformaciones dadas en la seccién 2.4.

Forma estandar de una funcion cuadratica

Una funcién cuadritica f(x) = ax® + bx + ¢ se puede expresar en la forma
estandar
flx) =alx — h)* + k&

completando el cuadrado. La grifica de f es una pardbola con vértice (h, k);
la paribola se abre hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo sia < 0.

ya VA

Vértice (h.k)

IE--
kT Vértice (h, k) /,‘\ _
Vil

fix)=alx=hP +k a<0D

| -
L

0 h X

fixi=ailx—HF +k a>0

. Forma estandar de una funcion cuadratica

Sea f{x) = 2x? — 12x + 23.
a) Exprese f en la forma estindar.
b) Bosqueje la grifica de f.

Solucion

a) Puesto que el coeficiente de x* no es 1, se debe factorizar este coeficiente a partir
de los términos relacionados con x antes de completar el cuadrado.

flx) = 227 — 12x + 23

= 2(x* — 6x) + 23 Factorice 2 de los térmings en x
= ik .
Pt T — Lomplete gl cuadrado: sume 3 dentro
2{“‘- Gx + g} +23-2-9 del parértesis, reste 2 - 9 fuera
=2x—3)*+5 Factorice y simplifique

La forma estindar es f(x) = 2(x — 3)* + 5.
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b) La forma estdndar indica que la grifica de f se obtiene tomando la paribola
y = x°, desplazdndola 3 unidades a la derecha, alargdndola por un factorde 2 y
moviéndola 5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbola estd en (3,5) y la
pardbola abre hacia arriba. La grifica se bosqueja en la figura | después de no-
tar que el intersecto y es f(0) = 23.

fix)=2(x—3*+5

Valores maximo y minimo de

funciones cuadraticas

Si una funcidn cuadrética tiene vértice (h, k), entonces la funcién tiene un valor mi-
nimo en el vértice si abre hacia arriba y un valor maximo en el vértice si abre hacia

abajo. Por ejemplo, la funcidn graficada en la figura | tiene un valor minimo 5 cuan-
do x = 3, puesto que el vértice (3, 5) es el punto minimo sobre la grifica.

Valor maximo o minimo de una funcion cuadratica

Sea funa funcién cuadritica con forma estindar f(x) = a(x — #)* + k. El
valor miximo o minimo de f ocurre en x = h.

Sia > (), entonces el valor minimo de fes f(h) = &

Sia < 0, entonces el valor méiximo de fes f(h) = k.
Ya YA

Maximo

k-
i 1% /\
Minima 5 | -
] h K
i A

fix) = alx = A+ ka > fix) = a{x — hO+ k,a

=T
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flx)=S5(x— 3" +4

. rae - - - F
Ejemplo 2 Valor minimo de una funcion cuadratica m
Considere la funcién cuadritica f(x) = 5x* — 30x + 49, -
a) Exprese f en la forma estindar.
b) Bosqueje la grifica de f.
c) Halle el valor minimo de f.

Solucion
a) Para expresar esta funcion cuadritica en la forma estindar, se completa el
cuadrado.
f(x) = 5x* — 30x + 49

= 5(x* — 6x) + 49 Factorice 5 de los términos en x
: Complete el cuadrado: sume 9 dentro
=5(x"—6x+9)+49-35-9 del paréntesis, reste 5 + 2 fuera

=5x—3)+4 Factorice y simplifique
b) La grifica es una pardbola que tiene su vértice en (3, 4) y abre hacia arriba,
como se bosqueja en la figura 2.

¢) Puesto que el coeficiente de x” es positivo, f tiene un valor minimo. El valor
minimoes f(3) = 4. ]

plo 3 ' Valor maximo de una funcion cuadratica
Considere la funcion cuadritica f(x) = —x* + x + 2.
a) Exprese fen la forma estindar.
b) Bosqueje la grifica de f.
¢} Encuentre el valor miximo de f.

Solucion

a) Para expresar esta funcion cuadritica en la forma estandar, se completa el
cuadrado,

y= b a2
=—(x"—x)+2 Factorice -1 de los términos en x
Complete ¢l cuadrado: sume ;
=—{t—x+5)+2-(-1) dentro del paréntesis, reate
(—1); fuera
- —[:,r = %}2 T %; Factorice y simplifique

b) De la forma estindar se puede observar que la grifica es una paribola que abre
hacia arriba y tiene vértice (3, 7). Como ayuda para trazar la gréfica, se encuen-
tran las intersecciones. La interseccion v es f(0) = 2. Para hallar las intersec-
ciones con x, se establece f(x) = 0 y se factoriza la ecuacion resultante.

—t+x+2=0
—(x*=x=-2)=0
—(x—=2x+1)=0
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Asi, las intersecciones x son x = 2 y x = — 1. La grifica de f se traza en la figura 3.

yi
{5:3)

A

Gréficade f(x) = —x* +x+ 2

c) Fuejatn Euc el coeficiente de x* es negativo, f tiene un valor méximo, que es
1 o ‘- -

13

Expresar una funcién cuadrética en la forma estindar ayuda a bosquejar su gréfi-
ca asi como a hallar su valor mdximo o minimo. Si se estd interesado sélo en hallar
el valor mdximo o minimo, entonces hay una férmula para hacerlo. Esta férmula se
obtiene completando el cuadrado para la funcién cuadrética general como sigue:

fix)=ax*+bx+c

b
=g (.’1:2 + Ex + r Factorice a de los términos #n x
Complete el cuadrado:

b b* b B |
= ﬂ( 224 —x+ R e — e aume = .d::ntrﬂ del paréntesis,
" 4a 4a recte [:.-] fuera

b 2
lﬂ(.r + E—H*) + - :l::_ Factorice

Esta ecuacién estd en la forma estdndar con h = —b/(2a) y k = ¢ — b*/(4a).
Puesto que el valor mdximo o minimo ocurre en x = h, se tiene el resultado si-
guiente.

Valor maximo o minimo de una funcion cuadratica

El valor méximo o minimo de una funcién cuadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢

OCUITE €n
iy
2a
: b
Slnbﬂ*unmmeliﬂmmlnlnm:sf(—ﬂ).

S1 a < 0, entonces el valor méximo es _f(—%).
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_ﬁ

El valor minimo
ocurre en x = =2,

1

-2 - t 4
-6
El valor midximo
ocume en x = 1.
40
I_j [ i i i i e Tﬂ
0
El millaje miximo de
combustible ocurre a 42 km/h.

"Ejemplo 4 Hallar valores maximos y minimos a

de funciones cuadraticas
Hallar el valor mdximo o minimo de cada funcién cuadrdtica.
a) flx) =x! + 4x b) g{x) = -2+ 4x — §
Solucién

a) Esta es una funcién cuadriticacona = 1 y b = 4, Por lo tanto, el valor méxi-
mo O minimo oCurre en

b 4

.I=__=""_=_2

2a 2.1
Puesto que a = (), la funcidn tiene el valor minimo
f(=2) = (-2 + 4(-2) = -4

b) Esta es una funcién cuadritica cona = —2 y b = 4. Asi, el valor mdximo o
minimo ocurre ¢n

b 4
I T
Puesto que a < 0, la funcidn tiene el valor mdximo
f(1) = =201+ 4(1) -5 = -3 5

Muchos problemas del mundo real tienen que ver con hallar un valor méximo o
minimo para una funcién que modela una determinada situacién. En el ejemplo si-
guiente se encuentra el valor méximo de una funcién cuadréitica que modela la canti-
dad de millas recorridas de un automdvil.

'Eiemplo5 Millaje maximo de combustible para un automévil

La mayor parte de los automdviles obtienen su mejor millaje de combustible cuan-
do viajan a velocidad relativamente modesta. El millaje M para cierto automévil
nuevo se modela mediante la funcidn

H{J]——-—ési+33—3l. 15=s=70

donde s es la velocidad en millas'h y M se mide en millas/gal. ;Cudl es el mejor
millaje de combustible para el automdévil y a qué velocidad se obtiene?

Solucion La funcién M es una funcién cuadrdticacona = —% y b = 3. Asi, su
valor mdximo ocurre cuando

El méximo es M(42) = —4;(42) + 3(42) — 31 = 32. Asi que el mejor millaje de
combustible del automévil es 32 millas/gal, cuando estd viajando a 42 millas’h. =

Uso de dispositivos de graficacion para hallar
valores extremos

Los métodos analizados se aplican para hallar valores extremos de funciones cua-
dréticas solamente. Ahora se muestra cdmo localizar valores extremos de cualquier
funcién que se puede graficar con una calculadora o computadora.
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Si hay un rectdngulo de visién tal que el punto (a, f(a)) es el punto mds alto en la
grifica de f dentro del rectdngulo de visién (no en el borde), entonces el nimero f(a)
se llama valor méximo local de f (véase figura 4). Observe que f(a) = f(x) para to-

dos los niimeros x que estdn cerca de a.

Vi
| /
| > /
| Vi ' *~. .-'f
| F | o
: | b 4
Valor méximo | | ' s
local fia) | | e
I ‘ﬂ Valor minimo
: 1) local fib) "
0 a b X

De manera similar, si hay un rectdngulo de visién tal que el punto (b, f(b)) es el
punto minimo en la grifica de f dentro del recténgulo de visién, entonces el nimero
f(b) se llama valor minimo local de f. En este caso, f(b) = f(x) para los mimeros
x que estdn cercanos a b.

mplo 6 Hallar los maximos y minimos locales
de una grafica

Hallar los valores méximos y minimos locales de la funcién f(x) = x* — 8x + 1,
correctos hasta tres decimales.

Solucion La grifica de f se muestra en la figura 5. Al parecer hay un médximo lo-
calentrex = —2yx= -1, yun minimo localentre x = | yx = 2.

Primero se determinardn las coordenadas del punto méximo local. Se hace un
acercamiento para agrandar el drea cercana a este punto, como se muestra en la

el cursor a lo largo de la curva y se observa c6mo cambian las coordenadas v. El
valor maximo local de y es 9.709, y su valor ocurre cuando x es —1.633, correcto
hasta tres decimales.

Se localiza el valor minimo de una manera similar. Al realizar un acercamiento
al rectidngulo de vision mostrado en la figura 7, se encuentra que el valor méiximo

local es aproximadamente —7.709, y este valor ocurre cuando x = 1.633.

Tl =T7.7
F T e . e 1.7
"y /

/ ﬁ\ /

f aaa— -1.7

Figura 6
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EXH Ejercicios

CAPITULD 2 Funciones

Los comandos maximum ¥ minimum en una calculadora TI-82 o TI-83 proveen

otro método para hallar valores extremos de funciones. En el ejemplo siguiente se
usa este método.

Un modelo para el indice de precios de alimentos

Un modelo para el indice de precios de alimentos (el precio de una “canasta” repre-
sentativa de alimentos) entre 1990 y 2000 estd dado por la funcidn

I(t) = —0.01137 + 0.0681¢* + 0.198: + 99.1

donde ¢ se mide en afios desde la mitad de 1990, asi que 0 = r = 10, e I(r) se escala
de modo que /{3) = 100. Estime el tiempo cuando la comida fue mds cara durante
el periodo 1990-2000,

Solucion La grifica de J como una funcién de r se muestra en la figura 8(a). Al
parecer hay un mdximo entre t = 4 y r = 7. Usando el comando max i mum como se
muestra en la figura 8(b), se puede observar que el valor mdximo de I es casi
100.38, y ocurre cuando ¢ = 5.15, que corresponde a agosto de 1995.

102 102
) ) E::.ﬁ.ﬂ?]i Y=100 !l“"l.'
'+ Tl S ST S S S 1 SR DEC i o Tt e R |
96 06
a) b)
Figura B =

1-4 = 5e da la grifica de una funcién cuadréitica.

a) Determine las coordenadas del vértice.
b) Halle el valor médximo o minimo de f.

L f(x)=-x*+6x—5 2 flx)==ix*-2x+6 3 flx)=2x"—4x -1 4 flx)=3+6x—1
E}rl_ ! I .IJL '.. ______ I i Er‘-’n : rf [ : |1 ¥i
i 1, | A *_

TP g

uy

P S
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5-18 ® Se da una funcidn coadritica.

a) Exprese la funcidn cuadritica en la forma estandar.
b) Halle su vértice y sus inlersectos x y y.

c¢) Bosgueje su grifica,

5. flx) =x -6 6. f(x) = x° + 8«

7. flx) = 2x* + 6x 8 flx)=—x*+ lx

9 fix)=x"+4x+3 10. fix) =x*—2x + 2
1. flx) = - +6x+4 12 flx) = —x' — dx + 4
13, f{x) = 20 + 4x + 3 14, f(x) = =327 + 6x — 2
15, f(x) =2x" - 206+ 57 16 flx)=2x"+x -6
17. fix) = =4’ — 16x +3 18, flx}) =6 + 12x = §

19-28 ® Se da una funcién cuadritica.

a) Exprese la funcidn cuadritica en la forma estdndar.
b) Bosgueje su grifica.

¢} Halle su valor maximo o minimo,

19. f(x) = 2x — & 20, fix) =x+4°
2L f(x) =+ 2x— 1 22, fix) =x"—Bx+ 8
23, flx) = —x*—3x+ 13 24, fix)=1—6x— &*

25, g(x) = 32 = 12x + 13
27 hx) =1 —x— &°

26, glx) = 21" + Bx + ||
28. hix) = 3 — 4x — 42

29-38 ® Halle el valor miximo o minimo de la funcidn.

2. fix)=x"+x+1 M flx)=1+ 3x—x
3L f(r) = 100 — 49c — 74 32 f(r) = 10¢5 + 40t + 113
B.fs)=5- 125+ 16 M. g{x) = 100x" — 1500x

-

35 hx) =i +2x-6 36 ;r;_r]=—"?+:x+1

3. flx)=3-—x—3x 3. gix) = 2x{x —4) + 7

39. Encuentre una funcidn cuya grifica es una paribola con vér-
tice (1. —2) y que pasa por el punio (4, 16).

40. Halle una funcién cuya grifica es una pardbola con vértice
(3,4) y que pasa por el punto (1, —8).

4144 ® Halle el dominio y el rango de la funcion.
41, flx) = —x*+ 4x -3 42, flx) =x" - 2x -3
43, flx) = 2x* + 60 — 7 M4, fix)= -+ 6x+4

4546 ® Se da una funcidn cuadritica.

{a) Use un dispositivo de graficacion para hallar el valor méixi-
mo o minimo de la funcidn cuadratica f, comecto a dos lu-
gares decimales.

{(b) Encuentre el valor exacto méximo o minimo de f, y com-
pare con su respuesta al inciso a).

45, f(x) = x* + 1.79x — 321
46, f(x) =1 + x — V2x®

47=50 ® Halle los valores miximo y minimo de la funcidn cuya
grifica se muestra.

47.

49,

A

- 51-58 ® Encuentre los valores locales méximo y minimo de la

funcitn y el valor de x en el que ocurre cada uno. Exprese cada
respuesta correcta a dos decimales.

52 fix) =3 +x+ 2 -2’
54. gl(x) = x* — B + 20x
56. Ulx) =xVx—-x

Pt _ I
= ll‘q:‘t}-.:r‘+.=r+l

51. fix) =x" —«x
83 glx) = x* — 227 = 116
88, Ulx) = xvé6 —x

57, Vix) =

i
X

Aplicaciones

59, Altura de una bola Si se lanza una bola directamente ha-
cia arriba con una velocidad de 40 pies/s, su altura (en pies)
después de 1 segundos estd dada por y = 40r — 16¢%. ;Cuil
es la altura mdxima que alcanza la bola?

6. Trayectoria de la bola 5e lanza una bola en un
campo de juego. Su trayectoria estd dada por la ecuacién
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y = —0.005x" + x + 5, donde x es la distancia que la bola
ha viajado horizontalmente, y v es la altura sobre el nivel del
suelo, ambas medidas en pies.

a) ;Cudl es la altura méxima que alcanza la bola?

b) ;Qué tan lejos ha viajado horizontalmente la bola
cuando choca con el suelo?

— L
o -
oy,
L'\'-
= o

i -

L
a'\.

ingreso Un fabricante encuentra que el ingreso generado
por vender x unidades de cierto anticulo estd dado por la
funcin R(x) = 80x — 0.4x%, donde el ingreso R{x)

se mide en dolares. ;Cudl es el ingreso méximo y cudntas
unidades se tienen que fabricar para obtener ese maximo?

Ventas Un vendedor de bebidas carbonatadas en una po-
pular playa analiza sus registros de ventas, y encuentra que
si vende x latas de bebida en un dia, su ganancia (en
délares) estd dada por

P(x) = —0.001x% + 3x — 1800

(Cudl es su ganancia mixima por dia, y cudntas latas debe
vender para que la ganancia sea mdxima?

Publicidad La efectividad de un comercial de television
depende de cudntas veces lo vea un televidente. Después de
algunos expenimentos una agencia de publicidad encuentra
que si la efectividad E se mide en una escala de 0 a 10,
entonces,

E(n) = in = wn’

donde n es el nimero de veces que un televidente ve un de-
terminado comercial. Para que un comercial tenga efectivi-
dad méxima, ;cudntas veces lo debe ver un televidente?

Productos farmacéuticos Cuando cierto fiirmaco se
ioma oralmente, su concentracion en el torrente sanguineo
del paciente después de r minutos estd dada por

C(1) = 0.06¢ — 0,0002¢*, donde 0 = 1 = 240 y la con-
centracién se mide en mg/L. ;Cudndo se alcanza la concen-
tracién médxima, y cuil es esa concentracidn mixima?

Agricultura El niimero de manzanas que produce cada
drbol en una huerta depende de la densidad de drboles plan-
tados. Si se plantan n drboles en un acre de tierra, entonces
cada drbol produce 900 — 91 manzanas. Asi que el nimero
de manzanas producidas por acre es

Aln) = n{900 — 9n)

i Cudntos drboles se deben plantar por acre a fin de obtener
la produccion mdxima de manzanas?

. Peces migratorios Un pez nada a una velocidad v rela-

tiva al agua, contra una corriente de 5 millas/h. Con un mod-
elo matemdtico de gasto de energia, se puede mostrar que la
energia total E requerida para nadar una distancia de 10 mil-
las estd dada por

10

g3
Los bidlogos creen que los peces migratorios tratan de
reducir al minimo la energia total requerida para nadar una
distancia fija. Encuentre el valor de v que minimiza la
energla requerida,

NOTA: este resultado ha sido comprobado; los peces migra-
torios nadan contra la corriente a una velocidad 50% mayor que
la velocidad de la corriente.

E(v) = 2.730°

I 67. Ingenieria de carreteras Un ingeniero desea calcular

el niimero miximo de automdéviles que pueden viajar de
manera segura en una determinada carretera a una velocidad
especificada. Se supone que cada automdvil mide 17 pies de
longitud, viaja a una velocidad s y sigue al automdévil frente
a €] a la “distancia segura” para esa velocidad. Encuentra
que el nimero N de automdviles que pueden pasar en deter-
minado punto por minuto se¢ modela mediante la funcidn

B8y

Fi
¥
17+ 17| —
()
iA qué velocidad puede el mayor nimero de automdviles
viajar con seguridad por la carretera?
Volumen de agua Entre 0°C y 30°C, el volumen V (en

centimetros cibicos) de | kg de agua a una temperatura T
estd dado por la férmula

V = 99987 — 0.06426T + 0.0085043T — 0.0000679T°

Encuentre la temperatura a la cual el volumen de 1 kg de
agua es un minimo,

N(s) =
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ﬁ 69. Tos Cuando un objeto extrafio alojado en la triquea fuerza 71. Minimizar una distancia Cuando se busca un valor mi-
4 una persona a toser, el diafragma empuja hacia armba cau- nimo o mdximo de una funcidn, algunas veces se considera
sando un incremento de presion en los pulmones. Al mismo mds ficil rabajar con una funcién mds simple.
tiempo la triquea se contrae, y provoca que el aire ¢1p~:li.du a) Suponga que g{x) = VF(x), donde f(x) = 0 para toda
se mueva mis rdpido ¢ incremente la presién sobre el objeto x. Expligue por qué Jos minimos y médximos locales de
extrafio. De acuerdo con el modelo matematico de toser, la f v g ocurren en los mismos valores de x.
”"-’Iucd]dadmig la m de ml::?m la “ﬁqluﬂd?ﬂ "i fﬂ' b) Seag(x) la distancia entre el punto (3,0) y el punto
s0na de op 5€ I 10ma ©0n €1 radio F Fi | 3 1 “hre la ca de la pardbola =Iz.EIF'!i!E
triquea (en centimetros) mediante la funcion (xx’) it 2

g como una funcidn de x.
o) =321 -r)y?, 31sr=s| ¢) Encuentre el valor minimo de la funcién g que encontrd
en el inciso b). Use el principio descrito en el inciso a)

Determine el valor de r para el cual v es un méximo. SRR :
para simplificar su trabajo.

71. Méaximo de un polinomio de cuarto grado Encuentre el

Descubrimiento « Debate il i e T A

70. Maximos y minimos En el ejemplo 5 se analizé una flx) =3 + 4x? — x*
situacion del mundo real en la que el valor mdximo de una
funcidn es importante. Mencione otras situaciones cotidia- [Sugerencia: sea t = x*.]

nas en las que un valor miximo o minimo es importante.

Muchos de los procesos estudiados en las ciencias fisicas y sociales requieren en-
tender como varia una cantidad respecto a otra. Hallar una funcién que describe la de-
pendencia de una cantidad en otra se llama modelado. Por ejemplo, un bidlogo ob-
serva que el mimero de bacterias en cierto cultivo se incrementa con el tiempo. El
intenta modelar este fendmeno mediante la determinacién de la funcidn precisa (o
regla) que relaciona la poblacion de bacterias con el iempo transcurmido.

En esta seccidn se aprenderi como hallar modelos que se pueden construir con
propiedades geométricas o algebraicas del objeto bajo estudio. (La determinacién
de modelos a partir de datos se estudia en la parte Enfoque en el modelado al final de
este capitulo.) Una vez que se encuentra el modelo, se emplea para analizar y prede-
cir propiedades del objeto o proceso bajo estudio.

Modelado con funciones

Empezaremos con una situacidn simple de la vida real que ilustra el proceso de mo-
delado.

Eiemplo1 Modelado del volumen de una caja

Una compafifa productora de cereal fabrica cajas para empacar su producto. Por ra-
zones estéticas, la caja debe tener las siguientes proporciones: su amplitud es tres
veces su profundidad y su altura es cinco veces su profundidad.

a) Halle una funcién que modele el volumen de la caja en términos de su pro-
fundidad.

b) Encuentre el volumen de la caja si su profundidad es 1.5 pulgadas.
¢) ¢Para qué profundidad el volumen es 90 pulg’?
d) ;Para qué profundidad el volumen es mayor que 60 pulg’?
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= Razonamiento acerca del problema

Experimentemos con el problema. Si la profundidad es 1 pulg, entonces la
amplitud es 3 pulg y la altura es 5 pulg. Asi que en este caso, el volumen es
V=1x3x5=15pulg’. En latabla se dan otros valores. Observe que to-
das las cajas tienen la misma forma, y mientras mayor es la profundidad
mayor es el volumen.

Profundidad Volumen

1 1X3X5=15
2 2X6X10=120
3 I X9 X 15=405
4 4 X 12 % 20 =960
Solucién
a) Para hallar la funcién que modela el volumen de la caja, se usan los siguientes
pasos.

» Exprese ¢l modelo en palabras
Se sabe que el volumen de una caja rectangular es

volumen = profundidad X ancho * altura
= Elija la variable

Hay tres cantidades variables: ancho, profundidad y altura. Puesto que la funcién
que se desea depende de la profundidad, sea

x = profundidad de la caja

Entonces se expresan las otras dimensiones de la caja en términos de x.

En palabras En dlgebra
Profundidad X
Ancho 3x
Altura Sx

= Establezca el modelo

El modelo es la funcién V que da el volumen de la caja en términos de la profun-
/—' didad x.
volumen = profundidad * ancho X altura
/ Vix) = x+3x-5x
— 3 x) = 152

El volumen de la caja se modela mediante la funcién V{x) = 15x". La funcién V
Figura 1 se grafica en la figura 1.




SECCION 2.6 Modelado con funciones 205

# Use el modelo

Se usa el modelo para contestar las preguntas de los incisos b), ¢) y d).
b) Si la profundidad es 1.5 pulg, el volumen es V{1.5) = 15(1.5)* = 50.625 pulg’.
¢) Se necesita resolver la ecuacién V(x) = 90 o bien

15x* = 90
xt=
x = V6 = 1.82 pulg.

El volumen es 90 pulg’ cuando su profundidad es cerca de 1.82 pulg. (Esta ecua-
cidn se puede resolver también de manera grifica, como se muestra en la figura 2.)

d) Se requiere resolver la desigualdad V(x) > 60, o bien,
15 > 60
xX'>4
x> V4=~ 159

El volumen serd mayor que 60 pulg’ si la profundidad es mayor que 1.59 pulg.
(Esta desigualdad se puede resolver también de manera grifica, como se ilustra en
la figura 3.) u

Los pasos del ejemplo 1 son representativos de coémo modelar con funciones. Se
resumen en el cuadro siguiente.

Normas para modelar con funciones

1. Exprese el modelo en palabras. Identifique la cantidad que quiere
modelar y exprésela, en palabras, como una funcién de otras cantidades en el

problema.

2. Elija la variable. Identifique las variables empleadas para expresar la fun-
cidn en el paso 1. Asigne un simbolo, como x, a una variable y exprese las
otras variables en términos de este simbolo.

3. Establezca el modelo. Exprese la funcién en el lenguaje del dlgebra al
escribirla como una funcién de la dnica variable elegida en el paso 2.

4. Use el modelo. Emplee la funcién para contestar las preguntas
planteadas en el problema, (Para hallar un méximo o un minimo, use los
métodos algebraico o grifico descritos en la seccién 2.5.)

Ejemplo 2 Cercado de un jardin a

Un jardinero tiene 140 pies de cerca para un jardin de legumbres rectangular.
a) Encuentre una funcién de modele el drea del jardin que puede cercar.
b) ;Para qué intervalo de amplitudes el drea es mayor o igual que 825 pies®?
¢) ;Puede cercar un jardin con drea de 1250 pies®?
d) Encuentre las dimensiones del drea mds grande que puede cercar.
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Figura 4

= Razonamiento acerca del problema

Si el jardinero cerca una parcela de 10 pies de ancho, entonces la longitud debe
ser de 60 pies, porque 10 + 10 + 60 + 60 = 140, Por lo tanto, el drea es

A = ancho X largo = 10- 60 = 600 pies®

En la tabla se muestran varias elecciones para cercar el jardin. Se puede obser-
var que cuando se incrementa la amplitud, se incrementa el drea cercada, luego
disminuye.

Ancho Largo Area i
10 60 600
20 50 1000 ancho
30 40 1200 ,
40 30 1200 |
50 20 1000 o=
|
L 10 600 .
Solucion

a) El modelo que se desea es una funcidn que proporciona el drea que se puede cercar.

= Exprese el modelo en palabras
Se sabe que el drea de un jardin rectangular es

drea = ancho X largo

= Elija la variable

Hay dos cantidades variables, ancho y largo. Puesto que la funcion que se desea de-
pende sélo de una variable, sea

x = ancho del jardin

Luego, se expresa la longitud en términos de x. El perimetro se fija en 140 pies,
asi que la longitud se determina una vez que se elige la amplitud. Si se permite
que [ sea la longitud, como en la figura 4, entonces 2x + 2/ = 140, de modo que
[ = 70 — x. S5e resumen estos hechos.

En palabras En dlgebra

Ancho X
Largo M -x
= Establezca el modelo

El modelo es la funcién A que proporciona el drea del jardin para cualquier ancho x.
frea = ancho X largo
A(x) = x{(70 — x)
Alx) = T0x — x*
El 4rea que se puede cercar se modela mediante la funcién A(x) = 70x — x%
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= Use el modelo
Se usa el modelo para contestar las preguntas de los incisos b) a d).
b) Se requiere resolver la desigualdad A(x) = 825. Para resolver de forma grifi-
Los valores miximos de funciones ca, se traza y = 70x = x? y ¥y = 825 en el mismo rectingulo de vision (véase
cuadriticas se estudian en la pdgina 195, figura 5). Se puede observar que 15 = x = 55.
c) De la figura 6 se puede observar que la grifica de A(x) siempre yace debajo de
la recta y = 1250, de modo que nunca se obtiene un drea de 1250 pies®.

d) Se necesita hallar el valor méximo de la funcién A(x) = 70x — x°. Puesto que

ésta es una funcién cuadrética cona = —1 y b = 70, el miximo ocurre en
b 70
x=—— = ——— =15
20 A-1)

En consecuencia, el drea méxima que se puede cercar tiene una amplitud de 35 pies
y una longitud de 70 — 35 = 35 pies.

1500 1500
n r ___y=1250
/Ty =825\
y=70x — [ [y =T0x -
=5 a— =5 —————+—%— 7§
Figura 5 100 Figurag 100 M
Ejemplo3 Maximizacion del ingreso por ventas ﬁ
de boletos

Un equipo de hockey juega en una arena con una capacidad de 15 000 espectadores
sentados. Con el precio del boleto establecido en $14, la asistencia promedio a jue-
gos recientes ha sido 9500. Una encuesta de mercado indica que por cada délar que
baje el precio del boleto, la asistencia promedio se incrementa en 1000.

a) Encuentre una funcién que modele el ingreso en términos del precio del boleto.

b) ;Qué precio de boleto es tan alto que nadie asiste y, por lo tanto, no se genera

ningin ingreso?
c) Encuentre el precio que maximiza el ingreso por la venta de boletos.

® Razonamiento acerca del problema

Con un precio de boleto de $14, el ingreso es 9500 X $14 = $133 000. Si baja
el precio del boleto a $13, la asistencia se incrementa a 9500 + 1000 = 10 500,
asi que el ingreso se convierte en 10 500 X $13 = $136 500. En la tabla se
muestra el ingreso para varios precios de boleto. Note que si baja el precio del
boleto, se incrementa el ingreso, pero si baja mucho, disminuye el ingreso.

Precio Asistencia Ingreso
$15 8 500 $127 500
$14 9 500 $133 500
$13 10 500 $136 500
$12 11 500 $138 500
$11 12 500 $137 500
$10 13 500 $135 500

$9 14 500 $130 500
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150 000

=50 D00

Figura 7

Los valores midximos de funciones
cuadriticas se describen en la
pagina 193.

Solucion

a) El modelo que se quiere es una funcién que proporciona el ingreso para
cualquier precio del boleto.

® Exprese el modelo en palabras
Se sabe que
ingreso = precio del boleto > asistencia

" Elija la variable

Hay dos cantidades variables: precio del boleto y asistencia. Puesto que la funcién
que se desea depende del precio, sea

x = precio del boleto

A continuacidn, se debe expresar la asistencia en términos de x.

En palabras En élgabra

Precio del boleto X

Cantidad que disminuye el precio del boleto 14 — x

Incremento de la asistencia 1000014 - x)

Asistencia 9500 + 1000(14 — x) = 23 500 — 1000x

" Establezca el modelo

El modelo es la funcién R que proporciona el ingreso para un determinado precio de
boleto x.

precio del boleto X  asistencia

R(x) = x(23 500 — 1000x)
R(x) = 23 500x — 1000x*
* Use el modelo

Se emplea el modelo para contestar las preguntas de los incisos b) y c).

b) Se desea hallar el precio x del boleto para el cual R(x) = 23 000x — 1000x* = 0,
Esta ecuacién cuadritica se puede resolver de forma algebraica o gréifica. De la
grifica de la figura 7 se ve que R(x) = 0 cuando x = 0 o x = 23.5. Por lo tanto,
de acuerdo con el modelo, el ingreso bajarfa a cero si el precio del boleto es de
$23.50 o mds alto. (Por supuesto, jel ingreso también es cero si el precio del bo-
leto es cero!)

¢) Puesto que R(x) = 23 500x — 1000x" es una funcién cuadrética con
a= —1000y b = 23 500, el miximo ocurre en

b 23 500
== e = 175
YT T2a T T 2(=1000)

Asi, el precio de $11.75 para el boleto produce el ingreso maximo. A este pre-
cio el ingreso es

R(11.75) = 23 500(11.75) — 1000(11.75)® = $138 062.50 B
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"Ejemplo 4 Reducir al minimo el metal de una lata

Un fabricante elabora una lata de metal que contiene 1 L (litro) de aceite. ;Qué ra-
dio reduce al minimo la cantidad de metal en la lata?

m.ﬁ h

Figura B

P

® Razonamiento acerca del problema

Para usar la minima cantidad de metal, se debe reducir al minimo el drea de su-
perficie de la lata, es decir, el drea de la parte de arriba, el fondo y los lados. El
drea de la parte superior y el fondo es 27r” y el drea de los lados es 27rh (véase
figura &), de modo que el drea de superficie de la lata es

S =2mr’+ 27rh

El radio v la altura de la lata se deben elegir de modo que el volumen sea
exactamente 1 L o 1000 cm’. Si se desea un radio pequefio, por ejemplo r = 3,
entonces la altura debe ser la suficiente para hacer que el volumen total
sean 1000 em’. En otras palabras, se debe tener

‘.IT{E}EH = 1000 El volumen de la lata s wreh
1000
h=——m==354cm Despeje h
97

Ahora que se conoce el radio y la altura, se puede hallar el drea de superficie de
la lata:

drea de superficie = 2m(3)* + 27(3)(35.4) =~ 729.1 cm’

Si se desea un radio diferente, se puede hallar la altura correspondiente y el drea
superficial de un modo similar.

Solucién El modelo que se desea es una funcién que da el drea de superficie de
la lata.

® Exprese el modelo en palabras
Se sabe que para una lata cilindrica
drea superficial = drea de la parte superior y el fondo + drea de los lados

* Elijala variable

Hay dos cantidades variables: radio y altura. Puesto que la funcidn que se desea de-
pende del radio, sea

r = radio de la lata

A continuacion, se debe expresar la altura en términos del radio r. Puesto que el
volumen de una lata cilindrica es V = wr’h y el volumen debe ser 1000 cm’, se
tiene

arh = 1000 El volumen de |a lata es 1000 cm”

1000
h= = Despeje h
wr
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Ahora se pueden expresar las dreas de la parte superior, el fondo y los lados en tér-
minos de r solamente.

En palabras En élgebra
Radio de la lata r
Altura de la lata ““,]
o
Area de la parte superior y el fondo ~ 2ar?
Area de los lados (2mrh) :m( ]:f )

" Establezca el modelo

El modelo es la funcidn § que proporciona el drea de superficie de la lata como una

funcidn del radio r.
1000 drea de superficie = drea de la parte superior y el fondo + drea de los lados
\ £ 1000
\ / S(r) = 2ar’ + E'n*r( : )
o mre
2000
S(r) = 2mr* + ="
0 15
= Use ¢l modelo
Figura 9 Se emplea el modelo para hallar el drea de superficie minima de la lata. Se grafica S
§ = 2mr? + 2000 en la figura 9 y se amplia en el punto nl'linim-::- para hallar que el valor minimo de §
F es casi 554 cm’ y ocurre cuando el radio es cercano a 5.4 cm., =
1-18 ® En estos ejercicios se pide hallar una funcidn que mo- 6. Perimetro Un rectingulo tiene un drea de 16 m”. Encuen-
dela una situacion de la vida real. Use las normas para modelado tre una funcién que modele su perimetro P en términos de la
descritas en el texto como ayuda. longitud x de uno de sus lados,

1. Area La longitud de un lote de edificacidn rectangular es 7. Area Determine una funcién que modele el drea A de un
tres veces su ancho. Encuentre una funcién que modela su tridngulo equildtero en términos de la longitud x de uno de
drea en términos de su ancho w. sus lados.

2. Area Uncartel es 10 pulgadas mds largo gue su ancho. 8. Area Encuentre una funcién que modele el drea superfi-
Encuentre una funcion gue modele su drea A en términos de cial de § de un cubo en términos de su volumen V.
su ancho w. 9. Radio Encuentre una funcidn que modele el radio r de un

3. Volumen Una caja rectangular tiene una base cuadrada. Su circulo en términos de su drea A,
altura es la mitad del ancho de la base. Encuentre una fun- 10. Area Halle una funcién que modele el drea A de un
cidn que modele su volumen V en términos de su ancho w. circulo en términos de su circunferencia C.

4. Volumen La altura de un cilindro es cuatro veces su I1. Area Una caja rectangular con un volumen de 60 pies’
radio. Encuentre una funcién que modele el volumen V del tiene una base cuadrada. Encuentre una funcién que modele
cilindro en términos de su radio r. su drea superficial S en términos de la longitud x de un lado

de su base.

5. Area Un rectdngulo tiene un perimetro de 20 pies.
Encuentre una funcién que modele el drea A en términos de 12, Longitud Una mujer de 5 pies de estatura esti parada
la longitud x de uno de sus lados. cerca de una limpara del alumbrado pidblico que tiene



12 pies de altura, como se muestra en la figura. Encuentre
una funcién que modele la longitud L de su sombra en tér-
minos de su distancia o desde la base de la limpara.

13. Distancia Dos barcos salen de puerto al mismo tiempo.
Uno navega hacia el sur a 15 millas/h y el otro navega hacia
el este a 20 millas/h. Encuentre la funcidon que modela la
distancia [J entre los barcos en términos del tiempo 1 (en

horas) transcurrido desde su partida.
__..-""
D

14. Producto La suma de dos mimeros positivos es 60. En-
cuentre una funcidn que modele su producto P en términos
de x, uno de los niimeros.

15. Area Un tridngulo isdsceles tiene un perimetro de & cm.
Encuentre una funcién que modele su drea A en términos de
la longitud de su base b.

16. Perimetro Un tridngulo rectdngulo tiene un cateto dos
veces mis grande que el otro. Encuentre una funcidn gue
modele su perimetro P en términos de la longitud x del
cateto mds corto,

17. Area Un rectingulo estd inscrito en un semicirculo de radio
10, como se muestra en la figura. Encuentre una funcién que
modele el drea A del rectingulo en términos de su altura h.

e

[ h A h

L il e |
——
18. Altura El volumen de un cono es 100 pulg®. Encuentre

una funcién que modele la altura h del cono en términos de
su radio r.
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19-36 ® En estos problemas se pide hallar una funcin que
modele una situacidn de la vida real, y después usar el modelo
para contestar preguntas acerca de la situacidn. Use las normas
de la pigina 205 como ayuda.

19, Maximizacion de un producto Considere el siguienie

problema: Encuentre dos nimeros cuya suma es 19 y

cuyo producto es tan grande como sea posible.

a) Experimente con el problema construyendo una tabla
parecida a la siguiente, que muestre el producto de pares
diferentes de nimeros que suman hasta 19. Con base en
la evidencia de su tabla, estime la respuesta al problema.

Primer numero |Segundo nimero| Producto

I 18 18
2 17 34
3 16 48

b) Encuentre una funcién que modele el producto en
términos de uno de los dos nimeros.

¢) Use su modelo para resolver el problema, y compare
con su respuesta al inciso a).

20, Minimizar una suma Encuentre dos nimeros positivos
cuya suma sea 100 y la suma de cuyos cuadrados sea un
minimo,

21. Maximizacion de un producto Halle dos nimeros cuya
suma sea —24 y cuyo producto sea un maximo.

22. Maximizacion del area Entre los rectdngulos que tienen
un perimetro de 20 pies, encuentre las dimensiones del que
tiene el drea mds grande.

23. Cercado de un campo Considere el siguiente problema:
un agricultor tiene 2400 pies de cerca y desea cercar un cam-
po rectangular que bordea un rio recto. No necesita cercar a
lo largo del rio (véase la figura). ;Cuiles son las dimensio-
nes del campo con el drea mis grande que puede cercar?
a) Experimente con el problema dibujando varios diagra-
mas que ilustran la situacidn. Calcule ¢l drea de cada
configuracion, y use sus resultados para calcular las di-
mensiones del campo més grande posible.

b) Encuentre una funcién que modele el drea del campo en
términos de uno de sus lados.

¢} Use su modelo para resolver el problema, y compare

con su respuesia al inciso a).
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24. Division de un corral Un ranchero con 750 pies de cerca

quiere encerrar un drea rectangular y dividirla después en

cuatro corrales con cerca paralela a un lado del rectangulo

(véase la figura).

a) Encuentre una funcidn que modele el drea total de los
cuatro corrales.

b) Determine el drea total més grande posible de los cuatro

- 25, Cercado de una parcela de jardin  Fl duefio de una casa

quiere cercar una parcela de jardin adyacente a una carretera,

como se muestra en la figura. La cerca junto a la carretera

debe ser mis robusta y cuesta $5 por pie, pero la otra

cerca cuesto s6lo $3 por pie. El jardin tendrd un drea de

1200 pies cuadrados.

a) Encuentre una funcion que modele el costo de cercar el
jardin.

b) Determine las dimensiones de jardin que reducen al
mimmo el costo de cercar.

c) Siel duefio tiene a lo sumo $600 para gastar en la cerca,
encuentre el intervalo de longitudes que puede cercar a
lo largo de la carretera.

26. Area maxima Un alambre de 10 cm de largo se corta en

dos trozos, uno de longitud x y el otro de longitud 10 — x,

como se muestra en la figura. Cada trozo se dobla en la

forma de un cuadro.

a) Encuentre una funcién que modele el drea total ence-
rrada por los dos cuadrados.

b) Halle el valor de x que reduce al minimo el drea total de
los dos cuadrados.

- 10— x -

27. Ingreso de un estadio  Un equipo de beisbol juega en

un estadio que aloja 55 000 espectadores, Con el precio del

boleto a $10, la asistencia promedio en juegos recientes ha

sido 27 000. Un estudio de mercado indica que por cada

dolar que se reduce al precio del boleto, la asistencia se

incrementa en 3000.

a) Encuentre una funcion que modele el ingreso en térmi-
nos del precio del boleto.

b) ;Qué precio de boleto es tan alto que no se genera
ningln ingreso?

¢) Encuentre el precio que maximiza el ingreso por la
venta de boletos.

28. Maximizar la ganancia Una sociedad dedicada a obser-

var aves elabora y vende alimentadores simples para pdjaros

con el fin de reunir fondos para sus actividades de conser-

vacidn. El costo del material para cada alimentador es $6,

y venden un promedio de 20 por semana a un precio de $10

cada uno. Han estado considerando subir el precio, asi que

llevan a cabo un estudio y encuentran que por cada incre-

mento de un dolar pierden dos ventas por semana.

a) Encuentre una funcion que modele la ganancia semanal
en érminos del precio por alimentador,

b) ;Qué precio debe cobrar la sociedad por cada alimenta-
dor con el fin de maximizar las ganancias? [ Cuil es la
ganancia maxima?

. Luz de una ventana Una ventana Normanda tiene la

forma de un rectingulo rematado con un semicirculo, como

se ilustra en la figura. Se construird una ventana Normanda

con perimetro de 30 pies.

a) Encuentre una funcion que modele el drea de Ia
ventana.

b) Determine las dimensiones de la ventana que admite la
mayor cantidad de luz.

—x—]

30. Volumen de una caja Se construiri una caja con una

abertura en la parte superior a partir de una pieza rectangu-

lar de cartdn con dimensiones de 12 por 20 pulg

cortando cuadros iguales de lado x en cada esquina v luego

doblando los lados hacia arriba (véase la figura).

a) Encuentre una funcion que modele el volumen de la
caja.



b) Halle los valores de x para los que el volumen es mayor
que 200 pulg’,

¢) Encuentre el volumen mds grande que puede tener la
caja.

i [ 20 pulg. -
'
e

4 31. Area de una caja  Se tiene previsto que una caja abierta
con una base cuadrada tenga un volumen de |2 pies’,
a) Halle el volumen que modela el drea de superficie de
la caja.
b) Encuentre las dimensiones que reducen al minimo la
cantidad de material empleado.

A 32. Rectangulo inscrito  Encuentre las dimensiones que da
el drea mds grande del rectéingulo mostrado en la figura. Su
base estd sobre el eje x v sus otros dos vértices estdn arriba

del eje x, sobre la pardbola y = 8 — x°,

b 4

- 33, Minimizacion de costos Un ranchero quiere construir
un corral rectangular con un drea de 100 m’.
a) Encuentre una funcidn que modele la longitud de la
cerca requerida.
b) Determine las dimensiones del corral que requieren la
cantidad minima de cerca.

- M. Reduccion del tiempo  Un hombre se encuentra parado
en un punto A en la orilla de un rio recto de dos millas de
ancho. Para llegar al punto B, 7 millas cormiente abajo en la
orilla opuesta, rema primero en su bote hasta el punto P en
la orilla opuesta y luego camina la distancia restante x hasta
B, como se muestra en la figura. El puede remar a una
velocidad de 2 millas/h y caminar a una velocidad de
5 millas/h.

a) Encuentre una funcién que permita modelar el tiempo
necesario para el recorrido,
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b) ;Ddnde debe desembarcar de modo que llegue a B lo
més pronto posible?

35. Vuelo de un ave Se libera a un pdjaro en el punto A de

una isla, 5 millas desde el punto B mds proximo en una

ribera recta. El pdjaro vuela hasta un punto C sobre la ribera

¥ luego vuela a lo largo de la ribera hasta su drea de ani-

damiento [ (véase la figura). Suponga que el drea requiere

10 kcal/milla de energia para volar sobre tierra y

14 keal/milla para volar sobre ¢l agua (véase el ejemplo

9 de la seccidn 1.6).

a) Encuentre una funcién que modele el gasto de energia
del péjaro.

b) Si por instinto el pdjaro elige una trayectoria que mini-
miza su gasto de energia, ; hasta qué punto vuela?

. Area de una cometa Se construird el marco de una

cometa a partir de seis piezas de madera. Las cuatro piezas
que forman su borde se cortaron a las longitudes indicadas
en la figura. Sea x como se muestra en la figura.

a) Muestre que el drea de la cometa estd dada por la funcidn

Alx) = x(V25 -2+ V144 - 1Y)
b) ;Cudl debe ser la longitud de las piezas cruzadas a fin
de maximizar el drea de la cometa?
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La suma de f vy g se define mediante

(f + g)(x) = fix) + glx)

El nombre de la nueva funcion es
“f + g." Por lo tanto, este signo +
representa la operacion de adicion de

funciones. El signo + del lado derecho,

sin embargo, representa la suma de los
ntimeros f{x) y g{x).

Combinacion de funciones

En esta seccion se estudian diferentes formas de combinar funciones para construir
NUEVAS,

Sumas, diferencias, productos y cocientes

Dos funciones fy g se pueden combinar para formar nuevas funciones f + g, f — g,
fa y flg de una manera similar a la forma en que se suma, resta, multiplica y divide
nimeros reales. Por ejemplo, se define la funcién f + g por

(f + g)x) = flx) + glx)

La nueva funcidn f + g se llama suma de las funciones f y g; su valor en x es
flx) + g(x). Por supuesto, la suma del lado derecho tiene sentido sélo si f(x) y g(x)
estdn definidas, es decir, si x pertenece al dominio de f y también al dominio de g.
Asi, si el dominio de f es A y el dominio de g es B, entonces el dominio de f + g es
la interseccién de estos dominios, es decir, A M B. De manera similar, se puede de-
finir 1a diferencia f — g, el producto fg, y el cociente f/y de las funciones f y g.
Sus dominios son A M B, pero en el caso del cociente se debe recordar no dividir
entre cero.

Algebra de funciones

Sean f vy ¢ funciones con dominios A v B. Entonces las funciones f + g,
f— g, fg v flg se definen como sigue.

(f + g)x) = f(x) + g(x) Dominio A M B
(f = g)x) = f(x) = g(x) Dominio A N B
(fg)(x) = f(x)g(x) Dominio A N B
( )H—'fgf; Dominio {x € A N B| g(x) # 0}

Ejemplo 1 Combinaciones de funciones y sus dominios

Sean f(x) = —— y g(x) =

a) Encuentre las funciones f + g, f — g, fg v f/g v sus dominios.
b) Encuentre (f + g)(4), (f — g)(4). (fa)(4) y (f/g)(4).

Solucion

a) El dominio de f es {x | x # 2} y el dominio de g es {x | x = 0}. La interseccién
de los dominios de fy g es

{x|lx=0 y x# 2} =[0,2) U (2,00)



Para dividir fracciones, invierta el
denominador y multiplique:

x—-2)

1/(x = 2)

v
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Asi, se tiene
(F+0)e) = f6) + ga) = —5 + V& Dominio(x[x=0 y x#2]

|
(f — g)(x) = flx) — g(x) = == Vix Dominie {x|x = 0 y x # 2}

() = Fala) = 25

AV O g e
(g)r:x}_g(x] = (,1'— E}V’E Dominio {x|x >0 y x# 2}

Dominio {x|x =0 y x# 2}

Hay que observar que en el dominio de f/g se excluye 0 porque g(0) = 0.
b) Cada uno de estos valores existe porque x = 4 estd en el dominio de cada funcién.

! s
(f + g)(4) = f(4) + g(4) et «._.«’I:E
1 3
U-g}[4}=f{4]—g{4}=m_ i=-3
(fa)(4) = f(4)g(4) = (ﬁ) A
. f@ 11
(E)H} T g4) (4-2)va 4 »

La grifica de la funcién f + g se puede obtener de las grificas de f y g mediante
adicion grafica. Esto significa que se suman las coordenadas y correspondientes,

como se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo2 Uso de la adicién grafica

Las grificas de f y g se muestran en la figura 1. Use la suma grifica para trazar la
funcidn f + g.

Solucién Se obtiene la grifica de f + g al “sumar griaficamente” el valor de
f(x) a g(x) como se muestra en la figura 2. Esto se pone en prictica al copiar el
segmento de recta P{) en la parte superior PR para obtener el punto § sobre la

+ pgrificade f+ g.

Figura 1

X
¥ y=(f+ gllx)
|}
Figura 2 P B
Suma grifica [
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Composicion de funciones

Ahora, considérese una forma muy importante de combinar dos funciones para ob-
tener una nueva funcién. Suponga que f(x) = Vxyg(x) = x* + 1. Se puede definir
una funcién h como

hx) = flg(x)) = F( + 1) = Va2 + |

La funcidn h estd compuesta de las funciones f y g de una manera interesante: dado
un nimero x, se aplica primero a la funcion g, luego se aplica f al resultado. En este
caso, f es la regla “sacar la rafz cuadrada”, g es la regla “elevar al cuadrado” después
sumar 1", y h es la regla “elevar al cuadrado, a continuacién sumar 1, luego sacar la
raiz cuadrada”. En otras palabras, se obtiene la regla h al aplicar la regla g y luego
la regla f. En la figura 3 se muestra un diagrama de mdquina para h.

. ﬂ‘ s+1—P S gV +

Figura 3
La méquina h estd compuesta de la mdquina g (primero) y después la méquina f.

En general, dadas dos funciones cualesquiera f y g, comience con un nimero x
en el dominio de g y encuentre su imagen g(x). Si este nlimero g(x) estd en el domi-
nio de f, se puede calcular entonces el valor de f(g(x)). El resultado es una nueva
funcién h{x) = f(g(x)) obtenida al sustituir g en f. Se llama la compaosicidn (0 com-
puesta) de fy g y se denota mediante f ¢ g (*f compuesta con g").

Composicion de funciones

Dadas dos funciones f v g, la funcién compuesta f ¢ g (denominada también
la composicion de f y g) estd definida por

(feg)(x) = flglx))

El dominio de f = g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tal que g(x)
estd en el dominio de f. En otras palabras (f = g)(x) se define siempre que g(x) y
flg(x)) estén definidas. Se puede ilustrar f = g por medio de un diagrama de flecha
(figura 4).

Figura 4
Diagrama de flechas para fe g



En el ejemplo 3, fes la regla “elevar
al cuadrado™ y g es la regla “restar 3",
La funcidn feg primeroresta 3 y
después eleva al cuadrado; la funcidn
g » f primero eleva al cuadrado vy luego
resta 1.

SECCION 2.7

Sea f(x) = x* y glx) =x— 3.

Composicion de funciones

smplo 3 Determine la composicion de funciones

a) Encuentre las funciones f= g y g ° f y sus dominios.

b) Halle (fog)(5)y(g = f)T).

Solucion
a) Se tiene
(f 2 g)(x) = flg(x)
= =3
= (x — 3}z
¥ (g = f)x) = g(f(x))
= g(x’)
=y1—13
Los dominios de feg v g fson R.
b} Se tiene

(f=g)(5) = flg(5)) = f(2)
(g = FI7) = g(f(7)) = g(49)

Definicion de f = g
Definicion de g
Definicion de f
Definicion de g o f
Definicidn de f

Definicidn de g

=92 _ 4
=49 -3 =46

217

Del ejemplo 3 se puede ver que, en general, f =g # ¢ © f. Recuerde que la nota-
cidn f = g significa que la funcién g se aplica primero y después f.

'i|| ' =l | i F:! . '-i:
- 10 N
- e it

Determine la composicion de funciones

Si f(x) = Vxyglx) = V2 — x, encuentre las siguientes funciones y sus dominios.

a) fog b) gof c) fof d)
Solucion
a) (f=g)ix) = flglx))

= f(VZ-1x)

geg

Definicidn de f o g

Definicion de g

=V V2:l—-x Definlcién de f

- ¥i==

El dominiode feges{x|2 — x =0} = {x|

b) (g = f)(x) = g(fix))
= g(Vx)

=V2-Vx

x =2} =(—o0,2].

Definicibn de g e f

Definiclon de £

Definicién de g
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Las grificas de f y g del ejemplo 4, asi

como feg,ge f, f=f, ¥g°g, se mues-
tran a continuacion. Estas grihcas indi-

can que la operacion de composicion
puede producir funciones bastante
diferentes de las funciones originales.

\L .~

Para que V'x esté definida, se debe tener x = 0. Para que V2 — Vi esté
definida, se debe tener 2 — Vx = 0, es decir, Vx = 2, o bien x = 4. Asi, se
tiene 0 = x = 4, por lo tanto el dominio de g = f es el intervalo cerrado [0, 4].

¢) (f e F)(x) = f(f(x)) Definicién de £ o f
= .ﬁﬁ] Definicion de £

=V Vx Definicidn de £

= Vi
El dominio de f= fes [0, 00).
d) (g ° g)(x) = glg(x)) Definicién de g¢ g
=g["l.-'2 = ,1'} Definicidn de g

H "'ur'/z i, ' e - Definicidn de g

Esta expresion se define cuando 2 = x =0y 2 — V2 = x = (). La primera
desigualdad significa x = 2, y la segunda es equivalente a V2 —x = 2, 0
2—x=4,0x= -2 Porlotanto, —2 = x = 2, asi que el dominiode g g
es[—2, 2]

Es posible tomar la composicidn de tres o mds funciones, Por ejemplo, la funcién

compuesta f = g @ h se encuentra al aplicar h, luego g y después f como sigue:

(fegeh)x) = flg(h(x)))

Ejemplo5 Una composicion de tres funciones a
Encuentre fog = hsi flx) = x/{x + 1), glx) = xy hix) = x + 3.
Solucion
(Fogoh)x) = F@h(x))  Defiicénde Fogot
= flg(x + 3)) Definicidn de h
= fl(x + 3]“:'} Definicidn de g
(x + 3)"° f
~Eraee s

Hasta aqui se ha vsado la composicidn para construir funciones complicadas a
partir de las mds simples. Pero en cilculo es itil poder “descomponer” una funcién

complicada en funciones mids simples, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 8 Coémo reconocer una composicion de funciones
Dada F(x) = Vx + 9, encuentre las funciones f y g tales que F = fog.
Solucion Puesto que la férmula para F indica sumar primero 9 y luego sacar la
raiz cuarta, sea

glx) =x+9 y  flx) = V&
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Entonces
(f e g)lx) = flg(x)) Definicién de f © g
=flx+9)  Definicién de g
=WVx+9  Definicién de f
= Flx) ®
"Ejemplo 7 Una aplicacion de la composicion E
de funciones

Un barco estd viajando a 20 millas/h paralela a una ribera recta. El barco estd a

5 millas de la orilla. Pasa un faro a mediodia.

a) Exprese la distancia 5 entre el faro y el barco como una funcidn de 4, la
distancia que ha recorrido el barco desde mediodfa; es decir, encuentre f de
modo que s = f(d).

b) Exprese a d como una funcidn de ¢, el tiempo transcurrido desde mediodia; es
decir, encuentre g tal que d = g(r).

¢} Encuentre feg. ; Qué representa esta funcion?

Solucion Primero se traza un diagrama como en la figura 5.
a) Se pueden relacionar las distancias s y d mediante el teorema de Pitdgoras. Asi, 5
puede ser expresada como una funcién de d por

e 5= f(d) = V25 + d*
distancia = velocidad X tiempo  b) Puesto que la nave estd viajando a 20 millas/h, la distancia 4 que ha recorrido
es una funcién de t como sigue:
d = g(t) = 20t
c) Se tiene
(f=g)(r) = flg(r) Definicidn de f = g
= f(201) Definicién de g

= V25 + (201)>  Definicién de

La funcidn f ¢ g da la distancia del barco desde el faro como una funcién del

tiempo. -
1-6 = Encuentre f + g, f — g, fg y f/g y sus dominios. 6. f(x) -t glx) = —
Lf)=x-3, gx) = Hl o

2 flx) =x*+2x, glx)=%2"-1
3 flx)=Va—-x glx)=vV1I+zx

7-10 = Encuentre el dominio de la funcién.

4 fx) = V9-2, gx)=Vi-4 7. §x) = Vi + VI—x !..g[.:]wvm-%
2 4
S flx)= o glx) = g 9. hix) = (x — 3)7 10, k(x) = V:_+13

Material protegido por derechos de autol
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11-12 = Use la adicién gréfica para bosquejar la grifica de 23. flg(2)) 24. g(f(0))
f+g.
) AT 25. (g ° f)(4) 26. (f°g)(0)

27. (g=g)(—2) 28. (= f)(4)

29-40 = Encuentre las funciones, fog. g=f. fefygegy sus
dominios.

29, f(x) = 2x + 3, glx) =dx— 1

0. f(x) = 6= 5, glx) =3

12 X

EW .--"“*wl_fi 3 3 flx) =% glx)=x+1

{ 1] ,——\i. 32 f(x) = &'+ 2, glx) = Vx
IN_lOLAgl | ]| x |

N b 2 ) =L, o) =20+ 4

B 13-16 = Dibuje las grificas de £, g y f + g en una pantalla M. f(x) =¥, glx) = VA=3
comiin para ilustrar la suma gréfica.
13 fix) = VI +x glx)=V1—x
14, f(x) = x% glx) = Vx

15, f(x) = x% g(x) = 1x° x

35, f(x) = |x|. g(x)=2x+3

36. fix) =x-4, glx)=|x+ 4|

- 3. flx) = 7 gl) =2x— |
16. f(x) = VI —x. glx) = 1-% |
I
17-22 = Use f(x) = 3x — 5y g(x) = 2 — x* para evaluar la e qi) = Vi gl ==
expresion. 3
17. 8) £(4(0) b) g(f(0) et L S
18. a) f(f(4)) b) glg(3)) 40. f(x) = E glx) = o
19. 8) (fog)(-2) b) (g f)(-2) # e
20. a) (f= f)(—1) b) (g=g)(2) T i
21 @) (f2g)(x) b (g2 ) ek g
2. a) (f*f)x) b) (9°9)(x) =20, WEFVE M=
23-28 = Use las grificas de f y g para evaluar la expresidn. 2. f(x) = i olx) s xd Ay m gt 2
Yi
1 HEE 4. fx)=x'+1, glx) =x—5 hx)=Vx
EEEEYE
, - 'JE.-+- 4. f(x) = Vx, glx) =~ hlx) = Vx
N AT
2 S A 8
11 ] I/ b 45-50 = Exprese la funcion en la forma f = g.
HELESEY, | x
_1_ ST A I. - I.- 45, F[.-T] . {.I' = g}!
i O O R TR I 46, F(x) = Vi + |




F ]

X
41 G(x) = 5

1
» A=

49. Hix) = |1 - x*|

50. H(x) = V1 + Vx

51-54 = Exprese la funcion en la forma feg= h.

1
x4+ 1

51. Flx) =

52, Flx) = VVa— 1

53. G(x) = (4 + V)’

2
0= Ay
Aplicaciones

55-56 ® Ingreso, costo y ganancia Una imprenta elabora
calcomanias para las campaifias electorales. Si se piden x calco-
manias (donde x < 10 000), entonces el precio por calcomania
es 0.15 — 0.000002x dblares, y el costo total de producir la
orden es 0.095x = 0,0000005x* délares.

55. Use el hecho de que
ingreso = precio por articulo X nimero de articulos vendidos

para expresar R(x), el ingreso de una orden de x calco-
manias, como un producto de dos funciones de x.

56. Use el hecho de que
ganancia = ingreso — cosio

para expresar P(x), la ganancia en un pedido de x calco-
manias, como una diferencia de dos funciones de x.

57. Area de una onda Se deja caer una piedra en un lago,
que crea una onda circular que viaja hacia fuera a una ve-
locidad de 60 cm/s.

a) Encuentre una funcién g que modele el radio como una
funcidn del tempo.
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b) Encuentre una funcién f que modele el drea del circulo
como una funcion del radio.

¢) Encuentre feg. ;Qué representa esta funcién?

% T

58. Inflado de un globo Un globo esférico estd siendo in-
flado. El radio del globo crece a la velocidad de 1 cm/s.

a) Encuentre una funcién f que modele el radio como una
funcién del tiempo.

b} Encuentre una funcidén g que modele el volumen como
una funcién del radio.

¢) Encuentre g © f. ;Qué representa esta funcidn?

59, Area de un globo Se estd inflando un globo meteo-
roldgico esférico. El radio del globo se incrementa a la
velocidad de 2 cm/s. Exprese el drea superficial del globo
como una funcidn del tiempo  (en segundos).

6. Descuentos multiples Se tiene un cupdn de $50 de un

fabricante bueno por la compra de un teléfono celular, La
tienda donde compra su teléfono celular ofrece un des-
cuento de 20% en todos los teléfonos celulares. Sea x el
precio normal del teléfono celular.

a) Suponga que sblo se aplica el 20% de descuento.
Encuentre una funcién f que modele el precio de com-
pra del teléfono celular como una funcidn del precio

regular x.

b} Suponga que sélo se aplica el cupdn de $50. Encuentre
una funcién g que modele el precio de compra del telé-

fono celular como una funcidn del precio de etiqueta x.
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c) Si puede usar el cupdn y el descuento, entonces el pre-
cio de compra es f ° g(x) o g © f(x), dependiendo del
orden en el que se apliquen al precio. Encuentre
feg(x) yg° flx). {Qué composicitn da el precio
miés bajo?

Descuentos multiples Un vendedor de aparatos anuncia
un descuento de 10% en todas sus lavadoras. Ademds, el
fabricante ofrece una rebaja de 100 délares en la compra de
una lavadora. Sea x que representa el precio de etiqueta de
la lavadora.

a) Suponga que sélo se aplica el 10%. Encuentre una fun-
cidn f que modele el precio de compra de la lavadora
como una funcidn del precio de etiqueta x.

b) Suponga que sélo se aplica la rebaja de 100 délares.
Encuentre una funcién g que modele el precio de com-
pra de la lavadora como una funcién del precio de eti-

queta x.

¢) Encuentre fegyg = f. {Qué representan estas fun-
ciones? ; Cudl es el mejor trato?

Trayectoria de un avion Un avidn estd volando a una
velocidad de 350 millas/h a una altitud de una milla. El
avién pasa directamente arriba de una estacién de radar en
el tiempo 1 = 0.

a) Exprese la distancia s (en millas) entre el avién y la

estacién de radar como una funcién de la distancia hon-
zontal d (en millas) que ha volado el avidn.

b) Exprese d como una funcién del tiempo f (en horas) que
ha volado el avidn.

¢) Use la composicion para expresar 5 como una funcidn
de 1.

Descubrimiento + Debate
63. Interés compuesto Una cuenta de ahormos gana 5% de

65,

interés compuesto anvalmente. Si invierte x délares en tal
cuenta, luego la cantidad A(x) de la inversién después de un
afio es la inversidn inicial mds 5%; es decir,
A(x) = x + 0.05x = 1.05x. Encuentre

AcA

AsAcA

AcAoAcA

iQué representan estas composiciones? Encuentre una
formula para lo que obtiene cuando compone n copias de A.

Composicion de funciones lineales Las grificas de las
funciones

flx) = mx + by
Q{I} = m,yx + b;_

son rectas con pendienies m, y m,, respectivamente. ;La
grifica de f* g es una recta? En caso afirmativo, jcudl es la
pendiente?

Resolucion de una ecuacion para una funcion
desconocida Suponga que

glx) = 2x + 1
h(x) = 4x* + 4x + 7

Encuentre una funcién f tal que f=g = h. (Considere qué
operaciones tendria que realizar en la férmula para g a fin de
terminar con la férmula para h.) Ahora suponga que

flx)=3x+5
h(x) = 3x* + 3x + 2

Use la misma clase de razonamiento para hallar una funcidn
gtalque feg =h.

Composiciones de funciones impares y paras
Suponga que

h=feg
Si g es una funcidn par, ; h es necesariamente par? Si g es

impar, ;h es impar? ;Qué pasa si g es impar y f es impar?
i Qué pasa si g es impar y f es par?
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Iteracion y caos

PROYECTO PARA UN 4
Las iteraciones de una funcién f en el punto x, son flxo), f(f(x0)), F(F(f(x0))).
DESCUBRIMIENTO y asf sucesivamente. Se escribe . o 0

"r] e .f[-tﬂ} Frimara feracion
Xy = f[_f{.l'n]} Segunda Itaracion
Xy = .f[ﬂﬂxn))] [ercara itarscidn

Por ejemplo, si f(x) = x’, entonces las iteraciones de f en 2 son x, = 4,

Xy = 16, x; = 256, etc. (Compruebe esto.) Las iteraciones se pueden describir
en forma grdfica como en la figura 1. Empiece con x; en el eje x muévase verti-
calmente a la grifica de f, luego horizontalmente a la recta y = x, después
verticalmente a la grifica de f, etc. Las coordenadas x en los puntos sobre la
grifica de f son las iteraciones de f en x;.

Ya y=x
flxz) ]

fixy)+
.ﬂlﬂ T

y = fix)

fixg) +

. . e —— =

v

=1

Figura 1
Las iteraciones son importantes en el estudio de la funcion logistica

i 19 flx) = k(1 = x)

0 b1 que modela la poblacién de una especie con potencial limitado para crecimiento
. !‘.}:234 (p. ej., conejos en una isla o peces en un estanque). En este modelo la poblacion
E 0.46603 miixima que puede soportar el medio es 1 (es decir, 100%). Si se comienza con
3 0.64700 una fraccién de esa poblacién, por ejemplo 0.1 (10%), entonces las iteraciones
4 0.59382 de fen 0.1 dan la poblacién después de cada intervalo de tiempo (dias, meses o
5 0.62712 afios, dependiendo de las especies). La constante k depende de la tasa de creci-
6 0.60799 miento de la especie que estd siendo modelada; se llama constante de cre-

7 0.61968 cimiento. Por ejemplo, para k = 2.6 y x; = 0.1 las iteraciones mostradas en la
8 0.61276 tabla a la izquierda dan la poblacitn de las especies para los primeros 12 interva-
9 0.61694 los de tiempo. La poblacién se estabiliza al parecer alrededor de 0.615 (es decir,

il s 61.5% del mximo).

il B o6 En las tres gréficas de la figura 2, se grafican las iteraciones de f en 0.1 para

. diferentes valores de la constante de crecimiento k. Para k = 2.6 la poblacién
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al parecer se estabiliza en un valor 0.615 del méximo, para k = 3.1 la poblacién
parece oscilar entre dos valores, y para £ = 3.8 no surge ningin patrén obvio.
Este dltima situacion se describe de forma matemadtica mediante la palabra caos.

| 1 1
.D ..... i o L B b B i i z_t ﬂ ol il b N s i) ok 21 u .................... 21
k=206 k=31 k=38
Figura 2
El siguiente programa de Ia T1-83 1. Use el procedimiento gréfico ilustrado en la figura 1 para las primeras cinco
triza la primera gritfica de la hgurn llﬂ[ﬂﬂ]ﬂlﬂﬁdﬁf{l} = 2_;[] - .I] enx=10.1.
2. Las ofrus graficas se obltienen
ehigiendo ¢l valor apropindo pari K 2. Encuentre las iteraciones de .f{.l'} =x'enx=1,
€500 progeaina 3. Encuentre las iteraciones de f(x) = |/xenx = 2,
PROGRAM:ITERATE
:CLrDraw 4. Encuentre las seis primeras iteraciones de f(x) = 1/(1 — x)enx = 2. ;Cul
3 K5k es la iteracidn nimero 1000 de fen 27
) 7 5 2 5. Encuentre las primeras 10 iteraciones de la funcidn logistica en x = (.1 para
:Fn;“:'jl' ‘;““; el valor dado de k. ;La poblacin se estabiliza, oscila o es cadtica?
TKEEEL T =X =
:Pt=-0ni(N, 2, 2) 8) k=21 Db)k=32 ¢c)k=39
: i 1 s 6. Es ficil hallar iteraciones por medio de una calculadora graficadora. Los pa-
s ERC

808 siguientes muestran cémo encontrar las iteraciones de f(x) = kx{1 — x)
en 0.1 para k = 3 en una calculadora T1-83. (El procedimiento se puede
adaptar a cualquier calculadora graficadora.)

Yi=K®X*{]1-X)

I—=K

0.1=X [

Y,—=X ivali . | 1
0.27 . : - L
0.5913 " T
0.72499293
D.59813454435

El programa en el margen se puede usar también para graficar las iteraciones y
estudiarlas de manera visual.

Use una calculadora de graficacién para experimentar como el valor de &
afecta las iteraciones de f(x) = kx(1 — x) en 0.1. Encuentre varios valores
diferentes de k que hacen que las iteraciones se estabilicen en un valor, oscilen
entre dos valores y exhiban caos. (Use valores de k entre 1 y 4.) ; Puede hallar
valores de k que hacen que las iteraciones oscilen entre cuarro valores?
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m Funciones uno a uno y sus inversas

L

7 ! fx) ! flxy)

|
i
i
'

=Y

0 Xy X3

Figura 2

La funcidn no es uno a uno porque

.f{~1'|:| = f(x;).

La inversa de una funcién es una regla que actia en la salida de la funcidn y produce
la entrada correspondiente. Asi, la inversa “deshace” o invierte lo que ha hecho la fun-
cion. No todas las funciones tienen inversas; las que si la tienen se llaman funciones
RO a wne,

Funciones uno a uno

Compérense las funciones f y g cuyos diagramas de flecha se muestran en la figura
1. Hay que observar que f nunca toma el mismo valor dos veces (dos niimeros cua-
lesquiera en A tienen imédgenes diferentes), mientras que g toma el mismo valor dos
veces (tanto 2 como 3 tienen la misma imagen, 4). En simbolos, g(2) = g(3) pero
flx,) # f(x,) siempre que x, # x,. Las funciones que tienen esta dltima propiedad
se llaman uno a uno.

Figura 1 feés uno a uno

Definicion de una funcion uno a uno

Una funcidn con dominio A se llama funcién uno a uno si no hay dos ele-
mentos de A que tengan la misma imagen, es decir,

flx,) # f(x;) siempre que x; # x;

Una forma equivalente de escribir la condicién de una funcién uno a uno es ésta:
Si f(x)) = f(x;), entonces x;, = x,.

Si una recta horizontal cruza la grifica de f en mds de un punto, entonces se puede
observar en la figura 2 que hay nimeros x; # x, tales que f(x,) = f(x,). Esto signi-
fica que f no es uno a uno. Por lo tanto, se tiene el siguiente método geométrico para
determinar si una funcidn es uno a uno.

Prueba de la recta horizontal

Una funcidn es uno a uno si v s6lo si ninguna recta horizontal cruza su gri-
fica mas de una vez.
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¥i

/T‘f |
/ i

Figura 3

flx) = x" es uno a uno.

Y

\1/

01 1

Figura 4

flx) = 5" no es uno a uno.

Figura 5

flx) = x* (x = 0) es uno a uno.

‘Ejemplo 1  Decidir si una funcién es uno a uno

¢La funcién f(x) = x* es uno a uno?

Soluciéon 1 Six, # x,, entonces x; # x3 (dos nimeros diferentes no pueden
tener el mismo cubo). Por lo tanto, f(x) = x” es uno a uno.

Solucién 2 En la figura 3 se puede observar que ninguna recta horizontal cruza
la grifica de f(x) = x* mds de una vez. Por lo tanto, mediante la prueba de la recta
horizontal, f es uno a uno. -

Observe que la funcién f del ejemplo 1 es creciente y también es uno a uno. De
hecho, se puede probar que toda funcidn creciente v toda funcidn decreciente es
une a uno,

Ejemplo2 Decidir si una funcién es uno a uno

iLa funcién g(x) = x* es uno a uno?

Solucién 1  Esta funcién no es uno a uno porque, por ejemplo,

g()y=1 'y g(-1)=1
y, por lo tanto, 1 y —1 tienen la misma imagen.

Soluciéon 2  De la figura 4 se puede observar que hay rectas horizontales que
cruzan la grifica de g mis de una vez. Por lo tanto, por la prueba de la recta hori-
zontal, g no es uno a uno. =

Aungue la funcidn g del ejemplo 2 no es uno a uno, es posible restringir su do-
minio de modo que la funcidn resultante sea uno a uno. De hecho, si se define

hx) = x%, x=0

entonces h es uno a uno, como se puede observar en la figura 5 y la prueba de la recta
horizontal.

Ejemplo3 Mostrar que una funcién es uno a uno a

Muestre que la funcién f(x) = 3x + 4 es uno a uno.

Solucion
Suponga que hay niimeros x, y x, tales que f(x,) = f(x,). Entonces

3, +4=3x,+4  Supongaque flx) = flx;)

3.151 = ll:.‘z Eeste 4
X =X Divida 2atre 5
Por lo tanto, f es uno a uno. =

La inversa de una funcion

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente las funciones que
poseen funciones inversas de acuerdo con la siguiente definicion.
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Definicion de la inversa de una funcion

Sea f una funcidén uno a uno con dominio A y rango B. Entonces su funcién
inversa f ' tiene dominio B y rango A y estd definida por

Fy)=x & flx)=y
para cualquier y en B,

Esta definicién establece que si f envia x a v, entonces f ' envia a v de nuevo a x.
(8i f no fuera uno a uno, entonces f ' no estarfa definida de manea tnica.) El dia-
grama de flechas en la figura 6 indica que f ' invierte el efecto de f. De la definicidn
se tiene

dominio de f~' = rango de f
rango de f~! = dominio de f

4  Encuentre f ' para valores especificos
Si .f(ll =5, .f'[3] =7y f(8) = —10 encuentre f~'(5), f~'(7). y £7'(—10).
Solucion De la definicién de ' se tiene

f7'(5)=1 porque f(1)=35

f(7)=3 porque f(3)=7

f7'(=10)=8  porque  f(8) =-10
En la figura 7 se muestra cémo f ' invierte el efecto de f en este caso.
A B A B

—_— w—

Figura 7 ! 5 |

Por definicién la funcién inversa f ' deshace lo que hace f si se empieza con x,
se aplica f, y luego se aplica f ', se llega de nuevo a x, donde se inicié. De manera
similar, f deshace lo que hace f ', En general, cualquier funcidn que invierte el efecto
de f en esta forma debe ser la inversa de f. Estas observaciones se expresan con pre-
cisidn como sigue.

Propiedad de la funcion inversa

Sea f una funcién uno a uno con dominio A y rango B. La funcidn inversa
f " satisface las siguientes propiedades de cancelacion.

f(f(x))=x  paratodaxenA

f(f'(x))=x paratodaxenB

A la inversa, cualquier funcién f ' que satisface estas ecuaciones es la in-
versa de f.
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Estas propiedades indican que f es la funcién inversa de f ', por lo tanto se dice
que fv " son inversas entre si.
Ejemple 5 Verificar que dos funciones son inversas
Muestre que f(x) = x* vy g(x) = x"" son inversas entre si.
Solucion Observe que el dominio y el rango de f v g es K. Se tiene
glflx) = glx’) = ()" =x
.ﬁ:ﬂ{-’:}} = f{xl."l:] = {Il.-'?r:'_l = x

Por consiguiente, por la propiedad de las funciones inversas, f y g son inversas en-
tre si. Estas ecuaciones simplemente expresan que la funcién ciibica y la funcién
raiz ciibica, cuando se componen, se cancelan entre si, -

Ahora se examinard como se calculan las funciones inversas. Se observa primero
de la definicién de f ' que

y=fx) & f0)=x

En consecuencia, si y = f(x) y si se puede resolver esta ecuacion para x en términos
de y, entonces se debe tener x = f'(v). Si luego se intercambian x y v, se tiene
v = 7 '(x), que es la ecuacidn deseada.

Como hallar la inversa de una funcion uno a uno

1. Escriba y = f(x).
2. Resuelva esta ecuacion para x en términos de v (51 es posible).

3. Intercambie x vy y. La ecuacién resultamte es v = £~ '(x).

En el ejemplo 6 observe cémo f~' Hay que observar que se pueden invertir los pasos 2 y 3. En otras palabras, se
invierte el efecto de f. La funcidn f puede intercambiar x y y primero y luego resolver para y en términos de x.

es la regla “mulophcar por 3, luego

restar 2", mientras que ' es la regla Ejemplo6 Como determinar la inversa de una funcién

“sumar 2, luego dividir entre 3",
Encuentre la inversa de la funcion f{x) = 3x — 2.

Compruabe su respuesta Solucién  Primero se escribe y = f(x).

Se usa la propiedad de la funcién
PR y=3x—2
FUfAx) = (3 - 2) Luego, de esta ecuacion se despeja x:
Ix—2)+ 2
={ 3} Ix=y+2 Sume 2
y+2 g
i % =y X = T Divida entre 2
= x+2 Por idltimo, se intercambian x y v:
s = 1(*52)
o x+ 2
x+ 2 Fi 3
=3 -2
=

x+2
3

=x+2=-2=3x  Porlotanto, la funcién inversaes f '(x) =




En ¢l ejemplo 7 observe cémo f ' in-

vierte el efecto de f. La funcidn fes la
regla “tome la quinta potencia, reste 3,
luego divida entre 27, mientras que f '

es la regla "muluplique entre 1, sume 3,

luego tome la rafz quinta™.

Compruebe su respuesta
Se emplea la propiedad de la funcién

INVErsa.

s = 5552

[(52) o

=(x*-3+413)

= (') =x

FUF (=) = fl(2x + 3)"%)
~ [(2x+ 3PP -3
B 2

=2x+3-3

Figura 10
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a

emplo 7 Hallar la inversa de una funcién

x =3
2

Encuentre la inversa de la funcién f(x) =

Solucién Primero se escribe y = (x* — 3)/2 y se despeja x.

x}=-13 _ _

, e 2 Ecuacidn que define la funcidn
2y = x’ =3 Multiplique por 2
X©=2y+3 Sume 3

x=(2y +3)# Tome las raices quintas

Luego se intercambia x y y para obtener y = (2x + 3)'5, Por lo tanto, la funcién
inversa es f ~'(x) = (2x + 3)"%. [ ]

El principio de intercambiar x y v para encontrar la funcion inversa también pro-
porciona un método para obtener la grifica de f~' a partir de la gréfica de f. Si
fla) = b, entonces f ~'(b) = a. Asi, el punto (a, b) esté sobre la gréfica de fsi y s6lo
si el punto (b, a) estd sobre la grifica de f . Pero el punto (b, a) se obtiene del punto
(a, b) al reflejar en la linea y = x (véase figura 8). Por lo tanto, como se ilustra en la
figura 9, lo siguiente es cierto,

l La grifica de f ' se obtiene al reflejar la grifica de fen larecta vy = x. J
Y& y=2x Yi y=x
(b, a)
.f“}/ /
{a, b) /f -
L / x
x X
_,.,.l-l""'
Figura 8 Figura 9

.~ Encontrar la inversa de una funcién

a) Bosqueje la grificade f(x) = Vx — 2

b) Use la grifica de f para bosquejar la grifica de .
¢) Encuentre una ecuacién para f~'.

Solucidn

a) Con las transformaciones de la seccion 2.4, se bosqueja la gréfica de
y = Vx — 2 al trazar la grifica de la funcién y = Vx (ejemplo 1(c) en la sec-
cion 2.2) y moverla a la derecha dos unidades.

b) La grédfica de f~' se obtiene de la gréfica de f en el inciso a) reflejindola en la
recta y = x, como se muestra en la figura 10.
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c) De y = Vx — 2 despeje x, notando que y = (.

Vx=—2=y
x—2=y eleve al cuadrado ambos miembros
x=y2+2 y=0 Sume 2
En el ejemplo 8 se puede observar Intercambie x y y:
como f~' invierte el efecto de f. La — .
funcién f es la regla “reste 2, luego y=x+2 x20
MRE MINK DN« MBORERY 00 Por consiguiente,  f'(x) =x*+2, x=0

£ es la regla “eleve al cuadrado,
después sume 27,

Esta expresién muestra que la grifica de f ' es la mitad derecha de la pardbola

v =x" + 2, de la grifica mostrada en la figura 10, esto parece razonable. =

1-6 ® Se da la grifica de una funcion f. Determine si f es uno
a uno.

. Ay

=Y -‘\‘" /hﬂ'

7-16 ® Determine si la funcidn es uno a uno.
7. fix) =-2x+ 4 8 flx)=3x-2
9, glx) = Vx 10. g{x) = |x|

1L A{x) = x* — 2x 12. h{x) =x*+ 8
13, f(x) =x*'+35
4. flx) =x*+5 0=x=2
1 1
15. f(x) HF 16. f(x) ™

17-18 ® Suponga que f es una funcién uno a uno,
17. a) Si f(2) = 7, encuentre £ (7).
b) Si f7'(3) = —1, encuentre f(—1).
18. a) Si f(5) = 18, encuentre £ '(18).
b) Si f'(4) = 2, encuentre f(2).
19. Si f(x) = 5 — 2x, encuentre f~'(3).
20. Sig(x) = x* + 4x conx = -2, encuentre g~ '(5).
21-30 ™ Use la propiedad de la funcién inversa para mostrar
que f y g son inversas entre si.
2. fix)=x-6, glx)=x+6

2. f(x) =35, glx) =3

23. f(x) = 2x - 5; g{x}-‘?
. f(x) =25 o) =34

1

2. () =7 o) =+

26. f(x) =%, glx) = Va
27. fix) =22 -4, x=0;
glx) = Vi +4, x=-4



28 fx)=x*+1; g(x)=(x-1)"

H.f{.t]=le, e

g{.t}=i=+l. x#0

Va—=3x} 0=x=2;

3. fx) =

glx) = Va-x) 0sxs2

31-50 = Encuentre la funcidn inversa de f.

3. f(x) = 2x + 1
3. f(x) =dxr +7
38, f(x) =3
3. 0 = —
®. 40 = 70
41, f(x) = VI + 5x

43, fix)=4-2% x=0

45, f(x) =4 + Vi
47. fix) =1+ V1 +x

R fixy =6—x
M flx)=3-5

H._fl[.r'_l-'!;, x>0

-2
x+ 1

38. fx) ==

40. f(x) = 5 — 4’

a2 fix)=x+x x= -}

48, f(x)=V9—-x! 0=x=3

49. fix) =2 x=0

51-54 = Se da una funcién f.
a) Bosqueje la grifica de f.

M. flx) = Vax -1
46. f(x) =(2-x)
50. flx)=1-x*

b) Use la grifica de f para bosquejar la grifica de £

¢) Encuentre ™.
SLflx)=3%—6
83, f(x) = VX ¥ 1

8. flx)=16—2x% x=0
84, f(x) =x" =1

. 55-60 = Trace una grifica de f y empléela para determinar si la

funcidn es uno a eno.

58 fla)=x"—x
57, ﬂ;]=it:1

5. f(x) = |x| = |x— 6]

5. fx)=x+zx
58. flx) = Vx*—4x+1
60. fix) = x+|x|

B 61-64 = Se da una funcién uno a uno.
a) Encuentre la inversa de la funcidn.

b) Grafique tanto la funcién como su inversa en la misma pan-
talla para comprobar que las grificas son reflexiones entre si

en larecta y = x.
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62 f(x)=2-1x
6 glx) =x*+1, x=0

6l. flx) =2+ x
63 glx) = Vx+ 3

65-68 = La funcin dada no es uno a uno. Restrinja su dominio
de modo que la funcidn resultante sea uno a uno. Encuentre la
inversa de la funcidn con el dominio restringido. (Hay més de
una respuesta correcia. )

65, Fii =4 =t gl%) = (x = 1)}
oy \L/
67. hix) = (x + 2)? 68. k(x) = |x - 3|
¥y ¥
|
IO

69-70 = Use la grifica de f para bosquejar la grfica de f~'.

9. L M P L
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Aplicaciones

71. Cuota por servicio Por sus servicios, un investigador pri-
vado requiere una cuota de retencidn de $500 mds $80 por
hora. Sea x el ndmero de horas que el investigador pasa tra-
bajando en un caso.

a) Halle una funcién f que modela la cuota del investi-
gador como una funcidn de x.

b) Encuentre f~'. ;Qué representa f~'7
¢) Encuentre f~'(1220). ;Qué representa su respuesta?



