72

74.

75.

T6.

CAPITULO 2 Funciones

Ley de Torricelli Un recipiente contiene 100 galones de
agua, que salen de una fuga en el fondo, lo que causa que el
recipiente se vacie en 40 minutos. La ley de Torncelli pro-
porciona el volumen de agua que permanece en el recipiente
después de 1 minutos como

!

ir) = mn(1 - E)t

a) Encuentre V', ;Qué representa V7
b) Determine V™ '(15). ;Qué representa su respuesta?

Flujo de sangre Cuando la sangre se mueve por una vena
o arteria, su velocidad v es mayor a lo largo del eje central y
disminuye a medida que se incrementa la distancia r desde
el eje central (véase la figura). Para una arteria con radio 0.5
cm, v estd dada como una funcidn de r por

r) = 18 500(0.25 — r?)

a) Encuentre v™'. ;Qué representa v~ '?
b) Determine v~ '(30). ; Qué representa su respuesta?

Funcién de demanda La cantidad vendida de un articulo
se llama demanda del articulo. La demanda [ para cierto
articulo es una funcidn del precio dada por

D{p) = =3p + 150

a) Encuentre D', ;Qué representa D™'?
b) Determine D"'(30). ;Qué representa su respuesta’?

Escalas de temperatura La relacion entre las escalas
Fahrenheit (F) y Celsius (C) esta dada por

FIC) =C + 32

a) Encuentre F~'. ;Qué representa F~'?
b) Determine F~'(86). ;Qué representa su respuesta?

Tasas de intercambio El valor relativo de las monedas
circulantes fluctiia dia con dia. Cuando se escribid este
problema, un délar canadiense valia 0.8159 de ddlar esta-
dounidense.

a) Encuentre una funcién f que proporciona el valor f(x)
en délares estadounidenses de x délares canadienses.

b) Encuentre f~'. ;Qué representa f'?

¢) (Cudnto serian 12 250 ddlares canadienses en moneda
estadounidense actual?

Impuesto Sobre la Renta. En cierto pais, el impuesto
por ingresos menores o iguales que 20 000 euros es 10%.

78.

Para ingresos de mds de 20 000 euros, el impuesto es 2000

euros mds 20% de la cantidad sobre 20 000 euros,

a) Encuentre una funcién f que proporciona el Impuesto
Sobre la Renta por un ingreso x. Exprese f como una
funcion definida por partes.

b) Encuentre f~'. ;Qué representa f~'?

¢) (Cudnto ingreso requeriria pagar un impuesto de
10000 euros?

Descuentos multiples Un vendedor de automdviles
anuncia un descuento de 15% en todos sus autos nuevos.
Ademis, el fabricante ofrece una rebaja de $1000 en la
compra de un automdvil nuevo. Sea x el precio de venta del
automdvil.

a) Suponga que silo se aplica el 15% de descuento. En-
cuenire una funcién f que modele el precio de compra del
automdvil como una funcién del precio de etiqueta x.

b) Suponga que sélo se aplica una rebaja de $1000. En-
cuentre una funcién g que modele el precio de compra del
automdvil como una funcidn del precio de etiqueta x.

¢) Encuentre una formula para H = feog.

d) Encuentre H™'. ;Qué representa H~'?

e) Determine H~'(13 000). ;Qué representa su respuesta?

Costo de una pizza Marcello's Pizza fijé como precio
base de la pizza grande $7 mis $2 por cada ingrediente. Por
tanto, si usted ordena una pizza grande con x ingredientes,
el precio lo dard la funcién f(x) = 7 + 2x. Encuentre

£, ;Qué representa la funcidn f~'?

Descubrimiento « Debate

8.

ml.

Determinar cuédndo una funcion lineal tiene una in-
versa Para la funcién lineal f{x) = mx + bseaunoa
uno, jqué debe ser cierto acerca de su pendiente? 5i es uno
a uno, encuentre su inversa. ;jLa inversa es lineal? En caso
afirmativo, jcudl es su pendiente?

Hallar una inversa “en su cabeza” En las notas del
margen de esta seccidn se sefialé que la inversa de una fun-
cidn se puede encontrar revirtiendo las operaciones que
constituyen la funcién. Por ejemplo, en el ejemplo 6 se vio
que la inversa de

x+2
3
porque el “inverso” de “multiplicar por 3 y restar 2" es

“sumar 2 y dividir entre 3. Use el mismo procedimiento
para hallar la inversa de las siguientes funciones.

fa) =3 -2 e flx)=

0 f) =20 b=
O f)=Ve+2 @ flx) = (2x-5)

Ahora considere otra funcidn:
flx)=x"4+2x+6



81.

83,

;Es posible usar la misma clase de inversion simple de
operaciones para hallar la inversa de esta funcién? En caso
afirmativo, hiagalo. Si no, expligue qué es diferente acerca
de esta funcion que hace dificil esta tarea.

La funcion identidad La funcidn /(x) = x se llama fun-
cion identidad. Muestre que para cualquier funcidn f se
tiene fol=f fef=fyfof '=f'eof=] (Estosig-
nifica que la funcion identidad [/ se comporta para funciones
y composicidn de la misma forma que ¢l mimero | se com-
porta para niimeros reales y multiplicacicn. )

Solucion de una ecuacion para una funcion descono-
cida En el ejercicio 65 de la seccion 2.7 se pidi6 resolver
la ecuacidn en la gue las incégnilas fueron funciones. Ahora
que se sabe acerca de las inversas y la funcién identidad
(véase el ejercicio 82), se puede usar dlgebra para resolver

n Repaso

Comprobacion de conceptos

5.

6.

Defina cada concepto en sus propias palabras. (Compruebe
refiriéndose a la definicidn en el exio.)

a) Funcidn

b) Dominio y rango de una funcidn

¢) Grifica de una funcidn

d) Variables independiente y dependiente

Dé un ejemplo de cada tipo de funcion.
a) Funcidn constante,

b) Funcién lineal

¢} Funcion cuadritica

Trace a mano, en los mismos ejes, las grificas de las fun-
clones siguientes.

a) flx)=x b) g{x) = x*
¢ hix) = x’ d) jx) = x*

a) Exprese la prueba de la recta vertical
b) Exprese la prueba de la recta horizontal,

;Cdmo se define la tasa promedio de cambio de la funcidn f
enire dos punios?

Defina cada concepto en sus propias palabras.
a) Funcidn creciente

b} Funcidn decreciente

¢) Funcién constante

10,
11.
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tales ecuaciones. Por ejemplo, para resolver < g = h para
la funcién desconocida f, se efectian los pasos siguientes:

feg=nh Froblema: despejar f
J"ug uﬂ_l =J:ag" ﬂump{:nrrsung"alad:mjha
fel=heg™  geg'=1
_f=j|¢g'| fef=f

Por lo tanto, la solucidn es f = he g™ Use esta técnica para
resolver la ecuacién feg = h para la funcién desconocida
indicada.

a) Resuelva para f, donde g(x) = 2x + 1y
hix) = dx® + dx + 7

b) Resuelva para g, donde f{x) = 3x + 5y
h{x) = 3x* + 3x + 2

Suponga que se da la grifica de f. Escriba una ecuacidn para
cada grifica que se obtiene de la grifica de f como sigue.

a) Desplace 3 unidades hacia arriba

b) Desplace 3 unidades hacia abajo

¢} Desplace 3 unidades a la derecha

d) Desplace 3 unidades a la izquierda

e} Refleje en el eje x

f) Reflejeenel gje v

g) Alargue verticalmente por un factor de 3
h) Acorte verticalmente por un factor de §

i)  Alargue horizontalmente por un factor de 2
j) Acorte horizontalmente por un factor de }_

a) ;Qué es una funcion par? ; Qué simetria posee su gri-
fica? Dé un ejemplo de una funcidn par.

b} Qué es una funcidn impar? [ Qué simetria posee su gra-
fica? D¢ un ejemplo de una funcién impar.

Escriba la forma estdndar de una funcién cuadrdtica.
(Qué significa decir f{3) es un valor miximo local de f7

Suponga que f tiene dominio A y g tiene dominio B.
a) [Cudl es el dominio de f + g7

b) ;Cuil es ¢l dominio de fg?

¢) ;Cudl es el dominio de fy?
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12. ;Como estd definida la funcién compuesta f = g7 £7'7 ;Cudl es el dominio de f~'? ;Cuil es el rango
=1
13. a) ;Qué es una funcién uno a uno? el
b) ;Cémo se puede decir si la grifica de una funcién es d) Slﬂcucmunaf:?lmulaparaf,acm:nnu:nmuna
uno a uno? formula para f~°2
e) Si se tiene la grifica de f, jcomo encontraria la grifica

¢) Suponga que fes una funcidn uno a uno con domi-

nio A y rango B. ;Cémo se define la funcidn inversa de f7'7
Ejercicios
1. Si f{x) = x* — 4x + 6, encuentre f(0), f{2), f(=2), fla), 5-6 ® Encuentre el dominio y el rango de la funcidn.
f(=a). flx + 1), f(2x) y 2f(x) — 2. 5, f(x) = Vi ¥3 6 F) = + 21+ 5

2. Si f(x) = 4 — V3x — 6 encuentre f{5), f(9). fla + 2),

fl=x), fix*) y [£(x)]% 7-14 = Encuentre el dominio de la funcién.

3. Se da la grifica de una funcidn f. T, fx) = Tx + 15 . f) = 2
a} Encuentre f{—2)y f(2). 7
b) Determine el dominio de f. 9. flx)=Vx+4 10. f(x} = 3x - ==
¢) Encuentre el rango de f. ] i ] 22 4 e 43
d) ;En qué intervalos f es creciente? ;En qué intervalos 1. flx) =—+ + 12. glx) =
f es decreciente? G o R S 2x* - 5x -3
: B Vix + 1
€) ifesunoauno? 13 h(x) = V3 —x+ Vi1 14, f(x) = =
O O s AR 15-32 ® Bosqueije la gréfica de la funcion.
1 1 L L .I._j_..'r..r." e 15. f(x) =
| | 11 ifi il 16. fix) =x - 5),2=x=8
[ i 17, f(r) = 1 - i 18. g(r) = 1* — 2
. L 19. fix) =x'—6x+ 6 20. f{x) =3 — 8 — 2x*
S 21 g(x) = 1 - V& 2. glx) = ~|x|
: . ! ;*— 23, hix) = 3 24. hix) = vVx+3
- | 25, hix) = Vx 26. Hix) = x* - 31’
1 1
4. ;Cudles de las siguientes figuras son grificas de funcio- g5} =3 ) = (x — 3)

nes? ; Cudl de las funciones son uno a uno?

b) VA

x’
' six< 0
/\\ / 30. flx) = { 2x — six >0

/\ﬂ 0 5 gix < =2

K_/ i \ Y ' . flx) = _L.: six = =2
b) d) 32 flx) =4x! si0D=x<2
}Ial/ !

s1x = ()

29,
1(x) six=0

-x six=<0
| glx=12

B 33. Determine cudl de los rectingulos de visién producen la
grifica mds apropiada de la funcién
flx) = 6x* = 15x + d4x — 1.
(i) [-2, 2] por[-2, 2] (ii) [—8, 8] por[—8, 8]
(iii) [—4, 4]por[—12,12]  (iv) [~ 100, 100] por [—100, 100]

=Y




H 3. ﬁﬁ::ﬂ miu}?:;n :15|ﬁ|11mgmfu.:ﬁ la grifica mds
i) [~4, 4] por[-4, 4]
ii) [~ 10, 10] por [-10, 10]
iii) [— 10, 10] por[—10, 40]
iv) [=100, 100] por [— 100, 100]

8 35-38 = Dibuje la grifica de la funcién en un rectingulo de
visidn apropiado.
35 flx) =x*+ 25+ 173
36. f(x) = L1x* — 9.6x7 — 1dx + 3.2
X

L Va® + 16
38. f(x) = [alx + 2)(x + 4)| '

H 39. Encuentre, aproximadamente, el dominio de la funcidn

)= Ve — &L

u 40. Determine en forma aproximada el rango de la funcidn
flx)=x*=x'+ 27+ =6

41-44 » Encuentre la tasa de cambio promedio de la funcién
entre los puntos dados.

4L fx)=x*+3x x=0,x=2

-Ilﬂ.t}=ﬁ; Fed et

ﬂf{x}=;l; x=3x=3+h

M fx)=(@x+1)5 x=ax=a+h

5 45-46 = Dibuje la grifica de la funcién f, y determine los inter-
valos en los que f es creciente y en los que f es decreciente.
45. fix) = x* — 4%
46. f{x) = |x* — 16|

47. Suponga que se da la grifica de f. Describa cdmo se pueden
obtener las grificas de las siguientes funciones a partir de f.

a) v=flx)+8 b) y = f(x + 8)

€ y=1+2f[x) dy=flx-2)-2
e) y=f(-x) M y=-=f(-x

g y=—f(x) h) ¥ = f'{x)
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48, Se da la grifica de f. Trace las grificas de las siguientes fun-
clones.

@) y=flx—2) b)y=-fix}

o y=3-flx) d)y=1if(x)-1

e) y=f(x) 0N y=f{-x)
¥i

=%

49. Determine si f es par, impar o ninguna.
a) f[:]=ltﬂ'—3:1+2 h}f{I:J:.I'j—I?

1 — x* |

€) .f{ﬂ=|+_r, d) flx) = ——
50. Determine si la funcién de la figura es par, impar o ninguna.
a) ¥4 b) JPJ'-_/
i -
0 x / 0 X
e) Yi d) Yi
— -
ﬂ I '\.'-'—IF'D }

51. Exprese la funcién cuadrdtica f(x) = x* + 4x + lenla
forma estdndar.

52. Exprese la funcién cuadrdtica f(x) = —2x" 4+ 12x + 12
en la forma estdndar.

53. Encuentre el valor minimo de la funcidn
glx) = 2x* + 4x = 5,

54. Determine el valor miximo de la funcidn

flxy=1~-x-—1x%
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55. Se lanza una piedra hacia arriba desde la parte superior de
un edificio. Su altura (en pies) sobre el suelo después de r
segundos estd dada por h(r) = —16¢% + 48t + 32, [Cudl es
la altura méxima que alcanza?

56. La ganancia P (en ddlares) que se genera al vender x
unidades de cierto articulo estd dada por

P(x) = —1500 + 12x — 0.0004x*

{Cudl es la ganancia médxima, y cudntas unidades se deben
vender para generaria?

ﬂ 57-58 = Encuentre los valores midximo v minimo locales de la

funcidn y los valores de x en los que ocurren. Exprese cada res-
puesta correcta hasta dos lugares decimales.

57. f(x) = 3.3 + 1.6x — 2.5¢
58, flx) = x*(6 - x)"?

59. El nimero de acondicionadores de aire que vende una
tienda de aparatos depende de la época del afio. Bosqueje
una grifica aproximada del nimero de unidades A/C vendi-
das como una funcidn de la época del afio.

60. Un tridngulo isdsceles tiene un perimetro de 8 cm. Exprese
el drea A del tridngulo como una funcidn de la longitud b de
la base del tnéngulo.

61. Un rectingulo esti inscrito en un tndngulo equilitero con un
perimetro de 30 cm como en la figura.

a) Exprese el drea A del rectingulo como una funcién de

la longitud x mostrada en la figura.
b) Encuentre las dimensiones del rectdngulo con el drea
miés grande.
|3
10
J,—" Y
[ X =

62. Una pieza de alambre de 10 m de largo se corta en dos
piezas. Una de longitud x, se dobla en la forma de un
cuadrado. La otra pieza se dobla en la forma de un tridgngulo
equildtero.

a) Exprese el drea total encerrada como una funcidn de x.
b) ;Para qué valor de x el drea total es un minimo?

- 10 em -

63. Si f(x) = x* = 3x + 2y g(x) = 4 — 3x, encuentre las
siguienies funciones.

a) ft+g b) f—g¢ c) fg
d) flg e f°g N gef

64. Si f(x) = | + *yglx) = Vi — 1, encuentre lo siguiente.
a) feg b) g=f ) (f=g)(2)

dy (f=f)2) e feq°f 0 gefeyg

65-66 = Encuentre las funciones feg. ge f, f= fygegy sus
dominios.
65. flx) =3x—1, glx)=2x-4"

66. (x) = Vi, glx) = —

4
67. Encuentre fog e h, donde f(x) = V1 = x,g{x) = 1 — 2%,
y h{x) = 1 + Vx.
1
68. Si T(x) = ————— encuentre funciones f, g y h tales
V1 + "‘-"{t

que fegeh=T.

69-74 = Determine si la funcidn es uno a uno.
69. fx) =3+’

70. g{x) =2 — 2x + x*

|

4
X

T rix) =2+ Vx+ 3
73. plx) = 3.3 + L6x — 2.5¢°
B 74 q(x) =33+ Léx + 2.5x°

7. hix) =

75-7T8 » Encuentre la inversa de la funcidn.

75. fix) =3x -2

6. f{-‘-']:h;]:

7. flx) = (x + 1)°
78. fix) =1+ V- 2
79. a) Bosqueje la grafica de la funcion

flxy=x*=4, x=0

b) Use el inciso a) para bosquejar la grifica de f .
¢) Encuentre una ecuacion para f- L.
80. a) Muestre que la funcidn flx) = 1 + V¥ es uno a uno.
b) Bosqueje la grifica de f.
¢) Use el inciso b) para trazar la grifica de f ',
d) Encuentre una ecuacifn para f - L
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. {Cuiles de las siguientes son grificas de funciones? 5i la grifica corresponde a la de
una funcién, ; Es uno a uno?

a) \}’n h} q

N, .
0 \x D[\/‘\x
<) ¥4 d) " _—
SSH S
x Q x
h‘\\—-_

m.

. Sea flx) = —

(a) Evalde f(3), f(5) y fla — 1).

{b) Encuentre el dominio de f.

. Determine la tasa promedio de cambio para la funcién f(r) = r* — 2rentret = 2y
=35,

. @) Bosqueje la grifica de la funcién f(x) = x°.

b) Use el inciso a) para graficar la funcidn g(x) = (x = 1)* = 2.

. 8) ;Cémo se obtiene la grificade y = f{x — 3) + 2 a partir de la grifica de f?
b) ;Cémo se obtiene la grifica de y = f(—x) a partir de la grifica de f?

. &) Escriba la funcién cuadrdtica f(x) = 2x* = 8x + 13 en la forma estdndar.
b} Bosqueje una grifica de f.

c) ;Cuil es el valor minimo de f?

1 —x* sx=0
S I = {'Zx+ 1 six>0
al Evalie f(=2) y f(1).
b) Bosqueje la grifica de f.
. @) Si 1800 pies de cerca estdn disponibles para construir cinco corrales adyacentes,
como se ilustra en el diagrama de la izquierda, exprese el drea total de los corra-
les como una funcidn de x.

b) ;Qué valor de x maximizard el drea total?

. 8i f(x) = x* + 1 yg(x) = x = 3, encuentre lo siguiente.
al feg b} ge f

el flg(2))  d) g(f(2))

el gegeg

237
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10. 8) Si f(x) = V3 = x, encuentre la funcién inversa f ',

b) Bosqueje las grificas de fy f~' en los mismos ejes de coordenadas.
11. Se da la grifica de una funcién f.

a} Encuentre el dominio y el rango de f.

b) Bosqueje la grificade f'.
¢) Encuentre la tasa de cambio promedio de fentrex = 2yx = 6.

i

g| e
wY

12. Sea f(x) = 3x* — 14x? + 5x = 3.
a) Dibuje la grifica de f en un rectingulo de visién apropiado.
b} ;Es funo a uno?

¢) Encuentre los valores locales méximo y minimo de f y los valores de x en los que
ocurren. Exprese cada respuesta correcta a dos decimales.

d) Use la grifica para determinar el rango de f.

@) Encuentre los intervalos en los que f es creciente y en los que es decreciente.

.



Enfoque en el modelado
Ajuste de lineas a datos

Un modelo es una representacién de un objeto o proceso. Por ejemplo, un juguete
Ferrari es un modelo del automévil real; un mapa urbano es un modelo de las calles
y autopistas de una ciudad. Un modelo representa por lo comiin sélo un aspecto del
objeto original. El juguete Ferrari no es un automévil real, pero representa lo que se
parece a un Ferrari real; un mapa de carreteras no contiene las calles reales de una
ciudad, pero representa la relacién de las calles entre si.

Un modelo matemstico es una representacién matemdtica de un objeto o proce-
s0. Con frecuencia un modelo matemdtico es una funcién que describe cierto fend-
meno. En el ejemplo 12 de la seccién 1.10 se encontrd que la funcién T = — 10k +
20 modela la temperatura atmosférica T a la altura h. Después se utilizd esta funcitn
para predecir la temperatura a cierta altura. En la figura siguiente se ilustra el proceso
de modelado matemidtico.

- ) Construceion de un -
el mate it ' |

Bl
Auandio neal Clsor e modelo para hiwer Sdondelo socenuiiives
prediceiones acerca del mundo real

Los modelos mateméticos son ttiles porque permiten aislar aspectos criticos del
objeto bajo estudio y predecir como se comportard. Los modelos se emplean de for-
ma extensa en ingenierfa, industria y manufactura. Por ejemplo, los ingenieros em-
mm#m#mmmWMJmmm

en un terremoto. Los fabricantes de aviones usan elaborados mode-
los mateméticos para predecir las propiedades aerodindmicas de un nuevo disefio
antes de construir en realidad el avién.

L Coémo se desarrollan los modelos mateméticos? [ Coémo se usan para predecir el
comportamiento de un proceso? En las pdginas siguientes y en las secciones posterio-
res de Enfogue en el modelado, se explica cémo se pueden construir los modelos ma-
teméiticos a partir de datos del mundo real, y se describen algunas de sus aplicaciones.

L |

o TR

Ecuaciones lineales como modelos

Los datos de la tabla 1 se obtuvieron midiendo la presién a varias profundidades en
el océano. En la tabla se observa que la presién se incrementa con la profundidad.
Para ver mejor esta tendencia, se construye una grifica de dispersién como en la
figura 1. Al parecer los datos yacen més 0 menos a lo largo de una recta. Se puede in-
tentar ajustar una recta en forma visual para aproximar los puntos en la gréfica de dis-

Tabla 1 y (Ib/pulg?) ¥ (Ib/pulg?)
Profundidad | Presién 0 . 0
(pies) (Ib/pulg?) 25 e 25
5 15.5 20 : 20 -
8 20.3 154+ ° 151+
12 20.7 10 10
15 20.8
18 272 3 5
¥ 718 =i 5 :'l.' .
. e 5 10 15 20 25 30 x (pies) O[smlﬁmznu (pies)
30 203
Figura 1 Figura 2
Diagrama de dispersién Intentos para ajustar de manera visual la

recta a los datos
239
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vi persién (véase fiura 2), pero este método no es exacto. Asi que, ;cOmMo se encuentra
_ la recta que ajusta los datos lo mejor posible?
o Parece razonable elegir la recta que se acerca lo més posible a todos los puntos.
g Esta es la recta para la cual la suma de las distancias desde los puntos de datos a la
et recta es tan pequefia como sea posible (véase figura 3). Por razones técnicas es me-
/ jor hallar la recta donde la suma de los cuadrados de estas distancias es la mds
.4 ‘ pequefia. La recta resultante se llama recta de regresidn. La férmula para la recta de
5 -2 regresidn se encuentra por medio del cdlculo. Por fortuna, esta férmula se programa
en la mayor parte de las calculadoras de graficacién. Con una calculadora (véase
figura 4(a)), se encuentra que la recta de regresién para los datos de profundidad-pre-
Figura 3 si6n en la tabla 1 es
Distancias desde los puntos a la recta P = 045d + 14.7

35
LinReg
y=ax+b -
a=.4500365586 -
b=14.71813307 =
Figura 4 ﬂm"-""ﬁ
Regresidn lineal en una
calculadora de graficacion a) Resultado del comando LinReg b) Diagrama de dispersion
en una calculadora TI-83 y recta de regresidn para los
datos de profundidad-presidn
Ejemplo 1 Salto olimpico con pértiga
En la tabla 2 se dan los registros de salto olimpico con pértiga para varones hasta
2004,
a) Encuentre la recta de regresion para los datos.
b) Elabore una gréfica de dispersion de los datos y grafique la recta de regresion.
JLa recta de regresidn parece ser un modelo adecuado para los datos?
c¢) Use el modelo para predecir la altura ganadora de salto con pértiga para los
limpi %
Tabla 2 Juegos Olimpicos de 2008
. Afo Medallista de oro Altura (m) Afo Medallista de oro Altura (m)
| 1896 William Hoyt, USA 3.30 1956 | Robert Richards, USA 4.56
1900 Irving Baxter, USA 3.30 o 1960 Don Bragg, USA 4.70
. 1904 | Charles Dvorak, USA 3.50 1964 | Fred Hansen, USA 5.10
- 1906 Fernand Gonder, Francia 3.50 1968 Bob Seagren, USA 5.40
1908 A. Gilbert, E. Cook, USA 3.71 1972 ' W. Nordwig, E. Alemania 5.64
| 1912 Harry Babcock, USA 3.95 1976 Tadeusz Slusarski, Polonia 5.64
1920 Frank Foss, USA 4.09 1980 W. Kozakiewicz, Polonia 5.78
1924 Lee Bames, USA 395 - 1984 | Pierre Quinon, Francia 3.75
1928 Sabin Carr, USA \ 4.20 | 1988 | Sergei Bubka, USSR : 5.90
1932 William Miller, USA . 4.31 1992 | M. Tarassob, Equipo unificado 5.87
| 1936 Earle Meadows, USA 4.35 . 1996 | Jean Jalfione, Francia : 592
| 1948 Guinn Smith, USA 4.30 | 2000  Nick Hysong, USA 5.90
| 1952 Robert Richards, USA 4.55 - 2004 | Timothy Mack, USA 595
|

La recta de regresion y el diagrama de dispersion se grafican en la figura 4(b).
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solucion
a) Seax = afio - 1900, de modo que 1896 corresponde ax = —4, 1900 ax =0,
etcétera. Con una calculadora, encuentre la recta de regresion:

y = 0.0266x + 3.40

b) La grifica de dispersion y la recta de regresion se muestran en la figura 5. La
recta de regresion parece ser un buen modelo para los datos.

¥
6+ T
ff#xs

Alura 47T ;F,_-f-"""

(m) -1
5 4
0 20 40 61 &0 00 X

Afos desde 1900
Figura 5

Diagrama de dispersion y recta de regresion para los datos de salto con pértiga.
¢) El afio 2008 corresponde a x = 108 en el modelo. El modelo da
y = 0.0266(108) + 3.40 = 6.27Tm ]

Si al momento de leer esto ya pasaron los Juegos Olimpicos de 2008, busque el
registro real para 2008 y compare con esta prediccion. Esta clase de predicciones
son razonables para puntos cercanos a los datos medidos, pero no se pueden hacer
predicciones muy apartadas respecto de los datos medidos. | Es razonable usar este
modelo para predecir el registro 1(M) afios a partir de ahora?

Ejemplo2 Fibras de asbesto y cancer

Cuando las ratas de laboratorio se exponen a fibras de asbesto, en algunas de ellas
s¢ forman tumores pulmonares. En la tabla 3 se listan los resultados de varios ex-
penmentos realizados por varios cientificos.

a) Encuentre la recta de regresion para los datos.

b) Construya una grifica de dispersién de los datos y grafique la recta de regre-
sion. ; La recta de regresion parece ser un modelo adecuado para los datos?

Tabla 3
Exposicion a asbestos Porcentaje que desarrolla
(fibras/mL) tumores pulmonares

50 2

4000 6

500 5

Q0 10

1 100 26

1 600 42

| 800 37

2000 28

3000 S0
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Figura 6

Regresidn lineal para los datos de
asbestos-tumor

r =098

Figura 7 :

Solucion
a) Con una calculadora, se encuentra la recta de regresién (véase figura 6(a)):
y = 0.0177x + 0.5405

b) La gréfica de dispersion y la recta de regresion se muestran en la figura 6(b). La
recta de regresién parece ser un modelo razonable para los datos,

55
LinReg =
y=ax+h
a=.0177212141 =
b=.5404689256 -
o
ﬂ i i [ i i i j.lm]
0
a) Resultado del comando LinReg b) Diagrama de dispersién

en una calculadora T1-83 y recta de regresidn

{Qué tan bueno es el ajuste?

Para cualguier conjunto dado de datos siempre es posible encontrar la recta de re-
gresidn, incluso si los datos no tienden a encontrarse a lo largo de una recta. Consi-
dere las tres grificas de dispersion de la figura 7.

. ¥

¥h

ro= (.54 r=0.09

=
=7
=7

Los datos de la primera gréfica de dispersi6n al parecer se encuentran a lo largo de
una recta. En la segunda grdfica también parecen mostrar una tendencia lineal, pero
se ve més dispersa. La tercera no tiene una tendencia discernible. Se pueden hallar
con facilidad las rectas de regresiéin para cada grifica de dispersién con una calculado-
ra para gréficas. ; Pero qué tan bien representan estas lineas los datos? La calculadora
proporciona un coeficiente de correlacién r, que es una medida estadistica de cudn
bien se ajustan los datos a la recta de regresidn, o cudn bien se correlacionan dos
variables. El coeficiente de correlacién es un niimero entre —1 y 1. Un coeficiente de
comelacion rcercano a 1 o —1 indica correlacién fuerte y un coeficiente cercano a 0
indica muy poca correlacion; la pendiente de la recta determina si el coeficiente de
correlacidn es positivo o negativo. También, mientras méds datos se tengan, mds sig-
nificativo serd el coeficiente de correlacidn. Por medio de una calculadora se encuen-
tra que el coeficiente de correlacidn entre fibras de asbestos y tumores pulmonares en
las ratas del ejemplo 2 es r = .92, Se puede concluir de manera razonable que estédn
relacionados la presencia de asbestos v el riesgo de tumores pulmonares en las ra-
tas. jSe concluye que los asbestos causan tumores pulmonares en las ratas?

Si dos vanables estin correlacionadas, no necesariamente significa que un cambio
en una variable cawsa un cambio en la otra. Por ejemplo, el matemético John Allen
Paulos sefiala que el tamafio del zapato estd relacionado de manera estrecha con las
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calificaciones de matemdticas entre los escolares. ;Esto significa que por tener los
pies grandes se obtienen altas calificaciones en matemdticas? De hecho no, tanto el
tamafio del zapato como las habilidades matemiticas se incrementan de manera
independiente conforme crecen los nifios. Por lo tanto, es importante no adelantar
conclusiones: la correlacion y la causa no son lo mismo. La correlacion es una he-
rramienta (til para sacar a la luz relaciones importantes de causa y efecto, pero para
probar la causa, se debe explicar el mecanismo mediante el cual una variable afecta
a la otra. Por ejemplo, el vinculo entre fumar y el cincer pulmonar se observd como
una correlacién mucho antes de que la ciencia encontrara ¢l mecanismo por el que fu-
mar causa cancer pulmonar.

Problemas

1. Longitud del femur y estatura  Los antropdlogos usan un modelo lineal que rela-
ciona la longitud del fémur con la estatura. El modelo permite a un antropélogo determi-
nar la estatura de un individuo cuando sélo se encuentra un esqueleto parcial (incluso el
fémur). En este problema se encuentra el modelo analizando los datos de la longitud
del fémur y la estatura para los ocho varones dados en la tabla.

a) Elabore una grifica de dispersion de los datos.
b) Encuentre y grafique una funcién lineal que modele los datos.

¢) Un antropélogo encuentra un fémur de 59 cm de longitud. ; Qué tan alta era la persona?

Longitud del fémur Estatura
{cm) lem)
50.1 178.5
48.3 173.6
45.2 164.8
44.7 163.7
44.5 168.3
42.7 165.0
39.5 155.4
38.0 155.8

2. Demanda de bebidas carbonatadas  Un administrador de tiendas de abarrotes
observa que las ventas de bebidas carbonatadas son mucho mis altas en dias cilidos, asi
que retine los datos de la tabla.

a) Elabore una grifica de dispersién de los datos.
b) Encuentre y grafique una funcitn lineal que modele los datos.
c) Use el modelo para predecir ventas de bebidas carbonatadas si la temperatura es 95°F.

Temperatura alta (°F) MNumero de latas vendidas
55 340
58 335
64 410
68 460
70 450
75 610
80 735
84 780

3. Diametro de un arbol v su edad Para estimar las edades de los drboles, los
guardabosques emplean un modelo lineal que relaciona el didmetro del drbol con la
edad. El modelo es itil porque es mucho mis ficil medir el didmetro del drbol que su
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edad (lo cual requiere herramientas especiales para extraer una seccibn transversal re-
presentativa del drbol y contar los anillos). Para encontrar el modelo, use los datos de la
tabla reunidos para cierta variedad de robles.

a) Construya una grifica de dispersion de los datos.
b) Encuentre v grafique una funcidn lineal que modele los datos.
c) Use el modelo para estimar la edad de un roble cuyo didmetro es de 18 pulgadas.

Diametro (pulg.) | Edad (anos)
2.5 15
4.0 24
6.0 32
8.0 56
9.0 49
9.5 76
12.5 90
15.5 89
: 1. Concentraciones de dioxido de cerbono  En la tabla se listan las concentra-
G f.;c;nggnt{rm::l ciones de diéxido de carbono (CO,) en la atmdsfera, medidas en partes por millén
21PP (ppm) en el observatorio Mauna Loa de 1984 a 2000,
1984 3443 a) Construya una grifica de dispersién de los datos,
{33 ;:Tg b) Encuentre y grafique la recta de regresidn.
1990 354:ﬂ c) Use el modelo lincal del inciso b) para estimar la concentracién de CO, en la
1992 356.3 atmosfera en 2001, Compare su respuesta con la concentracidn real de CO, de 371.1
1994 158.0 medida en 2001.
lggﬁ 362.? 6. Temperatura v ﬂnl'll,y-_- chirreagoros hmhiﬁ!ﬂgnqlmnnhmajuque la tasa de
1998 366.5 chirrido de ciertas especies parece estar relacionada con la temperatura. En la tabla se
2000 369.4 muestran las tasas de chirmdo para varias temperaturas,
a) Construya una griifica de dispersion de los datos.
b) Encuentre y grafique la recta de regresion.
¢) Use el modelo lineal del inciso b) para estimar la tasa de chirrido a 100°F.
Temperatura | Tasa de chirrido
("F) {chirridos/min)
50 20
55 46
6l 79
63 91
Ingreso Tasa de ulcera 10 113
15 1 40
$4 000 14.1 80 173
56 000 13.0 85 198
$8 000 134 o) 211
$12 000 124
$16 000 12.0 y ;
$20 000 12§ 6 Tasas de ulcera  En latabla del margen se muestran las tasas de dleera péptica (por
$30 000 10.5 cada 100 personas) para varios ingresos familiares segiin el informe de 1989 de la
m 000 9.4 Macional Health Interview Sﬂf\'ﬂj'q
$60 000 8.2 a) Construya una gréifica de dispersion de los datos.

b) Encuentre y grafique la recta de regresidn.
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Aviones modelo

Cuando se considera la palabra
“modelo”, con frecuencia se piensa
en un modelo de automdévil o un
modelo de aeroplano. De hecho,
este uso cotidiano de la palabra
modelo commesponde a su uso en
matematicas. Un modelo represen-
ta por lo general cierto aspecto del
objeto onginal. Asi, un modelo de
avion representa el aspecto real
del avidn. Antes de 1980 los fabri-
cantes de aviones construian ma-
quetas a escala completa de nuevos
disefios de aviones para probar sus
propiedades aerodindmicas. En la
actualidad, los fabricantes “cons-
truyen” modelos matemdticos de
aviones, que son almacenados en la
memona de las computadoras. Las
propiedades aerodinimicas de los

“aeroplanos matemdlicos” corres-

ponden a las de los aviones reales,
pero los aviones matemalicos se
pueden volar y probar sin salir de la
memaona de la computadora.

Ano Esperanza de vida

1920 | 54.1
1930 59.7
1940 | 62.9
1950 | 68.2
1960 | 69.7
1970 70.8
1980 73.7
1990 75.4
2000 76.9
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c) Estime la tasa de ilcera péptica para un nivel de ingreso de $25 000 de acuerdo con
el modelo lineal del inciso b).

d) Calcule la tasa de dlcera péptica para un nivel de ingresos de $80 000 de acuerdo con
el modelo lineal del inciso b).

Preponderancia de! mosquito  En la tabla se muestra la abundancia relativa de
mosquitos (medida por la tasa de preponderancia del mosquito) contra el caudal (medido
como un porcentaje del caudal méximo) de redes de canales en la ciudad de Saga, Japdn.

a) Construya una grifica de dispersién de los datos.
b) Encuentre y grafique la recta de regresidn.

¢} Use el modelo lineal del inciso b) para estimar la tasa positiva de mosquitos si el cau-
dal de canal es 70% del mdximo.

Caudal Tasa positiva de
(%) mosquitos (%)
0 22 I
10 16 |
40 12 |
60 11 |
90 6
100 2
Huido e antengiilidor Los audidlogos estudian la inteligibilidad de los enunciados

hablados en diferentes condiciones de ruido. La inteligibilidad. la puntuacién MET, se
mide como el por ciento de un enunciado hablado que la persona que escucha puede
descifrar a cierto nivel de ruido en decibeles (dB). En la tabla se muesiran los resulia-
dos de una de estas pruebas.

a) Elabore una grifica de dispersion de los datos.
b} Encuentre y grafique la recta de regresidn.
c} Encuentre el coeficiente de correlacién. ;Es apropiado un modelo lineal?

d) Use el modelo lineal del inciso b) para estimar la inteligibilidad de un enunciado a
un nivel de ruido de 94 dB.

Nivel de ruido (dB) Puntuacion MRT(%)

B0 99 -
B4 9] ,
B8 84 :
92 , 70 |
96 47 !

100 ! 23 |

104 1 :

Esperanza de vi La esperanza de vida promedio en Estados Unidos ha estado
suhlfmdn d:fummpﬂm.tmnte en las dltimas décadas, como se muestra en la tabla.

a) Construya un diagrama de dispersitn de los datos.
b) Encuentre y grafique la recta de regresion,

c) Use el modelo lineal que encontrd en el inciso b) para predecir la esperanza de vida
en ¢l afio 2004,

d) Busque en Internet o en la biblioteca la esperanza de vida promedio de 2004,
Compare con su respuesta del inciso c).
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10, Alturas de edificios altos  En la tabla se dan las alturas y el ndmero de pisos de 11
edificios altos.

a) Elabore una gréfica de dispersién de los datos.
b) Encuentre y grafique la recta de regresion.
c) ;Cudl es la pendiente de su recta de regresion? ;Qué indica su valor?

Edificio Altura (pies) Pisos
Empire State Building, Nueva York 1250 102
One Liberty Place, Filadelfia 945 61
Canada Trust Tower, Toronto 863 51
Bank of America Tower, Seattle 043 76
Sears Tower, Chicago 1450 110
Petronas Tower [, Malasia 1483 88
Commerzbank Tower, Alemania 850 60
Palace of Culture and Science, Polonia 7158 42
Republic Plaza, Singapur 919 66
Transamerica Pyramid, San Francisco 853 48
Taipei 101 Building, Taiwin 1679 101

11 Hegistros de nado olimpico  En la tabla se dan los tiempos de medalla de oro en el
evento de nado olimpico de 100 m estilo libre para varones y mujeres.
a) Encuentre las rectas de regresitn para los datos de varones y los datos de mujeres.

b} Bosqueje ambas rectas de regresidn en la misma gréifica. ;Cudndo estas rectas pre-
dicen que las mujeres vencerdn a los varones en el evento? ;Esta conclusitn parece

ser razonable?
VARONES MUJERES
Afio Medallista de oro | Tiempo (s) Ano Medallista de oro Tiempo (s)
| 1908 C. Daniels, USA | 65.6 1912 F. Durack, Australia 82.2
1912 D. Kahanamoku, USA ] 63.4 1920 E. Bleibtrey, USA 73.6
1920 D. Kahanamoku, USA | 61.4 1924 E. Lackie, USA 724
1924 J. Weissmuller, USA | 59.0 1928 A. Osipowich, USA T1.0
1928 | JWeissmuller, USA | 586 1932 | H. Madison, USA 66.8
1932 | Y. Miyazaki, Japon 58.2 1936 H. Mastenbroek, Holanda 659
1936 F. Csik, Hungria | 376 1948 G. Andersen, Dinamarca 66.3
1948 W. Ris, USA 573 1952 K. Szoke, Hungria 66.8
1952 C. Scholes, USA 574 1956 D. Fraser, Australia 62.0
1956 J. Hennicks, Australia 55.4 1960 D. Fraser, Australia 61.2
i 1960 1. Devitt, Australia 55.2 1964 D. Fraser, Australia 59.5
| 1964 D. Schollander, USA 534 1968 J. Henne, USA 60.0
| 1968 M. Wenden, Australia 522 1972 S. Nielson, USA 58.59
| 1972 M. Spitz, USA 51.22 1976 K. Ender, E. Alemania 55.65
| 1976 J. Montgomery, USA 49.99 1980 B. Krause, E. Alemania 54.79
1980 J. Woithe, E. Alemania 50.40 1984 (Tie) C. Steinseifer, USA 55.92
| 1984 | R Gaines, USA 49.80 N. Hogshead, USA 55.92
1988 M. Biondi, USA 48.63 1988 K. Otto, E. Alemania 54.93
1992 A. Popov, Russia 49.02 1992 Z_ Yong, China 54.64
| 1996 | A.Popov, Russia 48.74 1996 | L.Jingyi, China 54.50
2000 P. van den Hoogenband, 2000 L. DeBruijn, Holanda 53.83
| Paises bajos 48.30 2004 J. Henry, Australia 53.84
2004 P. van den Hoogenband,
Paises bajos 48.17
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Estatura de los padres y estatura de sus hijos En 1885, Sir Francis Galton

compard la estatura de los hijos con la de sus padres. Su estudio es considerado uno de

los primeros usos de la regresidn. En la tabla se prorpocionan algunos de los datos onigi-

nales de Galton. El término “estatura promedio de los padres™ significa ¢l promedio de

estaturas del padre y de la madre.

a) Encuentre una ecuacitn lineal que modele los datos.

b) ;Qué tan bien predice el modelo su propia estatura (con base en las estaturas de sus
padres)?

Estatura promedio | Estatura de
de los padres (pulg.) los hijos (pulg.)
64.5 66.2
65.5 66.2
66.5 67.2
67.5 69.2
68.5 67.2
68.5 69.2 i
69.5 TL.2 :
69.5 70.2 !
705 69.2 I
70.5 70.2 |
72.5 722 .
T3.5 73.2 |

Medida del zapato y estatura  (Considera que estdn relacionadas la medida del
zapato y la estatura? Investigue mediante una encuesta acerca de la medida del zapato
y la estatura de los integrantes de su grupo de clases. (Por supuesto, los datos para los
varones deben ir aparte de los de las mujeres.) Encuentre el coeficiente de correlacion.

Demanda de caramelos En este problema se determinard una ecuacion de

demanda lineal que describe la demanda de caramelos en su grupo de clases. Encueste a

sus compafieros para determinar qué precio estarian dispuestos a pagar por cada

caramelo. La forma de su encuesta podria asemejarse a la que se muestra a la izquierda,

a) Construya una tabla del nimero de encuestados que responden “si” en cada nivel de
precio.

b) Construya una grifica de dispersién de sus datos.

¢) Encuentre y grafique la recta de regresién y = mp + b, que proporcione el nimero
de encuestados y que comprarian un caramelo si el precio fuera p centavos. Esta es la
ecuacidn de demanda. ;Por qué es negativa la pendiente m?

d) ;Cudl es el intersecto p de la ecuacidn de demanda? [ Qué indica el interfecto acerca
el precio de los caramelos?
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Funciones polinomiales y sus-grafi:as

Division de polinomios

Ceros reales de polinomios

Numeros complejos

Ceros complejos y el teorema fundamental del algebra
Funciones racionales

J. L Amos fSuperSiock

Esquema del capitulo

Las funciones definidas por expresiones polinomiales se llaman funciones polino-
miales. Por ejemplo,

Plx) =2x"—x+ 1

es una funcion polinomial. Las funciones polinomiales son féciles de evaluar por-
que estdn definidas con silo suma, resta y multiplicacion. Esta propiedad hace que
sean las funciones mds dtiles en matemdticas.

Las grificas de funciones polinomiales pueden aumentar y disminuir varias ve-
ces. Por esta razon son dtiles para modelar muchas situaciones del mundo real. Por
ejemplo, el duefio de una fibrica nota que si incrementa el nimero de trabajadores,
se incrementa la productividad, pero si hay demasiados trabajadores, la productivi-
dad comienza a disminuir. Esta situacion se modela mediante una funcién polino-
mial de grado 2 (un polinomio cuadritico). En muchas especies animales los jovenes
experimentan un crecimiento acelerado inicial, seguido de un periodo de crecimien-
to lento, seguido de otro crecimiento acelerado. Este fendmeno se modela mediante
una funcidn polinomial de grado 3 (un polinomio cibico).

Productividad & Longitud &

P

Nimero de tr;hajadur:s i Afios

La productividad se modela El crecimiento se modela
mediante un polinomio de grado 2. mediante un polinomio de grado 3.

Las grificas de funciones polinomiales son hermosas curvas lisas que se emplean en
procesos de disefio. Por ejemplo, los constructores de botes juntan porciones de gri-
ficas de diferentes funciones ciibicas (llamadas splines cibicos) con el fin de disefiar
las curvas naturales para el casco del bote.

En este capitulo se estudian funciones racionales, que son cocientes de funciones
polinomiales. Se verd que las funciones racionales también tienen muchas aplica-
ciones ttiles.
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3.1 Funciones polinomiales y sus graficas

Antes de trabajar con funciones polinomiales, se debe acordar acerca de cierta ter-
minologia.

Funciones polinomiales

Una funcién polinomial de grado n es una funcién de la forma

Px)=ax"+a,.x" '+ ---+ax+ay
donde n es un entero no negativo y a, # 0.

Los nimeros ag, a,, as, ..., a, se llaman coeficientes del polinomio.
El numero a, es ¢l coeficiente constante o término constante.

El nimero a,, el coeficiente de la potencia mds alta, es ¢l coeficiente prin-
cipal, y el término a,x" es el término principal.

Es comiin referirse a las funciones polinomiales simplemente como polinomios. El
siguiente polinomio tiene grado 5, coeficiente principal 3 y término constante —6.

Coeficiente
principal 3

I+ -2+ +x—6

cipal 3

Aqui hay algunos ejemplos mds de polinomios.

P(x) =3 Grado O
Ox) =4x— 7 Grado 1
Rix) =x*+=x (Grado 2

Sx)=2x*—6x*—10  Grado3

Si un polinomio consta de un solo término, entonces se llama monomio. Por ejem-
plo, P(x) = x* y @(x) = —6x’ son monomios.
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Graficas de polinomios

Las grificas de polinomios de grado 00 o | son rectas (seccidon 1.10), y las grificas
de polinomios de grado 2 son pardbolas (seccidn 2.5). Mientras mayor sea el gra-
do del polinomio, mais complicada serd la grifica. Sin embargo, la grifica de una
funcién polinomal es siempre una curva lisa; es decir, no tiene discontinuidades en
las esquinas (véase figura 1). La demostracidn de este hecho requiere célculo.

L .J'I 1

L 0, N

/

ﬁj \ el \ ar
me x..f\
N

P " g

X X |I X
No es la grifica de una Grifica de una funcidn Grifica de una funcién
funcidn polinomial polinomial polinomial

Las funciones polinomiales méds simples son los polinomios P(x) = x", cuyas
grificas se muestran en la figura 2. Segiin indica la figura, la gréifica de P(x) = x”
tiene la misma forma general que y = x* cuando n es par y la misma forma general
que, ¥ = x* cuando n es impar. Sin embargo, a medida que el grado n es mds gran-
de, las graficas se vuelven mds planas respecto al origen y méds inclinadas en otra

-Fﬂ -.Fﬂ ?JL
1+ j \I + 1+
== ax ) 1 :

&

=Y

d) v=

"Ejemplo1 Transformaciones de monomios

Bosqueje las grificas de las siguientes funciones.
a) P(x) = —x’ b) Ox) = (x - 2)°
c) R(x) = -2+ + 4

Solucidon  Se usan las gréficas de la figura 2 y se transforman con las técnicas de
la seccidn 2.4,

a) La grifica de P(x) = —x’ es la reflexi6n de la gréfica de y = x’ en el eje x,
como se muestra en la figura 3(a) en la pdgina siguiente.
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Matematicas en el
mundo moderno

Curvigrafos (splines)

Un curvigrafo es una tira larga
de madera que se curva mientras
se mantiene fija en cierios puntos,
En el pasado, los constructores de
bugques empleaban curvigrafos pa-
ra crear la forma curvada del cas-
co de un barco. Los curvigrafos se
empleaban también para hacer las
curvas de un piano, violin o el pi-
co de una tetera.

S

Los mateméticos descubrieron que
las formas de los curvigrafos se ob-
tienen al juntar partes de polino-
mios. Por ejemplo, la grifica de un
polinomio cdbico se puede hacer
para ajustar puntos especificados
ajustando los coeficientes de los po-
linomios (véase el ejemplo 10, pd-
gina 261). Las curvas obtenidas de
esta manera se llaman splines cibi-
cos. En los modernos programas
de disefio por computadora, como
Adobe ustrator o Microsoft Paint,
una curva s¢ puede trazar fijando
dos puntos, luego, se usa el raton
para arrastrar uno o mds puntos de
anclaje. Mover los puntos de ancla-
je equivale a ajustar los coeficien-
tes polinomiales de un polinomio
citbico.

b) La grificade Q(x) = (x — 2)* es la grifica de y = x" desplazada a la derecha 2
unidades, como se muestra en la figura 3(b).

¢) Se comienza con la grifica de y = x°. La gréfica de y = —2x’ se obtiene

alargando la grifica verticalmente y reflejindola en el eje x (véase la grifica azul

discontinua en la figura 3(c)). Por dltimo la gréifica de R(x) = —2x° + 4 se ob-

tiene por un desplazamiento hacia arriba de 4 unidades (véase la gréficaen r0jode

la figura 3(c)).

Qx) = (x — 2)*

S
Pix) X yi

b)

Comportamiento extremo y el téermino principal

El comportamiento extremo de un polinomio es una descripcidn de lo gue suce-
de cuando x se vuelve grande en la direccién positiva o negativa. Para describir el
comportamiento extremo, se usa la siguiente notacion:

significa  “x se hace grande en la direccion positiva™

X— —00 significa “x se hace grande en la direccidn negativa”

Por ejemplo, el monomio y = x° en la figura 2(b) tiene el siguiente comportamiento
extremo:

y—o0 cuando x-— o0 ¥ y—o00 coando x— —o0

El monomio y = x” en la figura 2(c) tiene el comportamiento extremo

y—00 cuando x-— 00 y y— —00 cuando x— —o0

Para cualquier polinomio, el comportamiento extremo estd determinado por el tér-
mino gue contiene la potencia mds alta de x, porque cuando x es grande, los otros
términos son de tamafio relativamente insignificante. En el cuadro siguiente se mues-
tran los cuatro tipos posibles de comportamiento extremo, con base en la potencia
mas alta y el signo de su coeficiente.
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Comportamiento extremo de polinomios

El comportamiento extremo del polinomio P(x) = ax" + a,_x""' + -+ + a;x + a, se determina por el grado n
y el signo del coeficiente principal a,, como se indica en las siguientes grificas.

P tiene grado impar P tiene grado par
¥ =% cuando ¥ = Mouando y—* Souando W = Spuando
¥ =3 @ X = =@ X —» = X —» @
Yi / \ Yi Yi L
!_,." ‘."',. # L = 4‘ 1'I|
'i ..,‘-J-r L5 ,.."". h‘ Pl Py ¥
/ . i
- . L] .
0 X 0 X * 0 F x 0 X
\‘ 3 '1 -h‘ F
- % &
o
¥ —» —Oguando Y — —Opuando ¥ = =0puando y—»=0puando
N =30 X =00 ¥ = =i X =p

Coeficiente principal positive Coeficiente principal negative Coeficiente principal positivo Coeficiente principal negativo

Ejemplo2 Comportamiento extremo de un polinomio
Determine el comportamiento final del polinomio
Pix)=-2x*+ 5"+ 4x - 7

Solucién El polinomio P tiene grado 4 y coeficiente principal —2. Asf,
P tiene grado par y coeficiente principal negative de modo que tiene el siguiente
comportamiento extremo:

y=+ =00 cuando x-— o0 y y=+ =00 coando x— =00

En la grifica de la figura 4 se ilustra el comportamiento extremo de P.

Figura 4
P(x) = —2x*+ 5x" + dx — 7

30
e
-3 — 5
/ \ y — —eGuando
¥y —* —Sguando / T \ % =3
X = i I"-,
=50

"Ejemplo3 Comportamiento extremo de un polinomio a

a) Determine el comportamiento extremo del polinomio P(x) = 3x* — 5x* + 2x.
b) Confirme que P y su término principal Q(x) = 3x” tiene el mismo compor-
tamiento extremo graficindolos juntos.
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Solucién

a) Puesto que P tiene grado impar y coeficiente principal positivo, tiene el si-
guiente comportamiento extremo:

y—+o00o cuando x—o00 ¥ y— —oo cuando x— —oo

b) En la figura 5 se muestran las grificas de P y Q en rectingulos de visin cada
vez mds grandes, Mientras mds grande sea el rectdngulo de visidn, més se pare-
cen las grificas. Esto confirma que tienen el mismo comportamiento extremo.,

10 00O

Figura 5

P(x) = 3x* — 52° + 2x

x) = 3*
x P(x) Q(x)
15 2261 280 2278125
30 | 72765060 | 72 900 000
50 | 936875100 | 937 500 000

=10 000
]

Para ver de forma algebraica por qué Py Q en el ejemplo 3 tienen el mismo com-
portamiento extremo, factorice a P como sigue y compare con (.

5 2
P{I}=3.IS(I'FE+F) Q{.I]=3.J:s
Cuando x es grande, los términos 5/3x? y 2/3x* se aproximan a 0 (véase el ejercicio
79 en la pdgina 12). Por lo tanto para x grande, se tiene

P(x) = 3x°(1 = 0 — 0)= 3x" = Q(x)
Asi, cuando x es grande, P y { tienen aproximadamente los mismos valores. Se
puede observar esto también en forma numérica mediante la construccién de una
tabla como la que se presenta al margen.

Por el mismo razonamiento se puede mostrar que el comportamiento extremo de
cualquier polinomio se determina por su término principal.

Uso de ceros para graficar polinomios

Si P es una funcién polinomial, entonces ¢ se llama un cero de P si P(c) = (. En
otras palabras, los ceros de P son las soluciones de la ecuacién polinomial P(x) = (.
Hay que observar que si P(c) = 0, entonces la gréfica de P tiene una interseccién con
el eje x en x = ¢, asi que las intersecciones en x de la grifica son los ceros de la funcién.

Ceros reales de polinomios

Si P es un polinomio v ¢ es un nimero real, entonces los enunciados siguien-
tes son equivalentes.

1. ¢ es un cero de P.

2. x = ¢ es una solucién de la ecuacion P(x) = 0.

3. x — c es un factor de P(x).

4. x = ¢ es una interseccién en x de la grifica de P.
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Para hallar los ceros de un polinomio P, se factoriza y luego se usa la propiedad
del producto nulo (véase la pdgina 47). Por ejemplo, para hallar los ceros de
P(x) = x* + x — 6, se factoriza P para obtener

Pix) = (x = 2)(x + 3)
De esta forma factorizada se puede observar ficilmente que

1. 2 es un cero de P.

2. x = 2 es una solucién de la ecuacién x* + x — 6 = 0,
3. x — 2 esun factorde x* + x — 6,

4. x = 2 es una interseccién en x de la grifica de P.

Los mismos hechos son ciertos para el otro cero, —3.

El siguiente teorema tiene muchas consecuencias importantes. (Véase, por ejem-
plo, el Proyecto de descubrimiento de la pdgina 283.) Aqui se emplea como ayuda
para graficar funciones polinomiales.

Teorema del valor intermedio para polinomios

Si P es una funcién polinomial y P(a) y P(b) tienen signos opuestos, en-
tonces existe por lo menos un valor ¢ entre a v b para el cual P(c) = 0.

No se demostrard este teorema, pero en la figura 6 se muestra por qué es intuitiva-
mente plausible.

Una consecuencia importante de este teorema es que entre dos ceros sucesivos
cualesquiera, los valores de un polinomio son todos positivos o negativos. Es decir,
entre dos ceros sucesivos la grifica de un polinomio yace por completo arriba o
abajo del eje x. Para ver por qué, suponga que ¢, ¥ ¢, son ceros sucesivos de P. 5i P
tiene ambos valores positivos y negativos entre ¢, y ¢,, entonces por el teorema del
valor intermedio P debe tener un cero entre ¢, y c;. Pero eso no es posible porque c,
Y ¢; son ceros sucesivos. Esta observacidn permite usar las siguientes normas para
graficar polinomios.

MNormas para graficar funciones polinomiales

1. Ceros. Factorizar el polinomio para hallar todos sus ceros reales; estos son
las intersecciones con el eje x de la grifica,

2. Puntos de prueba. Construir una tabla de valores para el polinomio.
Incluir los puntos de prueba para determinar si la grifica del polinomio yace
arriba o abajo del eje x en los intervalos determinados por ceros. Incluya
la interseccién y en la tabla.

3. Comportamiento extremo. Determine el comportamiento extremo del
linomi
4. Grafica. Trace las intersecciones y otros puntos que encontré en la tabla.

Bosqueje una curva lisa que pase por estos puntos y exhiba el comporta-
miento extremo requerido



Matematicas en el
mundo moderno

Diseno automotriz

El disefio auxiliado por computado-
ra (DAC) ha cambiado por comple-
to la forma en que las compaifiias
disefian y fabrican automdviles.
Antes de 1980 los ingenieros auto-
motrices construirian un modelo
“esencial” a escala completa de un
nuevo automévil propuesio; ésia
era en realidad la dnica forma para
decidir si el disefio era factible. Los
ingenieros automotrices de hoy dia
construyen un modelo matemdtico,

uno que existe sélo en la memorna
de una computadora. El modelo
incorpora todas las caracteristicas
principales de disefio del automd-
vil. Ciertas curvas polinomiales, lla-
madas splines, se emplean para dar
forma al cuerpo del automowvil. El
“automdvil matemdtico™ resultante
s¢ puede probar para estabilidad
estructural, manejo, aerodinimica,
respuesta de la suspension y mds.
. Todas estas pruebas se hacen antes
de que sea construido un prototi-
po. Como puede imaginar, el DAC
ahorra a los fabricantes millones de
délares cada afio. Lo que e¢s mis
importante, el DAC da a los inge-
nieros automotrices mucha mis
flexibilidad en el disefio; los cam-
bios deseados pueden ser creados
y probados en segundos. Con la
ayuda de grificas de computado-
ra, los disefiadores pueden ver qué
tan bien se ve ¢l “automévil mate-
mético™ antes de que construvan el
real. Ademds, el automdvil matemd-
tico s¢ puede examinar desde cual-
girado o visto desde el interior. Es-
tas manipulaciones del automdvil
en el monitor de la computadora
se traducen matemdticamente al re-

solver grandes sistemas de ecua-

ciones lineales,
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Ejemplo 4 Uso de ceros para graficar una funcion polinomial
Bl.‘.l&l:]l.lﬂjﬂ la gréfica de la funcién polinomial P(x) = (x + 2)(x — 1)(x — 3).

Solucion Los ceros sonx = —2, 1 y 3. Estos determinan los intervalos

(=00, —2),(—2,1),(1,3) vy (3, 00). Si se emplean estos puntos de prueba en
estos intervalos, se obtiene la informacién del siguiente diagrama de signos (véase
la seccidn 1.7).

Punto de Funto de Pun to de Puntode
prueba prueba prueba prusba
x=-3 x==1 K=2 x=4
P(-3)<0 P[>0  P2)<0 P@)> 0
- 1 3
Signo de | | 1 ]
Plx) = (x+2)(x— )x—3) - 4 " +
Grifica de P abajo del arriba del abajo del | arriba del
' ejex gje x eje x ejex
I

Graficar algunos puntos adicionales y conectarlos con una curva uniforme ayuda a
completar la grifica de la figura 7.

x | Px) Puntods V4 Funtode
Punto de prueba — | —3 | —24 pruska 1
2 0 F‘[—‘J- >0 T P{#} 2
Punto de prucha —» =1 B
0 6
1 0
Punto de prucha — 2 —4
A 0 Puntode 1
Punto de prueba — 4 18 prueba | Funtode
P(=3) <0 prusba
T P(2) <O
|
Figura 7
P(x) = (x + 2)(x = 1}(x — 3) =

"Ejemplo5 Localizacion de ceros y graficacion
de una funcién polinomial

Sea P(x) = x* — 2x* — 3x.
a) Encuentre los ceros de P, b) Bosqueje la grifica de P.
Solucion

a) Para hallar los ceros, se factoriza por completo.
Px)=x'—2x"- %

= x(x? = 2x - 3)
=xix = 3)(x + 1)

Por lo tanto, losceros sonx =0, x=3yx = —1.

Factorizar x

Factor cuadratico



SECCION 3.1 Funciones polinomiales y sus gréficas 2567

b) Las interseccionesenxsonx =0, x = 3 y x = —|. La interseccién en y es
P(0) = 0. Se construye una tabla de valores de P(x), asegurindose de elegir
puntos de prueba entre (y a la derecha e izquierda de) ceros sucesivos.

Puesto que P es de grado impar y su coeficiente principal es positivo, tiene el
siguiente comportamiento extremo:

y—00 cuando x— 00 y y— —o0 cuando x— —o00

Se grafican los puntos de la tabla y se unen mediante una curva uniforme para
completar la grifica, como se muestra en la figura 8.

Punto de procha — | —2 10

Punto de prucha — --—i §

Pumto de proeha — 1 -4
2 -6
3 il
Pumto de prueha — 4 20
L
Ejemplo 6 Localizacion de ceros y graficacion de una H
funcion polinomial
Sea P(x) = —2x* — x? + 3%
a) Encuentre los ceros de P. b) Bosquejar la grifica de P.
Solucion

a) Para hallar los ceros, se factoriza por completo.

P(x) = =2x* — 2’ + 3x?
= —x{2x? + x - 3) Factorizar —x°

= —x}2x + IYx-=1) Factor cuadratico

En consecuencia, loscerossonx =0, xr = —3yx = 1.

b) Las interseccionesenxsonx =0, x = *% y x = 1. La interseccidn en y es
P(0) = 0. Se construye una tabla de valores de P(x), aseguréindose de elegir
puntos de prueba entre (y a la derecha e izquierda de) ceros sucesivos.

Puesto que P es de grado par y su coeficiente principal es negativo, tiene el
siguiente comportamiento extremo:

y—oo cuando x— oo y y— —oo cuando x— —oo
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La tabla de valores se calcula con mds
facilidad 51 se emplea una calculadora
programable o una calculadora para
grificas.

Se grafican los puntos de la tabla y se unen mediante una curva uniforme para
completar la grifica, como se muestra en la figura 9.

x | Py
-2 [-12
-15 | 0
=1 2
—{:3 0.75

0 0

05 | 05

! 0

15 | —6.75

Figura 9

Plx) = =2x* — x* + 357

'Ejemplo 7 Hallar los ceros y graficar una funcion

polinomial

Sea P(x) = x* — 2x? + 4x + 8.

a) Hallar los ceros de P.
Solucion

b) Bosquejar la grifica de P.

a) Para hallar los ceros se factoriza por completo.
Px)=x*—2x"—d4x + 8

= x¥x = 2) — 4(x - 2)

= (x? — 4)(x — 2)

=({x+ 2)(x — 2){x — 2)

=(x + 2)(x — 2)°

En consecuencia, los ceros son x = —2yx =2,
b) Las intersecciones en x sonx = —2 y x = 2. La interseccién en y es P(0) = 8.
Se construye una tabla de valores de P(x).
Puesto que P es de grado par y su coeficiente principal es negativo, tiene el
siguiente comportamiento extremo:

y—o00 cuando x-— 00 y

Agrupe y factorice
Factorice x — 2
Diferencia de cuadrados

E:l-mq:lif'que

y=+ —00 cuando x-— —00

Se unen los puntos mediante una curva uniforme para completar la gréfica de la

figura 10.
x | Plx)
-3 | ~25
~g 0
~1 9
0 8
1 3
2z (]
3 5

¥

Figura 10

Plx) =x—2x"—dx + 8

0
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Forma de la grafica cerca de un cero

Aungue x = 2 es un cero del polinomio del ejemplo 7, la grifica no cruza el eje x en
la interseccién con el eje x en x = 2. Esto es porque el factor (x — 2)* que corres-
ponde a ese cero estd elevado a una potencia, asi que no cambia de signo cuando se
prueban los puntos en cualquier lado de 2. En la misma forma, la gréifica no cruza el
eje x en x = 0 en el ejemplo 6.

En general, si ¢ es un cero de P y el factor correspondiente x — ¢ ocurre exacta-
mente m veces en la factorizacion de P entonces se dice que ¢ es un cero de multi-
plicidad m. Al considerar puntos de prueba en cualquier lado del cruzamiento x = ¢,
se concluye que la gréfica cruza el eje x en ¢ si la multiplicidad m es impar o no
cruza el eje x si m es par. Ademds, se puede demostrar por medio del cdlculo que cer-
ca de x = ¢ la grifica tiene la misma forma general que A(x — ¢)™.

Forma de la grafica cerca de un cero de multiplicidad m

Suponga que ¢ es un cero de P de multplicidad m. Entonces la forma de la
grifica de P cerca de ¢ es como sigue.

Multiplicidad de ¢ Forma de la gréafica de P cerca de la interseccion
conelejexenx=c

Yi i

m imp:m m > 1 /’E— ‘_; o o
¥Vi
m par, m > 1 —A*L'i. = i —W

Graficacion de una funcién polinomial
usando sus ceros
Grafique el polinomio P(x) = x*(x — 2)%x + 1)~

Solucién Los ceros de Pson —1, 0y 2, con multiplicidades 2, 4 y 3, respectiva-
mente.

-

0 es un cero de 2 ssuncarode 6% uncerode
multiplicidad 4. multiplicidad 3, ~ Multiplicidad '

P(x) = x*(x = 2)(x + 1)

El cero 2 tiene multiplicidad impar, asi que la grifica cruza el eje x en la intersec-
cidn en x = 2. Pero los ceros 0 y —1 tienen multiplicidad par, as{ que la gréfica no
cruza el eje x en las interseccionesenx = Oyenx = —1,

Puesto que P es un polinomio de grado 9 y tiene coeficiente principal positivo,
tiene el siguiente comportamiento extremo:

y=s00o cuando x—o00 ¥y y— —o00 cuando x— —oo
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Con esta informacion y una tabla de valores, se bosqueja la grifica en la figura 11.

x | Plx) 1
-13| -9.2
=] 1 51
-05| -39 Mul tiplicidades -

0 0 pares
1 -4
2 0
2.3 8.2

X

Mul tiplicidad
impar

Figura 11
Plx) = xYx = 2)x + 1} ' ]

B Maximosy minimos locales de polinomios

Recuerde de la seccidn 2.5 que si el punto (a, f{a)) es el punto mds alto en la grifica
de f dentro del rectingulo de visién, entonces f(a) es un valor mdximo local de f, y
si (b, f(b)) es el punto minimo en la grifica de f dentro de un rectingulo de visidn,
entonces f(b) es un valor minimo local (véase la figura 12). Se dice que tal punto
(@, f(a)) es un punto méximo local en la grifica y que (b, f(b)) es un punto mini-
mo local. El conjunto de todos los puntos locales médximos y minimos sobre la gri-
fica de una funcidn se conocen como sus extremos locales.

(@, fla))
Punto médximo local

¥y = fix)

/ b, )
Punto minimo local

A ;
Figura 12

=Y

Para una funcién polinomial el nimero de extremos locales debe ser menor que el
grado, como indica el siguiente principio. (Una demostracién de este principio re-
quiere cdlculo.)

Extremos locales de polinomios

SiP(x) =ax"+a,_x""' + -+ + a,x + a,es un polinomio de grado n,
entonces la grifica de P tiene a lo sumo n — 1 extremos locales,

Un polinomio de grado n puede tener de hecho menos de n — | extremos loca-
les. Por ejemplo, P(x) = x” (graficada en la figura 2) no tiene extremos locales, aun



SECCION 3.1 Funciones polinomiales y sus gréficas 261

cuando es de grado 5. El principio precedente indica sélo que un polinomio de gra-
do n puede tener no mds de n — | extremos locales.

Ejemplo 9 Numero de extremos locales

Determine cudntos extremos locales tiene cada polinomio,
a) Pyx) =x* + x* — 16x% — 4x + 48
b) Pix) =x* +x* = 5x — 15x* +dx — 15 ) Pyx) = Tx* + 3x* — 10x

Solucion Las grificas se muestran en la figura 13,

a) P, tiene dos puntos minimos locales y un punto miximo local, para un total de
tres extremos locales.

b) P, tiene dos puntos minimos locales y dos puntos méximos locales, para un to-
tal de cuatro extremos locales,

¢) P tiene s6lo un extremo local, un minimo local.

100 100 100
\ f | |
| | J ' \
{ f}.\ IlI|.' ! K| \
-5 _&_._A__p.b‘%,_ 5 -5 e w E = . 5 - *—-——\vk-.n"'r—r-—r—t— 5
\/ ~T\
|'|I |
.“ |
—100 —100 =100
i b} <)
F.f.:}=.1"+.t!—lﬁ —d4x + 48 Pix)=x +W™—5x'—-15 +4x-—15 Plxy=Tx*+3 - 10x
Figura 13 -

Figura 14
Una familia de polinomios
P(x) = x* - ex?

Con una calculadora para grificas se pueden trazar ripidamente las grificas de
muchas funciones a la vez, en la misma pantalla de visién. Esto permite ver cémo
cambiar un valor en la definicién de las funciones, afecta la forma de su gréfica. En el
ejemplo siguiente se aplica el principio a una familia de polinomios de tercer grado.

'Ejemplo 10 = Una familia de polinomios
Bosqueje la familia de polinomios P(x) = x* — ex*parac =0, 1, 2 y 3. ;Cémo
afecta a la grifica cambiar el valor de 7

Solucion Los polinomios
Pyix) = x* P(x) = x* — x*
Pyx) = x* — 2x? Py(x) = x* — 3x?

se grafican en la figura 14. Se¢ puede observar que incrementar el valor de ¢ oca-
siona que la gréfica desarrolle un “valle” cada vez més profundo a la derecha del

eje v, lo cual crea un médximo local en el origen y un minimo local en un punto en el
cuadrante IV, Este minimo local se mueve hacia abajo y a la derecha a medida que
se incrementa ¢. Para ver por qué sucede esto, factorice a P(x) = x*(x — ¢). El
polinomio P tiene ceros en 0 y ¢, y més a la derecha estard el minimo entre Oy c y
mientras mds grande sea ¢ més a la derecha estard el minimo entre 0 y ¢, ]
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1-4 = Bosqueje la grifica de cada funcién transformando la
grifica de una funcién apropiada de la forma y = x" de la figura
2. Indique las intersecciones con los ejes x y v en cada grifica.

1. a) Px) =x"— 4 b) Qfx) = (x — 4)*

¢) Rix) =2x* -2 d) S(x) =2z - 2y’
2. a) P(x) =x* - 16 b) Qfx) = (x + 2)*

) Rix)=(x+2)-16 d) S(x)=-2x+2)
la)Px)=x"—-8 b) Q(x) = —x' + 27

¢) R(x) = =(x + 2)° d) S(x)=3x—-1) +4
4. a) P(x) = (x + 3)’ b) QOfx) =2(x +3)° — 64

¢) R(x) = —§(x - 2)? d) Sx)=-4x—-2) + 16

5-10 » Compare la funcién polinomial con una de las grificas
I-V1. D¢ razones para su eleccidn.

5. P{x) = x(x* — 4)
T. Rix) = —x + 52" — dx
9, Tx) = x* + 2x°

6. Ox) = —xYs*— 4)
8. S(x) = 12 — 24
10. Ulx) = —x* + 2x°

[ " 1 s ¥ e
g T

11-22 = Bosqueje la grifica de la funcidn polinomial.
Asegiirese de que su grifica muestre las intersecciones con los
ejes y exhiba el comportamiento extremo apropiado.

1L P(x) = (x — 1){x + 2)

12, Px) = (x — 1)(x + 1)(x — 2)
13. P(x) = x(x — 3)(x + 2)

14. Px) = (2x — 1){x + 1)(x + 3)
15. P(x) = (x — 3)(x + 2)(3x — 2)
16. P(x) = 3x(x — 5)°

17. P(x) = (x = 1)4x = 3)

18. Plx) =i(x+ 1) (x—3)

19, P(x) = (x + 2)%x — 3)?

20. P(x) = (x = 1){x + 2)°

2L P(x) = 2(x + 2)}{(x = 3)*

2. Px) = (x = 3¥x + 1)?

23-36 m» Factorice el polinomio y use la forma factorizada para
hallar los ceros. Luego, bosqueje la grifica.

23 P(x) =x' = x* - 6x

24, P(x) = x* + 2x* — 8«

25, P(x) = —x + x* 4+ 12x
26. P(x) = —2x° — x* + x

27. P(x) = x* — 3x* + 2x?
28, P(x) = x* — 9

2. Px)=x'+x*-x-1
MW Px)=x"+ P —4x— 12
A Plx) =2 —x*— 182+ 9
32. P(x) = §(2x* + 3x* — 16x — 24)?
N P)=x*-2—-8x+ 16
MPx)=x'-2+8- 16
5 Px)=x*—-3-4

36 Plx) =x*—2x*+ 1

37-42 » Determine el comportamiento extremo de P, Compare

las grificas de P y Q en rectingulos de visidn grandes y pe-
quefios, como en el ejemplo 3(b).

W Px)=W - +5+1; Ohx)=13%
38, Pix)=-ix +1x + 12, Qx) = —-§x°
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3. Px)=x*-Tx"+5x+ 5 Qx)=2x* 53, y=3x" = 5’ + 3, [-3,3]por[-5, 10]
40. P(x) = —x* + 2 + x; Qx) = —x° 54, y=x" - 5% + 6, [-3,3]por[-5, 10]
41. P(x) = x"" — %% Qx) = "

4 3 ) 3 H 35-64 ® Grafique el polinomio y determine cudntos méximos y
42 Plx) =2x" - x";, Qx) = —x minimos locales tiene.

55, y==2x"+3x+5

4346 ® Se da la gréfica de una funcidn polinomial. De la gré- 56. y=x"+ 12x
fica, encuentre 3 3

5. y=x"—-x*—zx
a) las intersecciones con los ejesx y ¥

b) las coordenadas de los extremos locales

58. y=6x"+3x+ 1
59, y=x'-5x"+4

E—— =dg) — 5l
Q. Px) = —x" + 4x “. P(x) =§x' —x 60. y = 1.2x% + 3.75x* — 7x® — 152 + 18x
|:rn ' i:u o ]I. 6l. y=(x-2)"+ 32
_]_H ] g B { 62. y = (x* - 2)
.‘! jf\'i nil E 63. y=x* — ' + x
9 7 . ANTT [z ey=i-nes9
B EENEEF
:0,1{ - —f r\'}\—/ e B8 65-70 = Grafique la familia de polinomios en el mismo rectdn-
[.', ! \ / ' +—t— gulo de vision, con los valores dados de c. Explique c6mo el he-
! | : cho de cambiar el valor de ¢ afecta la gréfica.

68 Plx)=cx’; ¢=1,251

66. Plx)=(x-¢) e=-1,0,1,2

67. Plx) =x*+ ¢ c=-1,0,1,2

\ B4 '|' " 68. Plx) =x'+cx; ¢=20,-2 -4

Y111 \ O 69. P(x) =x*—ex; ¢=0,1,827

P . O O 70. P(x) =x% ¢=1,3,5,7

h, 2 X 71. a) En los mismos ejes coordenados, bosqueje las grificas

\/ (lo més exacto posible) de las funciones
\ | 1\ y=x'=2F—x+12 ¥ y=-—-x'+5x+2

| il | ! . b) Con base en su dibujo del inciso a), jen cudintos puntos
. al parecer cruza la grifica?
¢) Encuentre las coordenadas de los puntos de interseccitn.

I 47-54 ® Grafique el polinomio en el rectdngulo de visidn dado. 72, Las porciones de las grificasde y = x*, y = x’, y=ux* y =

45 P(x) = -ix*+3ix-1 46 Px) =ix* - 35

=
=Y

Encuenire las coordenadas de los extremos locales. Exprese cada x’ y ¥ = 1" se grafican en las figuras. Determine qué fun-
respuesta correcta hasta dos lugares decimales. cidn pertenece a cada grifica.
47, y= —x* + 8x, [—4, 12]por[—50, 30] Y @ @

48, y=x' -3, [-2 5]por[-10, 10]

49. y=x'—12x+9, [-5, 5]por[—30, 30]

50. y = 2x" — 3x* — 12x — 32, [-5, 5]por[—60, 30]
5L y=x'+4x’, [-35,5]por[-30,30]

52. y=x* — 1827 + 32, [-5, 5]por[—100, 100]
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73. Recuerde que una funcién f es impar si f{—x) = —f(x) o
par si f{—x) = f(x) para toda x.

a)
b)

c)

d)

BE 76 a)

b)

c)

Muestre que un polinomio P(x) que contiene sélo po-
tencias impares de x es una funcidn impar.
Muestre que un polinomio P(x) gue contiene sélo
potencias pares de x es una funcidn par,
Muestre que si un polinomio P(x) contiene potencias
impares y pares de x, entonces no es una funcion impar
ni par.
Exprese la funcidn

Px)y=x’+ 6’ —x'=2x+35
como la suma de una funcidn impar v una funcidén par.

Grafigue la funcién P(x) = (x — 1)}{(x = 3){x — 4) ¥
encuentre los extremos locales, correctos hasta el
décimo més proximo.
Grafique la funcidn

Qx) =(x—1){x = 3)(x —4) +5

y utilice sus respuestas del inciso a) para hallar los ex-
tremos locales, correctos hasta el décimo mds proximo.

Grafique la funcién P(x) = (x — 2)(x — 4)(x — 5) ¥
determine cudntos extremos locales tiene.

Sia < b < ¢, explique por qué la funcidn

P(x) = (x — a)(x = b)(x — ¢)
debe tener dos extremos locales.

{Cuantas intersecciones con el gje x y cudntos extremos
locales tiene el polinomio P(x) = x* — 4x?

{Cudintas intersecciones con el eje x y cudntos extremos
locales tiene el polinomio Q(x) = x* + 4x?

Sia > 0, jcuantas intersecciones con el eje x y cudntos
extremos locales tiene cada uno de los polinomios

P(x) = x* — axy Q(x) = x* + ax? Explique su
respuesta.

Aplicaciones

. 77. Investigacion de mercado Un analista de mercado que
trabaja para un fabricante de aparatos pequefios encuentra
gue si la empresa produce y vende x hcuadoras anualmente,
la ganancia total (en ddlares) es

P(x) = 8z + 0.3x% — 0.0013x" — 372

Grafique la funcion P en un rectingulo de visién apropiado
y emplee la grifica para contestar las siguientes pregunias.

a)

Cuando se fabrican s6lo algunas licuadoras, la empresa
pierde dinero (ganancia negativa). (Por ejemplo,

P(10) = —263.3, asi que la empresa pierde $263.30 si
produce y vende sdlo 10 licuadoras.) ; Cudntas licuado-
ras debe producir la empresa para terminar sin pérdidas?

s 7

.

b) ;La ganancia se incrementa de manera indefinida
cuando se producen o venden mds licuadoras? Si no,

;cudl es la ganancia més grande posible que podria
tener la empresa?

Cambio de poblacion Se observa que la poblacidn de
COnejos en una isla pequefia estd dada por la funcion

P(1) = 120 — 0.4¢* + 1000

donde r es el tiempo (en meses) desde que comenzaron las
observaciones en la isla.

a) ;Cudndo se obtiene la mdxima poblacidn, y cudl es esa
poblacién médxima?
b) ;Cuindo desaparece la poblacién de conejos de la isla?

Volumen de una caja Se construye una caja abierta de
una pieza de cartén de 20 ecm por 40 em cortando cuadrados
de longitud lateral x de cada esquina y doblando hacia arriba
los lados, como se muestra en la figura,

a) Exprese el volumen V de la caja como una funcién de x.
b) ;Cudl es el dominio de V7 (Use el hecho de que la lon-
gitud y el volumen deben ser positivos.)

Dibuje una grifica de la funcién V' y empléela para esti-
mar el volumen médximo para tal caja.

c)

T — ;
cm _f
i &

80,

Volumen de una caja Una caja de cartdn tiene una base

cuadrada. Cada lado de la base tiene x pulgadas de longitud,

como se muestra en la figura. La longitud total de los 12 la-

dos de la caja es 144 pulgadas.

a) Muestre que el volumen de la caja estd dado por la fun-
cién V(x) = 2x%(18 — x).
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b) (Cudl es el dominio de V7 (Use el hecho de que la lon- 82. Numero méximo de extremos locales ;Cufl esel
gitud v el volumen deben ser positivos.) grado mis pequefio que el polinomio cuya grifica se mues-
. c) Dibuje la grifica de la funcién V v utilicela para estimar tra? Explique.

el volumen maximo para tal caja.

83. Numero posible de extremos locales . Es posible que

un polinomio de tercer grado tenga exactamente un extremo
local? ; Un polinomio de cuarto grado puede tener exacta-

Descubrimiento « Debate mente dos extremos locales? ; Cudntos extremos locales
pueden tener los polinomios de tercero, cuarto, quinto y

81. Grificas de potencias grandes Grafique las funciones sexto grado? (Considere el comportamiento extremo de
y=xy=x'y=x'yy=x’,pma-1=x=<l,enlos tales polinomios. ) Ahora dé un ejemplo de un polinomio
mismos ¢jes de coordenadas. | A qué se asemejaria la gri- que tiene seis extremos locales.
fica de y = x"™ en este mismo intervalo? ; Qué se podria de-
cir acerca de y = x'"'? Construya una tabla de valores para 84. (Situacion imposible? Es posible que un polinomio
confirmar sus respuestas, tenga dos méximos locales ¥ ningin minimo local? Explique.

Divisién de polinomios

Hasta aqui en este capitulo se han estado estudiando de manera grdfica funciones
polinomiales. En esta seccién se comienza a estudiar los polinomios en forma alge-
braica. La mayor parte del trabajo serd en relacién con la factorizacién de poli-
nomios, y para factorizar, se requiere saber como dividir polinomios.

Division larga de polinomios

La division de polinomios es similar al proceso familiar de dividir nimeros. Cuando
se divide 38 entre 7, el cociente es 5 y el residuo es 3, Se escribe

Para dividir polinomios, se usa la divisién larga, como en el ejemplo siguiente,
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Para escribir de otra forma el algoriimo
de la divisidn, divida entre D{x):

P(x)

DAx)

=mx]_+

R
D(x)

_Ejemplo 1 Division larga de polinomios
Divida 6x? — 26x + 12 entre x — 4.

Solucion El dividendo es 6x* — 26x + 12 y el divisor es x — 4. Se comienza por
disponerlos como sigue:

x — 4)6x? — 26x + 12
A continuacién divida el término principal en el dividendo entre el término princi-
pal del divisor para obtener el primer término del cociente: 6x*/x = 6x. Luego, mul-
tiplique el divisor entre 6x reste el resultado del dividendo.

L/’ fux Divida los términos principales: Ei = Ex
r— 4)6x? — 26x + 12
\_ 6i® — 24x Multiphicar: Gux — 4) = 6 — 24x

=2x+ 12 Eeste y “baje” ol 12

Se repite el proceso usando el dltimo renglén —2x + 12 como dividendo.

/ff_lf_hﬁl 2 Divida los términos principales: = = =2
v — 4)6x7 — 26x + 12 )
6x® — 24x
‘\.\“—“1}: + 12
—2x+ 8 Multiplicar: —2(x — 4) = -2x + &
4 Eests

El proceso de division termina cuando el dltimo renglén es de menor grado que el
divisor. Entonces el dltimo renglén contiene el residuo, y el renglén superior con-
tiene el cociente. El resultado de la divisién se puede interpretar en cualquiera de
dos formas.

fx® — 26x + 12
=fr—2+
x—4 X x—4
bi 6xl —26r + 12 =(x—4)(6x—2) + 4
o bien (x — 4)(6x - 2) o
Dividendo Divisor Coclente

Se resume el proceso de la divisidn larga en el siguiente teorema.

Algoritmo de la division

Si P(x) y D(x) son polinomios, con D{x) # 0, entonces existen polinomios
dnicos Q(x) y R(x), donde R(x) es 0 o de grado menor que el grado de D{x),
tal que

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

Residuo
Dividendo = Divisor Coclente

Los polinomios P{x) v DX{x) se laman dividendo y divisor, respectivamente,
(x) es el cociente, y R(x) es el residuo.



SECCION 3.2 Divisign de polinomios 267

BB Division larga de polinomios a
Sea P(x) = 8x* + 6x* — 3x + 1y D(x) = 2x* — x + 2. Encuentre los
polinomios Q(x) y R(x) tal que P(x) = D(x) - Q(x) + R(x).

Solucion  Se usa la division larga después de insertar primero el término Ox” en
el dividendo para asegurar que las columnas se alineen correctamente.,

e ——

e il

7 /_\4_r+ 2
2l —x+ 28t 4+ 0+ 6 — 3+ 1

5“\ SRt — 4yt + 8 Multiplicar el divisor por 4x°
—_— 4" — 2x* — 3x Restar
T — 20 + A Multiplicar el divisor por 2x

—-Tx + 1 Eesstar

El proceso se completa en este punto porque —7x + 1 es de menor grado que el di-
visor 2x* — x + 2. De la divisi6n larga anterior se ve que Q(x) = 4x* + 2xy
R(x) = —7x + 1, por lo tanto

Bx' + 6 — 3+ 1= (27 — x + 2)(4x* + 2x) + (=Tx + 1) ]

Division sintética

La division sintética es un método rdpido de dividir polinomios; se puede usar
cuando el divisor estd en la forma x — ¢. En la division sintética se escriben sélo las
partes esenciales de la divisién larga. Compare las siguientes divisiones larga y sin-
tética, en las que se divide 2x* — 7x* + 5 entre x — 3. (En el ejemplo 3 se explicard
como llevar a cabo la division sintética.)

Division larga Division sintética
200 = =3 - 3/2 -7 0 5
x=3)2 -2+ 0x+ 5
2~ g’ ¢ -3 -4
—2f .
—x* + 3 1
=35
~3x + 9

Observe que en la divisién sintética se abrevia 2x* — 7x* + 5 escribiendo sélo los
coeficientes: 2 =7 0 3§, y, en lugar de x — 3, se escribe simplemente 3. (Escribir
3 en lugar de —3 permite sumar en lugar de restar, pero esto cambia el signo de los
nimeros que aparecen en los cuadros dorados.)

En el ejemplo siguiente se muestra la divisidn sintética efectuada.
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BRIl Division sintética —
Use la divisién sintética para dividir 2x* — 7x* + 5 entre x — 3.

Solucion Se comienza por escribir los coeficientes apropiados para representar
el divisor y el dividendo.

- Dividendo
3 2 7 ¢ J 2 — T+ On+5

Se baja el 2, se multiplica 3 + 2 = 6, y se escribe el resultado en el renglon de en
medio:
Luego se suma;

6 Multiplicar: 3+ 2 = 6

A #

“1_3}’;— 1 Sumar, =7 + 6= =1

Se repite este proceso de multiplicar y luego sumar hasta completar la tabla.

31 € = . 2 Multiplicar: 3(—1) = =3

. Sumar: 0 + (-3) = -3

Multiplicar: {—3) = 9

L Sumar: 5 + (—9) = —4

De la tltima linea de la division sintética, se puede observar que el cociente
2x* — x — 3 y el residuo es —4. Por consiguiente

-+ S5=(x-3)(xr-x-3) -4 »

Teoremas del residuo y del factor

El siguiente teorema muestra como se puede usar la division sintética para evaluar
polinomios ficilmente.

Teorema del residuo

Si el polinomio P(x) se divide entre x — ¢, entonces el residuo es el valor

Plc)
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®= Demostracion Si el divisor en el algoritmo de la divisién es de la forma

x — ¢ para algiin niimero real ¢, entonces el residuo debe ser una constante (puesto
que el grado del residuo es menor que el grado del divisor.) Si a esta constante se le
denomina r, entonces

P(x)=(x—¢c)-Qx) +r

Si se establece x = ¢ en esta ecuacidn, se obtiene
P(c) = (c — ¢)-Q(x) + r =0+ r = r, es decir, P(c) es el residuo r. =

14 Uso del teorema del residuo para a
hallar el valor de un polinomio

SeaP(x) =3+ S5x* —4x? + Tx + 3.
a) Encuentre el cociente y el residuo cuando P(x) se divide entre x + 2.
b) Use el teorema del residuo para hallar P(—2).

Solucion

a) Puesto que x + 2 = x — (—2), la divisién sintética para este problema toma la
siguiente forma.

-y 3 5 -4 0 7 3

-6 2 4 -§ 2 El residuo es 5, por
3 -1 -2 4 -1 5 -~ EEE

El cociente es 3x* — x° — 2x* + 4x — 1 y el residuo es 5.

b) Por el teorema del residuo, P(—2) es el residuo cuando P(x) se divide entre
x = (=2) = x + 2. Del inciso a) el residuo es 5, por lo tanto P(—=2) = 5. L

El teorema siguiente establece que los ceros de polinomios corresponden a fac-
tores; se utilizd este hecho en la seccion 3.1 para graficar polinomios.

Teorema del factor

¢ es un cero de P si y s6lo si x — ¢ es un factor de P(x).

® Demostracion Si P(x) se factoriza como P(x) = (x — ¢) - Q(x), entonces

Plc)=(c—¢)-Q(c) =0:-0Q(c) =0
A la inversa, si P(c) = 0, entonces por el teorema del residuo

Plx) =(x—¢c)-Qx) +0=(x—c)-Qx)
por lo tanto x — ¢ es un factor de P(x). L
"Ejemplo5  Factorizacién de un polinomio por medio del
teorema del factor

Sea P(x) = x* — 7x + 6. Muestre que P(1) = 0, y use este hecho para factorizar
P(x) por completo.

Solucion Sustituyendo, se ve que P(1) = 1> — 7+1 + 6 = 0. Por el teorema
del factor, esto significa que x — | es un factor de P(x). Usando la divisién sintética
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r+x—6
- ]jx"+:h"—?x+ﬁ

3 |
A = X

x = Tx

- &
—fx + 6
—bxr+ 6

Figura 1
P(x) = (x + 3x(x — 1)(x — 5)

tiene ceros —3,0, 1 y 5.

1-6 ® Se dan dos polinomios P y D. Use la divisidn sintética o
la divisidn larga para dividir P(x) entre D{x), y exprese P en la
forma P{x) = D{x)-Q{x) + R(x).

L Plx) =3x'+5x—4, Dix)=x+3
2.Px)=x+4x*—6x+1, Dx)=x-1

3 Px)=2x"-3x"—2x, D(x)=2x—13

4. Px) =4+ 7x+9, Dx)=2x+1

S Px)=x"—-x*+4x+2 Dix)=x+3

6 Px)=2+dx* —ax* - x-3, Dlx)=x*-2

7-12 ® Se dan dos polinomios P y D. Use la division sintética o
la divisi6n larga para dividir P{x) entre D(x), y exprese el co-
ciente P(x)/D{x) en la forma

O L O
Bz ~ 2% * b

7. Px)=x*+4x—8, Dix)=x+3

8. Px)=x"+6x+5 Dix)=x—4

9, P(x) =dx*—3x—7, D{x)=2x-1

10. P(x) =6x" +x* — 12x+ 5, D(x)=3x—4

I P(x) =2x* - x*+ 9% D(x)=x*+4
12Px)=x"+x"-2+x+1, Dix)=x*+x-1

o la divisién larga (mostrada en el margen), se ve que
Px)=x"-Tx+6
=(x—1){x*+x—6)
=(x—1)x-2}x+ 3)

Véase el margen

Factor cuadraticox” + x— 6 [ ]

"Ejemplo 6 Hallar un polinomio con ceros especificados
Hallar un polinomio de grado 4 que tiene ceros —3,0, 1 y 5.

Solucion Por el teorema del factor, x — (=3),x — 0,x — 1 y x — 5 deben ser
% factores del polinomio deseado, asi que
Pxy=(x+3x=-0){x=1)xr=5)=x*= 3" — 1322 + 15x

Puesto que P(x) es de grado 4 es una solucidn del problema. Cualquier otra solu-
cién del problema debe ser un miiltiplo constante de P(x), ya que sélo la multipli-
cacién por una constante no cambia el grado.

El polinomio P del ejemplo 6 se grafica en la figura 1. Hay que observar que los
ceros de P corresponden a las intersecciones con el eje x de la grifica.

13-22 » Encontrar el cociente y el residuo usando la division larga.

x*—6r—8 r=x-2x+6

s Cx-4 e x—2
15.4x’+;‘+-11x-3 m:’+3;:::.:+3
ey AR
S =
xfigida  LEoaes

23-36 = Encontrar el cociente y el residuo usando la divisidn
sintética.

1 _ 2 _
13." Sx + 4 M.r 5x+ 4
x—3 x-=1
Ix? + Sx 4x? - 3
= x—=06 x+5
nx’+1r=+2x+] m:!r‘-lix‘-mwl
x+ 2 xr—35
¥ —8x+2 -+ -x+2
e x+3 . x—2



5 3 _ ¥ 1 L
31.1 + 3x 6 31.1' 9" 4 XTx — 27
x—1 x—13

33'21 Ix 2x + 1
x—4
Hﬁ.r"+'lﬂ.t’+fr1.rz+x+]
X+3
P-7 =16
. x—3 x+2

3749 ®m Use la division sintética y el teorema del residuo para
evaluar P(c).

3. Px) =4’ + 12x + 5, c¢=-1
B P)=2a++1, c=1
B Px)=x"+*'-Tx+6 c=2
40 Pxy=x>-x2*+x+5 c=-1
4L Px)=x+2x* =17, ¢=-1
42, P(x) = 2x* = 21x* + 9x = 200, c =11
43, Plx) = 5x* + 300" — 4027 + 36x + 14, c= -7
4. Px)=6"+10x" +x+1, c=-2
45 Plx)=x"-3*-1, ¢c=3
46. P(x) = =22+ Tx® + 40x* = Tx® + 10k + 112, ¢ = -3
47 P(x) =3+ 4P - 2x 41, c=1
48 Px)=x"-x+1, c=}
4. Plx) =x"+2x-3x -8, ¢=01
50. Sea

P(x) = 6x" — 40x® + 16x° — 200x*

- 60x* — 69x* + 13x — 139

Calcule P(7) a) con la divisién sintética y b) sustituyendo
x = 7 en el polinomio y evaluando de manera directa.

51-54 m Use el teorema del factor para mostrar que x — ¢ es un
factor de P(x) para valores dados de c.

5L Plx)=x"-3x'+3x~-1, e=1

5L Pr)=x+2=-3x-10, ¢=2

53, Px) =2+ Tx* +6x— 5, ¢=}

54, Plx) =x* + 3x* — 16x? — 27x + 63, c=13,-3
55-56 ® Mostrar que los valores dados para ¢ son ceros de P(x),
hallar los otros ceros de P(x).

55, P(x) =x’ = x* = 11x+ 15, ¢=13

86 Plx) =3x* - x* - 21x® - 1lx + 6, c¢=1 -2
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57-60 ® Encuentre un polinomio de grado especificado que
lenga los ceros dados.

57. Grado 3; ceros —1,1,3
58. Grado 4; ceros —2,0,2, 4
59. Grado 4; ceros —1,1,3,5
60. Grado 5; ceros —-2,-1,0,1,2

61. Encuentre un polinomio de grado 3 que tenga ceros 1, =2 y
3, y en el cual el coeficiente de x”* sea 3,

62. Encuentre un polinomio de grado 4 que tenga coeficientes
enteros y ceros 1, —1,2y 1.

63-66 ® Encuentre un polinomio de grado especificado cuya

grifica se muestra.
63. Grado 3 64. Grado 3
Yi . vi
| | i 5 S
; i ‘j
_ [
N ( _
\; f r : —— .l“.. .. - e t—
_'_l]l 1> x !‘ﬂ T
N 1
65. Grado 4 66. Grado 4
-""T yi

=Y

0
A -

Descubrimiento - Debate

67. (Division imposible? Suponga que se le pidio resolver
los dos problemas siguientes en una prueba:
A. Encuentre el residuo cuando 62" — 17 + 12x +

26 se divide entre x + 1.

B. .x — 1 esun factor de x™ — 3x*™ + x* + 27
Obviamente, es imposible resolver estos problemas divi-
diendo, porque los polinomios son de grado grande. Use
uno o més de los teoremas de esta seccidn para resolver
estos problemas sin dividir en realidad.
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68. Forma anidada de un polinoemio Desarrolle ) para dadas. ;Cudl es mas facil? Ahora escniba ¢l polinomio
probar que los polinomios P y Q son los mismos. Rix) = x* = 2x* + 3x* — 2x? + 3x + 4 en forma
S § _ “anidada”, como el polinomio (. Use la forma anidada para
B} S5 =R =S determinar R(3) en su cabeza.
Ox) =(((3x—5x+1)x—3)x+ 5 i Vea como calcular con la forma anidada sigue los mis-
Fokinic cval 2 2 cibcta Ao T Foiatia mos pasos aritméticos que calcular el valor de un polinomio
i 2} ¥ 0i2) e o con la divisidn sintética?

m Ceros reales de polinomios

El teorema del factor indica que hallar los ceros de un polinomio es en realidad lo
mismo que factorizarlo en factores lineales. En esta seccidn se estudian algunos méto-
dos algebraicos que ayudan a encontrar los ceros reales de un polinomio y, por lo tanto,
a factorizar el polinomio. Se comienza con los ceros racionales de un polinomio.
Ceros racionales de polinomios
Para entender este teorema, considérese el polinomio

P(x) =(x— 2)(x — 3)(x + 4) Forma factorizada

=x'—x'—l4x+ 24 Forma desarrollada

De la forma factorizada se puede observar que los ceros de P son 2, 3 y —4. Cuando se
desarrolla el polinomio, la constante 24 se obtiene al multiplicar (—2) X (=3) X 4.
Esto significa que los ceros de un polinomio son factores del término constante. Lo
siguiente generaliza esta observacion.

Teorema de ceros racionales

Si el polinomio P(x) = a,x" + a,_x""' + + -+ + a,x + a, tiene coefi-
cientes enteros, entonces todo cero racional de P es de la forma

P

q
donde p es un factor del coeficiente constante a,
y g es un factor del coeficiente principal a,.

® Demostracién Si p/g es un cero racional, en términos minimos, del poli-
nomio P, entonces se tiene

n n=|
a,(E) +aﬂ_1(E) + r--+a,(E) +ay=0
q q q

a,p" + ﬂ”_lp"_lq +ois i alpq'_' + agg" = Multiplique por q"

pla,p" ' +a,,p" g+ - +a,qg""") = —ayg" Reste a.q"yfactorice
el miembro zquierdo

Ahora p es un factor del lado izquierdo, asi que también debe ser un factor del lado
derecho. Puesto que p/q esté en términos minimos, p y g no tienen factor comin y,
por lo tanto, p debe ser un factor de a;. Una demostracién similar muestra que g es
un factor de a,. [

Se puede observar del teorema de ceros racionales que si el coeficiente principal
es 1 0 —1, entonces los ceros racionales deben ser factores del término constante.



Evariste Galois (1811-1832) es

uno de los pocos matemdricos que |

tiene una teoria nombrada en su
honor, Adn no cumplia los 21 afios
cuando mund, pero establecid por
completo el problema central de la
teoria de ecuaciones al describir un
eritenio que revela si una ecuacion
polinomial se puede resolver me-
diante operaciones algebraicas. Ga-
lois fue uno de los mids grandes
matemiticos del mundo en ese en-
tonces, aungue solo €l lo sabia. En
repetidas ocasiones envid su tra-
bajo a los eminentes matemiticos
Cauchy y Poisson, quienes perdie-
ron sus cartas o no entendieron sus
ideas. Galois escribia en un estilo
conciso ¢ inclufa pocos detalles,
lo cual probablemente influyd en
su fracaso para pasar ¢l examen de
admision a la Escuela Politécnica
de Paris, Como politico radical, Ga-
lois, pasd varios meses en prision
por sus actividades revoluciona-
rias. Su breve vida tuvo un trigico
fin cuando mund en un duelo por
una cuestion amorosa. La noche an-
tes del duelo. con el temor de mo-
nir, Galois escribid la esencia de
sus ideas y las confid a su amigo
Auguste Chevalier. Concluyd escri-
biendo “... habrd, espero, personas
que sabrin aprovechar el descifrar
tado este enredo”. Esto lo hizo 14
afios después el matemitico Camille
Jordan.
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"Ejemplo 1 Hallar ceros racionales (coeficiente principal 1)
Encuentre los ceros racionales de P(x) = ' — 3x + 2.
Solucion Puesto que el coeficiente principal es 1, cualquier cero racional debe

ser un divisor del término constante 2, Por consiguiente, los posibles ceros raciona-
les son =1 y =2. Se prueba cada una de estas posibilidades.

P(1)=(1=-3(1)+2=0
P(-1) = (-1 = 3(-1) + 2 =4
P2)=(2Y-32)+2=4
P(-2) = (-2)' = 3(=2) +2=0
Los ceros racionales de Pson 1 y —2. .

nlo 2 Uso del teorema de ceros racionales para
factorizar un polinomio

Factorice el polinomio P(x) = 2x* + x* — 13x + 6.

Solucion Por el teorema de ceros racionales, los ceros racionales de P son de la forma

factores del término constante
factores del coeficiente principal

posible cero racional de P =

El término constante s 6 y el coeficiente principal es 2, por lo tanto
factores de 6
factores de 2

Los factores de 6 son =1, =2, =3, =6 y los factores de 2 son =1, =2, Asf, los
posibles ceros racionales de P son

ol o8 3 & 1 .3 .3 .
A S G - - S S
Si se simplifican las fracciones y se eliminan duplicados, se obtiene la siguiente
lista de posibles ceros racionales:

posible cero racional de P =

1 3

El, i 3 &6 = =

2 2
Para comprobar cudles de estos posibles ceros son en realidad ceros, es necesario
evaluar P en cada uno de estos niimeros. Una forma eficaz de hacer esto es usar la di-

visidn sintética

Prueba de si 1 es un cero Prueba de si 2 es un cero
1 2 ] =13 6 2: | & 1 -13 6
2 3 -10 4 10 -6
2 3 —-10 -4 2 b . | 0

El residuo no s 0, asl
que 1 no es un cero.

El residuo es O, por
lo tanto 2 s un cero.
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|1 -5 -5 -23 —10
1 -4 -9 |4
1 -4 -9 14 24
1 -5 -5 23 10
2 -6 -2 2
1 =3 -1 1 12
1 =32 iy 23 10
28 g =
1 0 -5 -2 0
-2 |1 -0 -5 -2
-2 4 2
-2 -1 0

De la dltima division sintética se puede observar que 2 es un cero de P y que P se fac-
toriza como

Px) =2 +x"=13x+ 6
= {x — 2)(2x* + 5x — 3)
=(x=2)2x - 1)(x + 3) Factorice 2x° + Bx — B =

En el cuadro siguiente se explica como usar el teorema de los ceros racionales con
la divisién sintética para factorizar un polinomio.

Encontrar los ceros racionales de un polinomio

1. Listar los posibles ceros. Liste los posibles ceros racionales usando el
teorema de ceros racionales.

2. Dividir, Use la divisitn sintética para evaluar el polinomio en cada uno de
los candidatos para ceros racionales que encontrd en el paso 1. Cuando el
residuo es (), observe el cociente que obtuvo.

3. Repetir. Repita los pasos 1 y 2 para el cociente. Pare cuando llegue al
cociente gue es cuadrdtico o se factorice con facilidad, v use la férmula
cuadritica o factorice para hallar los demas ceros

W' Uso del teorema de ceros racionales y la formula
cuadratica

Sea P(x) = x* — 5x* — 5x2 + 23x + 10.
a) Encuentre los ceros de P,
b) Bosgueje la grifica de P.

Solucion

a) El coeficiente principal de P es |, asi que los ceros racionales son enteros: son
divisores del término constante 10. Por consiguiente, los candidatos posibles son

+1, =2, =5 =10

Con la division sintética (véase al margen) se encuentra que 1 ¥ 2 no son ceros,
pero que 5 es un cero y que P se factoriza como

-5 -5+ 2+ 10={x—5){x'-5x—-2)

Ahora se intenta factorizar el cociente x* — 5x — 2. Sus ceros posibles son los
divisores de —2, a saber,

=1 x2
Puesto que se sabe que 1 v 2 no son ceros del polinomio original P, no se

requiere probarlos de nuevo. Al comprobar los demds candidatos —1 y -2, se
ve que —2 es un cero (véase al margen), y que P se factoriza como

=-S5 -5+ x + 10=(x—-5)x*— 5x - 2)
=(x—5)(x+ 2)(x*-2x-1)



Figura 1

Plx) =x* =5 =5+ 23%x + 10

.[4'—3'.1': -x + 4

Variacion
Polinomio de signo
x*+d4x + 1 0
2 +x—6

b —
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Ahora se usa la férmula cuadrdtica para obtener los dos ceros restantes de P:

- 2+ v’(~z];-4[1}(—1] SR

Los cerosde Pson 5, =2, 1 + V2y1 — V2.

b) Ahora que se conocen los ceros de P, se pueden usar los métodos de la seccidn
3.1 para trazar la grifica. Si en cambio se quiere usar una calculadora para gra-
ficas, conocer los ceros permite elegir un rectingulo de visién apropiado, uno
que sea lo suficientemente ancho para contener las intersecciones con el eje x
de P. Las aproximaciones numéricas a los ceros de P son

5, =2, 24 y —04
Por lo tanto, en este caso se elige el rectingulo [—3, 6] por [—50, 50] y se traza
la grifica mostrada en la figura 1. =

Regla de Descartes de los signos y limites
superiores e inferiores para raices

En algunos casos, la siguiente regla, descubierta por el filisofo francés y matemdti-
co René Descartes alrededor de 1637 (véase la pdgina 112), es qtil para eliminar los
candidatos de listas largas de posibles raices racionales. Para escribir esta regla, se
necesita el concepto de variacidn de signo. Si P(x) es un polinomio con coeficien-
tes reales, escrito con potencias descendentes de x (v omitiendo las potencias con
coeficiente 0), entonces una variacion de signo ocurre siempre que los coeficien-
tes adyacentes tengan signos opuestos. Por ejemplo,
Px) =5 -3 -x*+2x*+x-3
S L A
tiene tres variaciones de signo.

Regla de los signos de Descartes

Sea P un polinomio con coeficientes reales.
1. El mimero de ceros reales positivos de P(x) es igual al nimero de varia-
ciones de signo en P(x) 0 menor que eso por un nimero entero par.

2. El nimero de ceros reales negativos de P(x) es igual al nimero de varia-
ciones de signo en P —x) o es menor que eso por nlimero entero par.

Ejemplo 4 Uso de la regla de Descartes a
Use la regla de Descartes de los signos para determinar el nimero posible de
ceros reales positivos y negativos del polinomio

Plx) =35+ 42’ + *—x -3
Solucion El polinomio tiene una variacién de signo y, por lo tanto, tiene un cero
positivo. Ahora bien

P(=x) = 3=x)* + #{=x) + 3(—x)* = (=x) = 3
=30 - 4 -+ x -3
~— AN

Asi, P(—x) tiene tres variaciones de signo. Por lo tanto, P(x) tiene tres ceros o un
cero negativo, lo que hace un total de dos o cuatro ceros reales. L]
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Se dice que a es una cota inferior y & es una cota superior para los ceros de un
polinomio si todo cero real ¢ del polinomio satisface a = ¢ = b. El siguiente teore-
ma ayuda a encontrar tales cotas para los ceros de un polinomio.

Teorema de las cotas superior e inferior

Sea P un polinomio con coeficientes reales.

1. Si se divide P(x) entre x — b (con b = 0) por medio de la divisién sin-
tética, vy si el renglon que contiene el cociente v el residuo son elementos
no negativos, entonces b es una cola superior para los ceros reales de P.

2. Si se divide P(x) entre x — a (con a < () por medio de la divisidn sintética,
v si el renglén que contiene el cociente y el residuo tiene elementos que
son alternativamente no positivos y no negativos entonces a es una cota
inferior para los ceros reales de P,

En el ejercicio 91 se sugiere una demostracion de este teorema. La frase “alterna-
tivamente no positivos y no negativos” significa que se alternan los signos de los
nimeros, con () considerado como positivo o negativo segiin se requiera.

"Eijemplo5 Cotas superiores e inferiores para ceros

de un polinomio

Demuestre que los ceros reales del polinomio P(x) = x* = 3x* 4+ 2x — 5seen-
cuentran entre —3 vy 2,

Solucion  Se divide P(x) entre x — 2 y x + 3 por medio de la divisién sintética.

2 |1 0 -3 2 -5 -3 |1 0 -3 2 -5
2 4 2 B8 -3 9 -—]18 48
~ Los élementos
1 2 1 4 3« Losclementos | =3 6 -—16 43« alternanen
50N posithios signe

Por el teorema de las cotas superiores e inferiores, —3 es una cota inferior y 2 es
una cota superior para los ceros. Puesto gue ni —3 ni 2 son un cero (los residuos no
son () en la tabla de divisidn), los ceros reales se ubican entre estos niimeros. -

_Ejemplo 6 Factorizacion de un polinomio de quinto grado a
Factorice por completo el polinomio
P(x) =2x° + 5x* — 8x' — 142 + 6x + 9

Solucion Los posibles ceros racionales de Pson * 5, £1, +3, +3, +7y *9,
Primero se comprueban los candidatos positivos, comenzando con el mis pequefio.

1|2 5 -8 -14 6 9 1 | 2 5 -8 -14 6 9
| & 3 =% ) 2 7 -1 -15 -9

2 =k =15 =8 1

1
7 Nno es
un carg
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Asique 1 esunceroy P(x) = (x — 1)(2x* + 7x* — x* — 15x — 9), Se continiia
factorizando el cociente. Aiin se tiene la misma lista de ceros posibles excepto que 3
ha sido eliminado.

7 -1 -15 -9 il2 7 -1 -15 -9

2 9 & -1 3 15 21

Figura 2
Px)=2x"+ 52" - 82" — 14 + 6x + 9
=(x=1)(2x = 3)(x+ 1)¥(x +3)

9
9 8 -7 -16 AN 2 10 14 6 oL0=0
no negativos
Se puede observar que 3 es un cero y una cota superior para los ceros de P(x), asi
que no se necesita comprobar nada més para ceros positivos, porque los candidatos
restantes son mayores que 3.
P(x) = (x = 1)(x = $)(2x* + 10x* + 14x + 6)

=(x = 1)(2x - 3}(_1,3 + S22 4 Tx + 3) Factorice 2 del Gitimo factor,

muitiplique en el segundo factor
Por la regla de los signos de Descartes, x* + 5x* 4+ 7x + 3 no tiene ceros positi-
vos, por lo tanto sus (inicos ceros racionales posibles son —1y —3.
=] | 3 7 3
-1 -4 -3

Por lo tanto
P(x) = {x = 1){2x = 3)(x + 1){x* + 4x + 3)
={x—1}2x = 3){x+ 1)5x+ 3) Factor cuadrético

Esto significa que los ceros de P son 1,3, —1y —3. La gréfica del polinomio se
muestra en la figura 2. [

Uso de algebra y dispositivos de graficacion
para resolver ecuaciones polinomiales

En la seccién 1.9 se emplearon dispositivos de graficacién para resolver ecuaciones
en modo grifico. Ahora se pueden usar las técnicas algebraicas aprendidas para se-
leccionar un rectingulo de visién apropiado al resolver de modo gréfico una ecuacién
polinomial.

"Ejemplo 7 | Resolver de modo grafico una ecuacion
de cuarto grado

Encuentre las soluciones reales de la siguiente ecuacidn, correctas hasta el décimo
més proximo.
A+ - - -3=0
Solucién Para resolver la ecuacién de manera grifica, se traza
Px) =3+ 4x? — Ix* - 2x -3
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Primero se usa el teorema de las cotas superior e inferior para hallar dos niimeros
entre los cuales deben estar las soluciones. Esto permite elegir un rectingulo de
vision que con seguridad contiene todas las intersecciones con el eje x de P. Se usa

la divisién sintética y se procede por prueba y error.
Para hallar una cota superior, se prueban los nliimeros enteros 1, 2, 3,. . . como
posibles candidatos. Se ve que 2 es una cota superior para las raices,

2|3 4 -1 -2 -3
6 20 26 48 g
3 10 13 24 45~ positios

/ Ahora se busca una cota inferior, y se prueban los niimeros — 1, —2 y —3 como
2

Se emplea el teorema de las cotas
superior ¢ inferior para ver donde
s¢ pueden hallar las raices.

posibles candidatos. Se ve que —3 es una cota inferior para las raices.

' ; =33 @ =7 =3 =3

-‘-\---_.-l';J
B D 15 u n A
3 -5 8 -2 75  [Sem

Asi, las raices estdn entre —3 y 2. Por lo tanto, el rectingulo de visidn [—3, 2]
por [—20, 20] contiene las intersecciones con el eje x de P. La grifica de la figura 3
tiene intersecciones con x, uno entre —3 y —2 y el otro entre 1 y 2. Al hacer un
acercamiento se encuentra que las soluciones de la ecuacion, hasta el décimo mis
préximo, son —2.3 y 1.3, m

Figura 3
y=3x*+4x"‘-?12—1r—3

. Determinar el tamano de un recipiente
de combustible

Un depdsito de combustible consta de una seccidén central cilindrica de 4 pies de
largo y dos secciones extremas semiesféricas, como se ilustra en la figura 4. Si el
recipiente tiene un volumen de 100 pies’, jcuil es el radio r, mostrado en la figura,
correcto hasta el centésimo més préximo de un pie?

e—— 4 pies —]

F

Figura 4

Solucion Si se emplea la férmula del volumen listada en la segunda de forros de

Volumen de un cilindro: V = wrh esie libro, se ve que el volumen de la seccion cilindrica del deposito es

mweried

Las dos partes semiesféricas juntas forman una esfera completa cuyo volumen es

Volumen de una esfera: V = o’ L
1

Debido a que el volumen total del depésito es 100 pies’, se obtiene la siguiente
ecuacion:

%m‘i + dmr? = 100
Una solucién negativa para r no tendria sentido en esta situacién fisica, y por susti-
tucidn se puede comprobar que r = 3 origina un depdsito con mds de 226 pies’ de
volumen, mucho mds grande que los 100 pies® requeridos. Asi, se sabe que el radio
correcto se encuentra en alguna parte entre (0 y 3 pies y, por lo tanto, se usa un rec-
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tdngulo de vision de [0, 3] por [50, 150] para graficar la funcién y = j7x” + 4mx?,
como se muestra en la figura 5. Puesto que se desea que el valor de esta funcién sea
100, se grafica también la recta horizontal ¥ = 100 en el mismo rectdngulo de visién. El

radio correcto serd la coordenada x del punto de interseccién de la curva y la rec-

ta. Con el cursor y el acercamiento, se ve que en el punto de interseccién x = 2.15,

0 ' : 3

correcto hasta dos decimales. Asi, el depdsito tiene un radio de casi 2.5 pies. u

50 Hay que observar que se podria haber resuelto la ecuacion del ejemplo B escri-

Figura 5

y=4m' + dmxlyy =100

biéndola primero como

jwrl + 4wr? =100 =0

y después hallar la interseccién con x de la funcién y = $mx® + 472 — 100

1-6 = Liste los posibles ceros racionales dados por el teorema
de ceros racionales (no compruebe cudles en realidad son ceros).

L Px)=x—dx*+13
2.0(x)=x*-3"—6x+ 8

AR =2+ +4x* -8

4. 5(x) = 6x* —x*+2x + 12

5, T(x) = dx* — 2x2 = 7

6 Ulx) =12x"+ 6’ —2x - 8

7-10 ® Se dan una funcién polinomial y su grifica.

a) Liste los posibles ceros racionales de P dados por el teo-
rema de los ceros racionales.

b) De la grifica, determine cudles de los posibles ceros
racionales resultan ser en realidad ceros.

7. Px)=5"—x"—5x+ 1
¥i
|

9. Px)=2x'-0’+ Wl +x-13

Y i

mi

=
—
=Y

11-40 = Encuentre los ceros racionales del polinomio.
1. P(x) =x" + ' — 4

12 Px) = x* — Tx" + 14x — 8

13 Px) =x"=3x =2

14, P(x) =x" + dx* = 3x - 18

15. Plx) =" — 6x* + 12¢x— 8

16. Plx) =x" — x* — 8x + 12

1. Px) =x* —dx*+x+ 6

18. Px) =x" —4x* = Tx + 10

19, Px) = x* + 3x* + 6x + 4



280 CAPITULD 3 Funciones polinomiales y racionales

2. Px) =x* -2 -2x-3

21. P(x) =x*— 522 + 4

22, Plx) = x* — 227 — 3x* + Bx — 4

23, Plx) =x*+ 6’ + Tx* — 6x — 8

M. Px)=x*-x"—23x* - 3x + 90

25. P(x) = 4x* — 252 + 36

2. Px)=x*-x"-S5x*+3x+6

27. Px) = x* + Bx* + 24x" + 32x + 16
28. P(x) =2x" + Tx* + 4z — 4

20, P(x) = 4 + 4x? — x — |

30. P(x) =2x* - 3x* - 2x + 3

3. Px) =dx” = Tx + 3

32 Px) =8+ 10x* -~ x -3

B Px)=4"+ 8B = 1lx - 15

34 Plx) =6x" + 1lx* = 3x - 2

8. Plx) =2x* - 72 + P+ Br— 4

36. P(x) = 6x* = Tx* = 12x% + 3x + 2

3. P(x) = x* + 3" - 9x" = 3x? + 36

B Px)=x-d* -+ 2 - ax - 24
39, P(x) = 3x° — 1dx* — 14x° + 36 + 43x + 10
0. P(x) = 2x% — 3" = 13x* + 20 = 277 + 322 - 12

41-50 ® Encuentre los ceros reales del polinomio. Use la
férmula cuadrdtica si es necesario, como en el ejemplo 3(a).

4. P(x) = x* + 4x* + 3x - 2

42. Px) =x" =5z + 2x + 12

43 P(x) = x* — 62" + 42 + 15c + 4

44, Plx) =x*+ 2" = 227 - 3x + 2

45, P(x) =x* =T + 14" = 3x - 9

46, P(x) =x* - dx* =22+ 10«7 + 2x — 4
47, P(x) = 42 — 6&x? + 1

48. P(x) =3’ - 5x* - Bz -2

49. P(x) = 2x* 4+ 15x° + 17x + 3x - |

50. P(x) = 4x* = 18«* - 6’ + 91x* — 60x + 9

51-58 ® Se da un polinomio P.
a) Encuentre los ceros reales de P.

b) Bosqueje la grifica de P.
5L P(x) =x =3 —dx + 12
5L Px)=-x"—- 2+ 5x+6

8L Px) =20 T+ 4+ 4

4. Px) =3+ 17x* + 21x - 9

55 Plx) =x'—5c* + 6x* + 4x — §

56, P(x) = —x* + 10x* + 8x — &

ST Px)=x"-x* =S+ "+ B + 4
S8 Plx)=x*—x* -6’ + 142 — 11lx + 3

5964 ® Use la regla de los signos de Descartes para determi-
nar cudntos ceros reales positivos y negativos puede tener el
polinomio.

59, Plx)=x'—-x'—x-13

60, P(x) =2x" = x* + dx = 7

61 P(x) = 2a% + 5x* = 5 = Sx - 1

62 Pix)=x'+x+x*+x+ 12

63 Plx) =x"+ 4x* — 2% + 6x

M. Px)=x"-+ -+t -2+ 1

65-68 ® Muestre que los valores dados para a y b son las cotas
interior y superior para los ceros reales del polinomio.

65. Px) =2+ 5% +x—-2; a=-3,b=1

66. Pix) =x* = 2x* - 0x* + 2x + 8, a=-3,b=35
67. Px) =8 + 10x* - 39+ 9; ga=-3,b=2
68. Px) =3 - 17x* + 24x* - 9%x + 1; a=0,b=6

69-72 ® Encuentre los enteros que son las cotas superior e infe-
rior para los ceros reales del polinomio,

6. Px) =x" -+ 4

70. P(x) = 2¢' — 3x? - Bx + 12
M. Px)=x"-2x"+x"-0x+2
2. Px)=x"—x*+1

73-78 ® Encuentre los ceros racionales del polinomio y des-
pués los ceros iracionales, si existen, Siempre que sea apropia-
do, use el teorema de los ceros racionales, el teorema de las
cotas superior ¢ inferior, la regla de los signos de Descartes, la
férmula cuadrética u otras técnicas de factorizacidn.

3. Plx) =22 + 3r* —ax? - 3x + 2

74, P(x) = 2x* + 1527 + 31x* + 20x + 4

75. P(x) = dx* — 212 + 5

76. P(x) = 6x* = Tx' = 8x? + 5x

77. P(x) = x° — Tx* + o' + 237 — 500 + 24
78. P(x) = 8x° — 14x* — 22x% + 57x* = 35x + 6



79-82 ® Muestre que el polinomio no tiene ningin cero
racional.

7. Px) =x"—x-—2

80. Plx) =2x* = x’ + x + 2
81 P(x) = 3% —x —6x + 12
82. P(x) =x" = S5x® + x? = |

83-86 ® |as soluciones reales de la ecuacién dada son racio-
nales. Liste las posibles raices racionales por medio del teorema
de ceros racionales v luego grafique el polinomio en el rectingulo
de vision dado para determinar qué valores son en realidad solu-
ciones, (Todas las soluciones se pueden ver en el rectingulo de
vision dado. )

83, x' =3’ —ax+ 12=0; [-4,4]por[-15,15]

84, ' -5x'+4=0; [—4, 4] por =30, 30]

85, 2x* — Sx' = x4+ Sx+ 12=0; [-2, 5]por[—40, 40]
86. 3x' + 8x'+ 5x+2=0; [-3,3]por[-10, 10]

.M

87-90 = Use un dispositivo de graficacion para hallar las solu-
ciones reales de la ecuacion, correctas hasta dos decimales.

87. x*—x—4=0

88. 2x' -8 +9x—-9=0 .

89. 4.00x" + 4.00x" — 10.96x" — 5.88x + 9.09 = 0

90, x* + 2.00x* + 0.96x + 5.00x° + 10.00x + 4,80 = 0

91. Sea P(x) un polinomio con coeficientes reales y sea b > (.
Use el algoritmo de division para escribir

Pix) = (x—b)-Qx) +r
Suponga que r = 0 v que los coeficientes en ({x) son no
negativos, Sea z = b,
a) Demuestre que P(z) = 0.
b) Demuestre la primera parte del teorema de las cotas su-
perior e inferior.
Use la primera parte del teorema de las cotas superior ¢
inferior para demostrar la segunda parte. [Sugerencia:
demuestre que si Plx) satisface la segunda parte del teo-
rema, entonces P{—x) satisface la primera parte. ]
Demuestre que la ecuscion

=t = = = 2x - 6=0

c)

tiene exactamente una raiz racional; luego, demuestre que
debe tener dos o cuatro raices irracionales.

Aplicaciones

. 93, Volumen de un sile Un silo de granos consta de una sec-

cidn principal cilindrica y un techo semiesférico. Si el volu-
men total del silo (inclusive la parte interior de la seccidn
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del techo) es 15 000 pies’ y la parte cilindrica tiene
30 pies de alto, ;cudl es el radio del silo, correcto hasta la
décima de pie mds proxima?

Dimensiones de un lote Una parcela rectangular de
tierra tiene un drea de 5000 pies®. Una diagonal entre esqui-
nas opuestas mide 10 pies més que un lado de la parcela.

i Cuiles son las dimensiones de la tierra, correctas hasta el
pie mds proximo?

Profundidad de la nieve A mediodia del domingo
comenzd a caer nieve. La cantidad de nieve en el suelo en
cierto lugar en el instante ¢ se determina mediante la funcidn

h(t) = 11.60r — 12.41¢* + 6.201°
- 1.58¢* + 0.20¢° — 0.01/°

donde 1 se mide en dias desde el momento en que comienza

a caer nieve y hir) es la profundidad de la nieve en pulga-

das, Trace una gréfica de esta funcidn y empléela para con-

testar las siguientes preguntas

a) ;Qué sucedidé poco después del mediodia del martes?

b) ;Habia mds de 5 pulgadas de nieve en el suelo? En caso
afirmativo, jen qué dia o dias?

¢) ;En qué dia v a qué hora (hasta la hora mds proxima) la
nieve desaparecid por completo?

Volumen de una caja Una caja abierta con un volumen
de 1500 cm’ se construird con una pieza de cartén de 20 por
40 cm, cortando cuadros de longitud lateral x cm en cada

esquina, ¥ doblando los lados hacia arriba. Muestre que esto



