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se¢ puede hacer en dos formas distintas y encuentre las di-
mensiones exactas de la caja en cada caso.

Descubrimiento « Debate
104, ;Cuantos ceros reales puede tener un polinomio?

- |-. Wen 2 Dé ejemplos de polinomios que tengan las siguientes
' 3 propiedades, o expligue por qué es imposible hallar tal
a) Un polinomio de grado 3 que no tiene ceros reales.
v | NN |

b) Un polinomio de grado 4 que no tiene ceros reales.
¢) Un polinomio de grado 3 que tiene tres ceros reales,

- 97. Volumen de un cohete Un cohete consta de un cilindro

circular recto de 20 m de alto rematado con un cono cuya s6lo uno de los cuales es racional.
altura y didmetro son iguales v cuyo radio es el mismo que d) Un polinomio de grado 4 que tiene cuatro ceros reales,
¢l de la seccidn cilindrica. ;Cudl debe ser el radio (comecto ninguno de los cuales es racional.

hasta dos decimales) si el volumen total debe ser 5003 m*?

.

20m

98. Volumen de una caja Una caja rectangular con un volu-

men de 2 %2 pies’ tiene una base cuadrada como se muestra

a continuacion. La diagonal de la caja (entre un par de esquinas

opuestas) ¢s | pie mds grande que cada lado de la base.

a) Sila base tiene lados de x pies de largo, muestre que
-2 -x'+8=0

b} Muestre que dos cajas diferentes satisfacen las condi-

ciones dadas, Encuentre las dimensiones en cada caso,
correctas hasta el centésimo mds proximo de un pie.

. 4

- 99, Contorno de una caja Una caja con una base cuadrada

tiene una longitud méds perimetro de 108 pulg. (El contorno
o perimetro es la distancia “alrededor™ de la caja.) [ Cudl es
la longitud de la caja si su volumen es 2200 pulg?

i Qué debe ser cierto acerca del grado de un polinomio con
coeficientes enteros si no tiene ceros reales?

101. Ecuacién clabica degradada Laecuacion cibica

(tercer grado) méds general con coeficientes racionales se
puede escribir como
x*+ax*+br+c=0
a) Muesire que si se reemplaza x por X — a/3 y se simpli-
fica, se tiene una ecuacién sin término X, es decir, una
ecuacion de la forma
X*+pX+g=10
Esta se llama ecuacidn cibica degradada, porque se ha
“suprimido™ el término cuadratico.
b) Use el procedimiento descrito en el inciso a) para
degradar la ecuacién x” + 6 + 9x + 4 =10,

102. La férmula chibica La férmula cuadrética se puede usar

para resolver cualquier ecuacidn cuadrditica (o de segundo
grado). Quizd se ha preguntado si existen férmulas simi-
lares para las ecuaciones cibicas (tercer grado), de cuarto
grado o superiores. Para la ecuacion ciibica degradada

x* + px + ¢ = 0, Cardano (pégina 296) encontrd la
férmula siguiente para una solucién:

3
iy g q P —-q q p
Y i S vl e il
= \/2+\l'4+21 2 \Na ' 7

En 1540 el matemdtico italiano Ferrari descubri6 una
fdrmula para las ecuaciones de cuarto grado. En 1824, el
matemidtico noruego Niels Henrik Abel demostré que es
imposible escribir una férmula para las ecuaciones de
quinto grado. Por dltimo, Galois (pdgina 273) dio un crite-
rio para determinar cudles ecuaciones se pueden resolver
mediante una férmula en la que intervienen radicales,

Use la férmula cidbica para hallar una solucién para las
ecuaciones siguientes. Luego, resuelva las ecuaciones con
los métodos que aprendid en esta seccidn. ;Cudl método
mds féicil?

a) x'—3x+2=0
b) ' —27x—54=0
¢) x*+3x+4=0
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Centrarse en un cero

gilep g po B UEWELE  Se ha visto como hallar los ceros de un polinomio de manera algebraica o gré-
DESCUBRIMIENTO fica. Se utiliza un método numérico para hallar los ceros. Con este método se
puede hallar el valor de cualquier cero real hasta los decimales que se desee.

El teorema del valor intermedio establece: si P es un polinomio y si P(a) y
P(b) son de signo opuesto, entonces P tiene un cero entre a y b. (véase la pigina
255). El teorema del valor intermedio es un ejemplo de un teorema de existen-
cia: indica que existe un cero, no indica exactamente donde estd. Sin embargo,
se puede usar el teorema para centrarse en el cero.

Por ejemplo, considere el polinomio P(x) = x* + 8x — 30. Observe que
P(2) < 0y F(3) = 0. Por el teorema del valor intermedio P debe tener un
cero entre 2 y 3. Para “atrapar” el cero en un intervalo mds pequefo, se evalia
P en décimos sucesivos entre 2 v 3 hasta que se encuentra el lugar donde P
cambia de signo, como en la tabla 1. En la tabla se ve que el cero que se estd
buscando se ubica entre 2.2 y 2.3, como se muestra en la figura 1.

Tabla 1 Tabla 2
et x| A
2.1 —3.94 2.26 ~0.38
ig _l!l..;i |-.,||1'|l3u..:- de signo ;g; _g:; ]-'.'.'.unhm do sigo
Yi vi
; y=P

Figura 1 Figura 2

Se puede repetir este proceso evaluando P en centésimos sucesivos entre
2.2 y 2.3, como en la tabla 2. Si este proceso se repite una y otra vez, se puede
obtener un valor numérico para el cero de forma tan exacta como se quiera.
De la tabla 2 se ve que el cero estd entre 2.27 y 2.28, Para ver si estd mds cerca
de 2.27 0 2.28, se comprueba el valor de P a la mitad entre estos dos nimeros:
P(2.275) = —0.03. Puesto que este valor es negativo, el cero que se estd bus-
cando se ubica entre 2.275 y 2.28, como se ilustra en la figura 2. Correcto hasta
el centésimo mds proximo, el cero es 2.28.
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1. a)
b)
c)
d)

al
b)
c)
d)

a)
b)

a)

b}

c)

Muestre que P(x) = x* — 2 tiene un cero entre 1 y 2.
Encuentre el cero de P hasta el décimo mds proximo.
Encuentre el cero de P hasta el centésimo mis proximo.

Explique por qué el cero que encontré es una aproximacion a V2.
Repita el proceso varias veces para obtener V/2 correcto hasta tres deci-
males. Compare sus resultados para V2 obtenidos con una calculadora.

2. Encuentre un polinomio que tiene V5 como un cero. Use el proceso descrito
aqui para centrarse en V'3 hasta cuatro decimales,

3. Muestre que el polinomio tiene un cero entre los enteros dados, y luego cén-
trese en ese cero, correcto hasta dos decimales.

Pix) =x+x— T;entre 1 y2
P(x) = x" — x* — S:entre 2y 3
P(x) =2x" —4x* + lientre 1 y 2
P(x) = 2x* — 4x* + l;entre —1 y 0

4. Encuentre ¢l cero irracional indicado, correcto hasta dos decimales.

El cero positivo de P(x) = x* + 2x" + x* — |
El cero negativo de P(x) = x* + 2x" + x* — |

5. En un pasillo entre dos edificios, dos escaleras se apoyan de la base de cada
edificio hasta la pared del otro de modo que se cruzan, como se ilustra en la

figura. Si las escaleras tienen longitudes a = 3 m y b = 2 m y el punto de cruce
A estd a una altura ¢ = 1 m, entonces se puede mostrar que la distancia v entre los
E /\ edificios es una solucidn de la ecuacion

x®—22x% + 163x% — 4547 + 385 =0

Esta ecuacién tiene dos soluciones positivas, que se encuentran entre | y
2. Use la técnica de “centrarse en” para hallar ambas correctas hasta el
décimo mis proximo.

Dibuje dos diagramas a escala, como en la figura, uno para cada uno de
los dos valores de x que encontré en el inciso a). Mida la altura del punto
de cruce en cada uno. ;jQué valor de x al parecer es el correcto?

A continuacion se describe como obtener la ecuacidn anterior. Primero,
use tridngulos similares para mostrar que

S

= —

= | -
| —

Luego, use el teorema de Pitdgoras para rescribir esto como

I 1 |
i e
¢ Val-x VI -2?

Sustituyaa = 3, b = 2 y ¢ = |, luego simplifique para obtener la ecua-
cidn deseada. [Observe que hay que elevar al cuadrado dos veces en este
proceso para eliminar ambas raices cuadradas. Este es el porqué se ob-
tiene una solucion extrana en el inciso a). (Véase la Advertencia en la

pdgina 53.)]
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Viéase la nota sobre Cardano, pagina
296, para un ¢jemplo de como se
emplean los nimeros complejos para
hallar soluciones reales de ecuaciones
polinomiales.

En la secci6n 1.5 se vio que si el discriminante de una ecuaci6n cuadritica es nega-
tivo, la ecuacién no tiene solucidn real. Por ejemplo, la ecuacion

*+4=0

no tiene solucidn real. Si se intenta resolver esta ecuacidn, se obtiene x?

lo tanto

= —4, por

x=*V-4

Pero esto es imposible, puesto que el cuadrado de cualquier nimero real es positivo.
[Por ejemplo (—2)* = 4, un nimero positivo.] Asi, los nimeros negativos no tie-
nen raices cuadradas reales.

Para hacer posible que rodas las ecuaciones cuadrdticas tengan solucién, los ma-
teméticos inventaron un sistema de nimeros desarrollado, llamado sistema de nu-
meros complejos, Primero, definieron el niimero

i=v=1

Esto significa que i * = — 1. Un niimero complejo es entonces un nimero de la forma
a + bi, donde a y b son niimeros reales.

Definicion de niumeros complejos

Un mimero complejo es una expresion de la forma
a+ bi

donde a vy b son nlimeros reales e i* = — 1. La parte real de este niimero com-
plejo es a y la parte imaginaria es b. Dos nimeros complejos son iguales si y
s6lo si sus partes reales son iguales y sus partes imaginarias son iguales.

Hay que observar que las partes real e imaginaria de un nimero complejo son
niimeros reales.

1 Nameros complejos

Los siguientes son ejemplos de niimeros complejos,
3+ 4i Parte real 3, parte imaginaria 4

$—3i  Parte real §, parte imaginaria — 3
6i Parte real 0, parte imaginaria 6
= Parte real —7, parte imaginaria 0 -
Un nimero como 6i, que tiene parte real 0, se llama mimero imaginario puro.
Un mimero real como —7 se puede considerar como un nimero complejo con parte
imaginaria 0.
En el sistema de nimeros complejos toda ecuacion cuadritica tiene soluciones.
Los niimeros 2i y —2i son soluciones de x* = —4 porque

Q=2 =4-1)=-4 y (<2 = (-2 = 4-1) = —4
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Aunque se usa el término imaginario en este contexto, los nlimeros imaginarios
no deben ser considerados como algo menos “real” (en el sentido ordinario més que
matemédtico de la palabra) que los niimeros negativos o irracionales. Todos los niime-
ros (excepto posiblemente los enteros positivos) son creaciones de la mente humana,
los nimeros —1 y V2 asf como el nimero i. Se estudian los nimeros complejos
porque completan, de un modo til y elegante, el estudio de las soluciones de ecua-
ciones. De hecho, los niimeros imaginarios son (tiles no sélo en dlgebra y matemati-
cas, sino en otras ciencias también. Para dar sélo un ejemplo, en teoria eléctrica la
reactancia de un circuito es una cantidad cuya medida es un niimero imaginario.

Operaciones matematicas sobre nimeros complejos

Los nimeros complejos se suman, restan, multiplican y dividen del mismo modo
como se harfa con cualquier niimero de la forma a + bV/c. La tinica diferencia que
se requiere tener en mente es i = — 1. Asf, los célculos siguientes son vélidos.

(a + bi)(c + di) = ac + (ad + be)i + bdi? Multiplique y reuna los términos

semejantes
=ac + (ad + be)i + bd(—1) * = —1
= (ac — bd) + (ad + bc)i Combine las partes reales y

las imaainarias
Por lo tanto, se define la suma, diferencia y el producto de niimeros complejos como
sigue.

Sumar, restar y multiplicar numeros complejos

Definicion Descripcidn
Suma
(a+ bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d) Para sumar nimeros complejos, sume las partes reales y
las partes imaginarias.
Resta
(@a+ bi) —(c+di)=(a—c)+(b—d)i Para restar nlimeros complejos, reste las partes reales y las
partes imaginarias.
Multiplicacion

(@ + bi)+(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i Multiplique los niimeros complejos como binomios, con

Las calculadoras para grificas pueden
efectuar operaciones antméticas en
niumeros complejos.

(Z+5i)+(&=249)
T+31

(Z+51)%(4=214)
2e+16414

*m=]

mplo2 Suma, resta y multiplicacién de numeros

complejos
Exprese lo siguiente en la forma a + bi.
a) (3+ 5i)+ (4 - 2i) b) (3 + 5i) — (4 — 2i)
c) (3 + 5i)(4 — 2i) d i®

Solucion
a) De acuerdo con la definicién, se suman las partes reales y las partes imaginarias.

B+5)+@-2)=(3+48)+(5-2)i=7+3i



Complejos Conjugados

Conjugadol

3+ N
I:=
4
3

= ol |
1+
—d4i
3
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b)) 3+5i)-(4-2)=03-4)+[5-(=2)])i=-1+7Ti
c) (3 + 5i)(4 — 20) = [3-4 — 5(—2)] + [3(~2) + 5-4]i = 22 + 14i

d) i? =i®" = (Mi=(-1)"i=(=1)i=—i w

La divisién de nimeros complejos es muy parecida a racionalizar el denomina-
dor de una expresién radical, que se considerd en la seccidn 1.2. Para el nimero com-
plejo z = a + bi se define su complejo conjugado como Z = a — bi. Observe que

z:7=(a + bi)la — bi) =a® + b*

Por consiguiente, el producto de un nimero complejo y su conjugado es siempre un
nimero real no negativo. Se usa esta propiedad para dividir niimeros complejos.

Division de numeros complejos

+ bi _—
:: + di' se multiplica el numerador y el denomi-

nador por el complejo conjugado del denominador:

Para simplificar el cociente

a+bi=(ﬂ+br‘)(r:—¢ii)={ﬂf+bn')+[br—ad}i
c+ di c+di/\c—di c? + d*

En vez de memonizar toda la férmula, es més ficil recordar el primer paso y luego
multiplicar ¢l numerador y el denominador de la manera usual,

‘Ejemplo 3 Dividir nimeros complejos

Exprese lo siguiente en la forma a + bi.

3+ 5i 7+ 3

1 = 2i % 4i

Solucién  Se multiplica tanto el numerador como el denominador por el conju-

gado complejo del denominador para hacer al nuevo denominador un nimero real.
a) El complejo conjugadode | — 2ies]1 — 2i =1 + 2i.

3+5£__(3+5i)(1+2:‘)_&-—'}'+I]i_u YL

a)

i St _l

1 -2 1-2 1 + 2§ 5 5 5
b) El complejo conjugado de 4i es —4i. Por lo tanto
7+3i_(T+3=‘)(—4i)_11—zﬂi=§_1_ z
4l 4 =y 16 g &

Raices cuadradas de nimeros negativos

Asf como todo niimero real positivo r tiene dos rafces cuadradas (Vr y — V), to-
do ndmero negativo tiene dos raices cuadradas también. Si—r es un nimero ne-
gativo, entonces sus raices cuadradas son =iV, porque (iVr)Y =i%r=—ry
(=ivVr)? =ir = -r,



Leonhard Euler (1707-1783), hijo
de un pastor, nacid en Basel, Suiza.
A la edad de 13 afios su padre lo
envid a la universidad en Basel pa-
ra estudiar teologia, pero Euler pron-
to decidid dedicarse a las ciencias.
Ademds de teologia estudid mate-
miticas, medicina, astronomia, fisi-
ca e idiomas asifticos. Se dice que
Euler podia calcular con el mismo
esfuerzo que el "hombre respira o
las dguilas vuelan”. Cien afios an-
tes que Euler, Fermat (véase la pd-
gina 652) habia conjeturado que
2% + 1 es un nimero primo para
toda n. Los pnmeros cinco de es-
tos ndmeros son 3, 17, 257, 65537
v 4 294 967 297. Es ficil mostrar
que los primeros cualro son pri-
mos. Se consideraba que el cuario
también era pnmo hasta que Euler,
con su capacidad fenomenal para
realizar cdlculos, mostrd que es el
producto de 641 X 6 700417 v, por
lo tanto, no es un ndmero primo.
Euler publicd mas que cualguier
otro matemadtico en la histona, Sus
trabajos reunidos comprenden 75
volimenes grandes. Aungue los dl-
timos 17 afos de su vida carecid
de la vista, continud con su traba-
jo y publicaciones. En sus escritos
popularizé el uso de los simbo-
los 7, £ ¥ también i, que el lector
encontrard en este texto. Una de las
contribuciones mds duraderas de
Euler es su desarrollo de los niime-
ros complejos.
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Raices cuadradas de numero negativos

Si —r es negativo, entonces la raiz cuadrada principal de —res
V=r=iVr
Las dos rafces cuadradas de —r son i Vry —i VT

Por lo comtin se escribe i Vb en lugar de V/bi para evitar confusién con Vbi.

A Le

' Raices cuadradas de nameros negativos

a) V-1=iVli=i
by V=16 = i V16 = 4i
¢) V=-3=iV3 .

Se debe poner atencidn especial al efectuar los cdlculos relacionados con raices
cuadradas de nimeros negativos. Si bien Va- Vb = Vab cuando a y b son posi-
tivos, esto no se cumple cuando ambos son negativos, Por ejemplo,

V=2:V-3=iV2:iVi=iVe=-V6
pero V(=2)(=3) = V6
por lo tanto V=-2-v-3 x\fm-_ﬂ
Al multiplicar radicales de nimeros negativos, expréselos en la forma i Vr

(donde r = 0) para evitar posibles errores de este tipo.

Ejemplo5 Uso de raices cuadradas de nimeros negativos
Evalte (V12 — V=3)(3 + V—4) y exprese en la forma a + bi.
Solucion
(V12 = V=3)(3 + V—4) = (V12 - iV3)(3 + iV4)
=(2V3 - iV3)(3+ 2)
= (6V3 +2V3) +i(2-2V3 - 3V3)
=8V3i+iVv3 "

Raices complejas de ecuaciones cuadraticas

Ya se ha visto que, si @ # 0, entonces las soluciones de la ecuacién cuadrdtica
ax® + bx + ¢ = 0 son

Si b* — dac < 0, entonces la ecuacién no tiene solucidn real. Pero en el sistema de
nimeros complejos, esta ecuacion siempre tendrd soluciones, porque los nimeros
negativos tienen raices cuadradas en este entorno expandido.



Las dos soluciones de cualguier
ecuaciin cuadritica que tiene coe-
ficientes reales son complejos
conjugados entre si. Para entender por
gué esto es cierto, considere ¢l signo
* en la formula cuadritica.
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06 Ecuaciones cuadraticas con soluciones complejas

Resuelva cada ecuacidn.

a) x24+9=10 by x> +4x+5=0
Solucion

a) Laecuacién x* + 9 = 0 significa x* = —9, por consiguiente
x=*V=-0=#iV0 = +3;

Las soluciones son por lo tanto 31 y —3i.
b) Por la formula cuadritica

1_—41 4t — 4.5
2
_—4x\-4
2
=42 Y-2xid) W
S R
Asi, las soluciones son —2 + iy -2 — i. =

"Ejemplo7 Complejos conjugados como soluciones de
ecuaciones cuadraticas

Demuestra que las soluciones de la ecuacién
dy* = Ux + 37 =10
son complejos conjugados el uno del otro.

Solucion Se usa la férmula cuadritica para obtener

_ 24 = V(24) - 4(4)(37)

) 2(4)
_M=V-I6 44 1
8 8 2
Asi, las soluciones son 3 + iy 3 — 3i, y éstos son complejos conjugados. L

BEEXW Ejercicios

1-10 ® Encuentre las partes real e imaginaria del nimero com- 11-22 ® Llevar a cabo la suma o resta y escribir el resultado en
plejo. la forma a + bi.

L5-T 2 —6+4i 11. (2 = 5i) + (3 + 4i)

3. '33' L At 12. (2 + 5i) + (4 — 6i)

5 3 & =l 13, (=6 + 6i) + (9 — i)

7. -4 8. i\3 14. (3 - 20) +(-5-}i)

9. V3+v-4 10. 2 - =35 15. 3i + (6 — 4i)
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16 (4 - 4i) + (4 + 33)

17. (7= %) = (5 + %)

18. (—4 + i) — (2 — 5i)

19. (—12 + &) — (7 + 4i)
20. 6i — (4 — i)

21 §i = (§ = 5i)

22. (0.1 — 1.1i) — (1.2 — 3.6i)
13—5: ® Evaluar la expresidn y escribir el resultado en la forma
a+ bi

23, 4(—-1 + )

24. 2i(3 - i)

25, (7 - i)(4 + 2i)

26. (5= 3i)(1 + i)

7. (3 — 4i)(5 — 1)

28. (3 + 12i)(3 + 24i)

29. (6 + 5i)(2 — 3i)

3. (-2+(3-1)

i 1+
2-3 5—1i
by H3rw
26 + 39i 25
e 2 -3 % 4 = 3
10i -
ni=s 38. (2 - 3i)
4 4+ 6i -3 + 5§
», 3i " 15i
] | (1+2)}3—-1i)
4l 1+i 1-i 24+
43, §? . (2)
45‘ lIl_'I]- “_ !letl
47. V=25 48, 1|'_T9
9. V=3IV=12 50, Viv=77
51, (3 — V=3)(1 + V1)
1 - V=1
51. orme L it
1 + v—=1
83, .E_'t_.._. v—8
1+ v=2

54. (V3 - v=3)(Ve - V=3)
V=36

V=IV-9

V=IvV=49
V28

5.

56.

57-70 ® Hallar las soluciones de la ecuacidn y expresarlas en la
forma a + bi.

57. x*+9=0

59, x*—4x+5=0
6l x*+x+1=0
63 2x* = 2x+1=0

58. M+ 4=0
60, x>+ 2x+2=0
62 x*—-3x+3=0

64. 2x* + 3 =2z
H.I+3+"?-=l] 'ﬁﬁ.z+4+-]-§=ﬂ

68. 4x* — 162+ 19=10

70, F+ix+1=0

67. 6 + 12x+T=0
69. Ix* —x+5=0

71-78 ® Recuerde que el simbolo z representa el complejo con-
jugadode z. Siz = a + b y w = ¢ + di, demuestra cada expre-
sidin.

76. : — :esun nimero imaginario puro
T7. z-zes un nimero real

78. z = Isiy sélosizesreal

Descubrimiento - Debate

79. Raices complejas conjugadas Suponga que la
ecuacidn ax® + bx + ¢ = 0 tiene coeficientes reales y raices
complejas. ; Por qué las raices deben ser complejos conju-
gados entre si? (Piense como encontraria las raices con la
férmula cuadritica.)

80. Potencias de i Calcule las primeras 12 potencias de i, es
decir, i, i%, i% ..., i"%. ;Observa un patrén? Expligue cémo
calcularia cualguier potencia de mimero entero de i, con el
patrén que descubrid. Use este procedimiento para calcular
l*H-l-ﬁ

81. Radicales complejos El nimero 8 tiene una rafz cibica
real, VB = 2, Caleule (=1 + iv3)*y (-1 — iV3)' para
comprobar que 8 tiene por lo menos otras dos raices ciibi-
cas complejas. [ Puede hallar cuatro raices cuartas de 167
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Ceros complejos y el teorema
fundamental del algebra

Ya se ha visto que el polinomio de n-ésimo grado puede tener a lo sumo n ceros
reales. En el sistema de nimeros complejos un polinomio de n-ésimo grado tiene
exactamente n ceros y, por lo tanto, se puede factorizar en exactamente n factores li-
neales. Este hecho es una consecuencia del teorema fundamental del dlgebra, el cual
fue probado por el matemidtico alemdn C. F. Gauss en 1799 (véase la pigina 294),

Teorema fundamental del algebra y factorizacion
completa

El siguiente teorema es la base para gran parte del trabajo de factorizar polinomios y
resolver ecuaciones polinomiales.

Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio
Px)=ax"+a,_x" '+--+ax+a (n=1la,#0)

con coeficientes complejos tiene por lo menos un cero complejo.

Debido a que cualquier nimero real es también un nimero complejo, el teorema
se aplica también a polinomios con coeficientes reales.

El teorema fundamental del dlgebra y el teorema del factor muestran que un po-
linomio puede ser factorizado por completo en factores lineales, como se demues-
tra ahora.

Teorema de factorizacion completa

Si P(x) es un polinomio de grado n = 1, entonces existen nimeros complejos
a, €y, € .« -+ 4 €, (CON @ # ) tales que

Pix) = alx — e lx —'qa) (3= ¢c,)

® Demostracion Por el teorema fundamental del dlgebra, P tiene por lo
menos un cero, Sea éste ¢,. Por el teorema del factor, P(x) se puede factorizar como

Pix) = (x — &) - Qi(x)

donde Q,(x) es de grado n = 1. Al aplicar el teorema fundamental al cociente Q,(x)
se obtiene la factorizacidn

P(x) = (x — 1)+ (x — 1) - Qofx)

donde Q,(x) es de grado n — 2 y ¢, es un cero de Q,(x). Si se continiia con este
proceso para n pasos, se obtiene un cociente final Q. (x) de grado 0, una constante
no cero que se llamard a. Esto significa que P ha sido factorizado como

Px) = a(x — ¢\ )(x — ¢3) -+ {x — ¢c,)
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Para hallar en realidad los ceros complejos de un polinomio de n-ésimo grado,
por lo general se factoriza primero tanto como sea posible, luego se usa la formula
cuadritica en las partes que no se pueden factorizar mas.

Ejemplo 1 Factorizacion completa de un polinomio
SeaP(x) =x" =3 +x-3.

a) Encuentre los ceros de P.

b) Halle la factorizacion completa de P.

Solucion
a) Se factoriza primero P como sigue.

Pxy=x"-32+x-3 Dado
=xi{x—3) +{x-3) Términos agrupades
=x—-3)x*+1) Factorx — 3

Se encuentran los ceros de P al igualar a cero cada factor O:

P(x) = (x - 3}(J2T )

Iy

Al hacer que x — 3 = 0, s¢ ve gque x = 3 es un cero. Con x? + | = 0, se ob-
tiene x* = —1, por lo tanto x = =i. Asi que los ceros de Pson 3, i y —i.

b) Puesto que los ceros son 3, i y —i, por el teorema de factorizacion completa P
se factoriza como

Plr) = (e = 3)x:~ ffx—[=i}]
=[x =3}x—i)x +i) n

2 Factorizacion completa de un polinomio a

Sea P(x) = x’ — 2x + 4.
a) Encuentre los ceros de P.
b) Halle la factorizacion completa de P.

Solucién
| © -0 -2 -4 a) Los posibles ceros racionales son los factores de 4, que son =1, =2, =4, Por
—% 4 —4 medio de la divisién sintética (véase el margen) se encuentra que —2 es un
s 0 cero, y el polinomio se factoriza como

P(x) = (x + 2)(x* — 2x + 2)

Este factor es O cuando Use la férmula cuadritica
Xx= =2 determinar cusindo este factor ea O
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Para hallar los ceros, se iguala a cero cada factor. Por supuesto, x + 2 = 0 sig-
nifica x = —2. Se usa la férmula cuadritica para determinar cudndo el otro factor
£S5 Cero.

X —=2x+2=0 lguale a cero el factor

2+v4—8 L
xX= . Férmula cuadratica
2+ 2
x= 5 Tome la ralz cuadrada
x=1=x1i Simplifique

Por consiguiente, los cerosde Pson —2,1 +iy1 — i

b) Puesto que los ceros son —2, 1 + iy 1 — i, por el teorema de factorizacion
completa P se factoriza como

Plx) =[x = (-2)][x — (1 + i) ][x = (1 = i)]

={r+2x—-1-Dx—1+1) [

Ceros y sus multiplicidades

En el teorema de factorizacién completa los nimeros ¢y, ¢, . . . , €, son los ceros de
P. Estos ceros no necesariamente son todos diferentes. Si el factor x — ¢ aparece k
veces en la factorizacion completa de P(x), entonces se dice que ¢ es un cero de mul-

tiplicidad k (véase la pdgina 259). Por ejemplo, el polinomio
P(x) = {x — 1)(x + 2)*(x + 3)°
tiene los ceros siguientes:
1 (multiplicidad 3), —2 (multiplicidad 2), —3 (multiplicidad 5)

El polinomio F tiene el mismo nimero de ceros que su grado, tiene grado 10 y tiene
10 ceros, siempre y cuando se cuenten sus multiplicidades. Esto es cierto para todos
los polinomios, segiin se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema de ceros

Todo polinomio de grado n = 1 tiene exactamente n ceros, siempre que un
cero de multiplicidad k se cuente k veces.

® Demostracion Sea P un polinomio de grado n. Por el teorema de factoriza-
cion completa
P(x) = a(x — ¢))(x — ¢3) *** [x = ca)

Ahora suponga que ¢ es un cero de P distinto de ¢,, ¢. . . . . ¢,. Entonces

P(c) = alc = e,)(e = ¢3) (e = ¢,) = 0

Asi, por la propiedad del producto cero, uno de los factores ¢ — ¢; debe ser 0, por
lo tanto ¢ = ¢; para alguna /. Se deduce que P tiene exactamente los n ceros
ﬂ.,{':,...,f". )
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T : UEiempied) Factorizacion de un polinomio con a

ceros complejos
Encuentre la factorizacién completa de los cinco ceros del polinomio

| P(x) = 3x* + 24x° + 48x

Solucion Puesto que 3x es un factor comiin, se tiene

= 4 2
Carl (1777- P(x) = 3x(x" + 8x* + 16)
1855) es considerado el matemd- | = 3x(x? + 4)°
tico mds grande de los tiempos ;
modernos. Sus contemporineos lo

| llamaron el “Principe de las mate- te factor es ( x=0  Estefactores 0 cuando
| miticas”. Nacié en una familia po- : — x=2iox=—2i

- bre; su padre se gand la vida como

. albafil. Cuando era muy pequeiio, |

Gauss encontré un error de célcu- Para factorizar x* + 4, note que 2i y —2i son ceros de este polinomio. Asf
lo en las cuentas de su padre, el x? + 4 = (x = 2i)(x + 2i) y, por lo tanto
primero de muchos incidentes que
dieron evidencia de su precocidad
matemdtica. (Véase la pigina 834.) P(x) = 3x[(x = 2i)(x + 20) ]}
A los 19 afos Gauss demostrd que = i3 12
el poligono regular de 17 lados se | = 3xx = 2i)(x + 2i)
puede construir con una regla v
compds solamente. Esto fue no- Qesuncerode  2iesuncerode  —2/és uncerode
table porgue, desde la época de Eu- multiplicidad 1, multiplicidad 2. multiplicidad 2.
clides, se pensaba que los dnicos
. poligonos regulares que se podian
| construir de esta forma eran el Los ceros de P son 0, 2i y —2i. Puesto que los factores x — 2i y x + 2i ocurren
tridngulo y el pentigono. Comore- | cada uno dos veces en la factorizacién completa de P, los ceros 2i y —2i son de

sultado de este descubrimiento multiplicidad 2 (o ceros dobles). Asf, se han hallado los cinco ceros. .
Gauss decidid seguir una carrera |

en matemiticas en lugar de idio-

mas, su otra pasién. En su diser- | En la tabla siguiente se dan ejemplos de polinomios con sus factorizaciones
tacion doctoral, escnta a la edad completas y ceros.
de 22 aftos, Gauss demostrd el teo-

rema fundamental del dlgebra: un !
polinomio de grado » con coefi- i
|

S T e Grado Polinomio Cerols) Nimero de ceros
Sus otros logros abarcan cada rama 1 Plx)=x—4 4 1
de las matemdticas, asi como la fi-
sica v la astronomia 3 P(x) = x* = 10x + 25 5 (multiplicidad 2) 2
[ | = (x - 5)(x - 5)
3 Plx)=x"+x 0, —i 3
=x(x — i)(x + i)
4 P(x) = x* + 18¢* + 81 3i (multiplicidad 2), 4
=(x - 3(x + %) | —3i(multiplicidad 2)
5 Px) = x° — 264 + &° 0 (multiplicidad 3), s
= x¥(x = 1) 1 (multiplicidad 2)




-2 "11,1\:/ '. 4

20

Figura 1

P(x) = 3x

En la figura | se muesira la grifica

del polinomio P del ejemplo 5. Las
intersecciones con x corresponden a los
ceros reales de P. Los ceros imagina-
ros no se pueden determinar de la
grifica.

-2 —x' - 12— 4
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)4 | Hallar polinomios con ceros especificados

# -

a) Hallar un polinomio P(x) de grado 4, con ceros i, —i,2y —2 y con P(3) = 25

b) Encuentre un polinomio Q(x) de grado 4, con ceros —2 y (), donde —2 es un
cero de multiplicidad 3.

Solucién
a) El polinomio requerido tiene la forma
P(x) = a(x — i)(x — (=))(x — 2)(x — (-2))
= a(x® + 1)(x* — 4)
= g(x* — 3 - 4)

Diferencia de cuadrados

Multiplicar

Se sabe que P(3) = a(3' — 3-3* — 4) = 50a = 25, por lo tanto a = 1, Asf
Px) = 5 — 2 = 2

b) Se requiere
Ox) = alx — (-2)P(x - 0)
= alx + 2)°x
= alx® + 6x* + 12x + 8)x Férmula de producto especial 4 (seccién 1.3)

= a(x* + 6 + 12x* + 8x)

Puesto que no se tiene informacién acerca de Q aparte de sus ceros y multiplicidad,
se puede elegir cualguier nimero para a. Si se usa a = 1, se obtiene

Ofx) = x* + &' + 1227 + Bx Ll

'Ejemplo5  Hallar los ceros de un polinomio
Hallar los cuatro ceros de P(x) = 3x* — 2x" — x* — 12x — 4.

Solucién Con el teorema de ceros racionales de la sw:iﬁn "L 3 se obtiene la
siguiente lista de posibles ceros racionales: +1, +2, 4, +3, _3, +1. Al comprobar
éstos por medio de divisién sintética, se encuentra que 2 y — — SOM CEros, y se ob-
tiene la siguiente factorizacion,

Pix) =3x* - 28" =¥ — 12x — 4

=(x—2)32 +47 + Tx + 2) Factor x — 2
= (x = 2)(x + })(32 + 3x + 6) Factor x + 4
=3(x - 2}[,:: + 3+ x + 2) Factor 3
Los ceros del factor cuadritico son
-1=vV1 -8 1 V7
x= e o Formula cuadratica
2 2 2
por lo tanto, los ceros de P(x) son
1 . Vi 1 VT
2, 3 3 + | 5 ¥ 5 i 2 ]



Gerolamo Cardano (1501-1576),
es de hecho una de las figuras mds
coloridas en la historia de las ma-
temyiticas. Fue el fisico mis cono-
cido de Europa en su época; sin
embargo, toda su vida estuvo pla-
gada de numerosos padecimien-
tos, como fracturas, hemorroides y
un temor irracional de encontrarse
con perros rabiosos. Como padre,
adoraba a sus hijos, aungue no fue
correspondido. Su hijo preferido
fue decapitado por asesinar a su
propia esposa. Cardano fue tam-
bién un jugador compulsivo, de
hecho, este vicio pudo haberlo
motivado a escribir el Libro sobre
juegos de probabilidad, el primer
estudio de probabilidad desde el
punto de vista matematico.

En el trabajo matemdtico prin-
cipal de Cardano Ars Magna, deta-
16 la solucion de las ecuaciones
polinomiales generales de tercero
¥ cuarto grados, En el momento de
su publicacion, los matematicos se
sentian incémodos incluso con los
nimeros negativos, pero las formu-
las de Cardano prepararon el terre-
no para la aceptacion no silo de
los nimeros negativos, sino tam-
bién de los nimeros imaginarios,
porque aparecian de manera natu-
ral en la solucién de ecuaciones
polinomiales. Por ejemplo, para la
ecuacion clbica

P2=-155—-4=0
una de sus formulas da la solucion
x=V2+v-ian
+ V2 = v-=121

(Véase la pdgina 282, ejercicio
102). Este valor para x en realidad
resulta ser el nimero entero 4; sin
embargo, para encontrarlo Carda-
no tuvo que usar ¢l nimero imagi-

nario V=121 = 11i.
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Los ceros complejos vienen en pares conjugados

Como quizd lo not6 en los ejemplos dados hasta el momento, los ceros complejos de
polinomios con coeficientes reales vienen en pares. Siempre que a + bi sea un cero,
su complejo conjugado a — bi es también un cero.

Teorema de ceros conjugados

Si el polinomio P tiene coeficientes reales, y si el nimero complejo z es un
cero de P, entonces su complejo conjugado z es también un cero de P.

® Demostracion Sea
Px)=ax"+a,_x" '+ +ax+ay
donde cada coeficiente es real. Suponga que P(z) = 0. Se debe probar que
P(z) = 0. Se usen los hechos de que el complejo conjugado de una suma de dos

niimeros complejos es la suma de los conjugados y que el conjugado de un produc-
to es el producto de los conjugados (véanse los ejercicios 71 y 72 en la seccién 3.4).

PiE) = a,Z)" + a,Z)" + - +aita
=a,"+a,_, 2" '+ - +az+a,

Debido a que los coeficientes

50N reales
=a," +a,,2" + - +az+a
=gz"+a, "'+ +az+a
=Pz)=0=0
Esto muestra que z es también un cero de P(x), lo que prueba el teorema. u

_Ejemplo 6 Un polinomio con un cero complejo especificado

Encuentre un polinomio P(x) de grado 3 que tiene coeficientes enteros y ceros § y
3-i

Solucion Puesto que 3 — i es un cero, entonces también lo es 3 + i por el teo-
rema de ceros conjugados. Esto significa que P(x) tiene la forma
P(x) =a(x — 3)[x — (3 - §))[x - (3 + )]
= a(x = [(x = 3) +i][(x = 3) = i]
=alz = 3){x—3)* - #]

Keagrupar

Férmula de diferencia de

cuadrados
= ﬂ(.:l: - %)[Iz — 6x + 10) Desarrollar
= ﬂ[:..t'! - '1—3..1‘1 + 1ix - 5] Desarrollar

Para hacer los coeficientes enteros, se establece a = 2 y se obtiene
P(x) = 2x* — 13x* + 26x — 10

Cualquier otro polinomio que satisface los requerimientos dados debe ser un miilti-
plo entero de éste. .
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)} 7 Uso de la regla de Descartes para contar ceros
reales y ceros imaginarios

Sin factorizar en realidad, determine cudntos ceros positivos reales, ceros reales
negativos y ceros imaginarios podria tener el siguiente polinomio:

Pix) =x*+ 6 — 12x* — 14x — 24

Solucion Puesto que hay un cambio de signo, por la regla de los signos de Descartes,
P tiene un cero real positivo. También, P{—x) = x* — 6 — 12x* + 14x — 24
tiene tres cambios de signo, por lo tanto hay tres ceros reales negativos o uno solo.
Asi que P tiene un total de cuatro o dos ceros reales. Puesto que P es de grado 4,
tiene cuatro ceros en total, lo que da las siguientes posibilidades.

Ceros reales positivos | Ceros reales negativos| Ceros imaginarios

1 3 0
1 1 2

Factores cuadraticos y lineales

Se ha visto que un polinomio se factoriza por completo en factores lineales si se usan
nimeros complejos. Si no se emplean nimeros complejos, entonces un polinomio
con coeficientes reales se puede factorizar siempre en factores lineales y cuadriticos.
Se usa esta propiedad en la seccidn 9.8 cuando se estudian fracciones parciales. Un
polinomio cuadritico sin ceros reales se llama irreducible en los nimeros reales.
Esta clase de polinomio no se puede factorizar sin el uso de nimeros complejos.

Teorema lineal y factores cuadraticos

Todo polinomio con coeficientes reales se puede factorizar en un producto de
factores lineales y cuadriticos irreducibles con coeficientes reales.

® Demostracion Se observa primero que sic = a + bi es un niimero complejo,
enionces

(x = c)x =€) = [x = (a + bi)][x — (a — bi)]
= [{x — a) — bi][(x — a) + bi]
= (x — a)* — (bi)®
= x® — 2axr + (a* + b%)

La dltima expresion es cuadritica con coeficientes reales.
Ahora, si P es un polinomio con coeficientes reales, entonces por el teorema de

factorizacion completa
P(x) = alx = c)(x = ¢3) =+ (x = c,)

Puesto que las raices complejas ocurren en pares conjugados, se pueden multiplicar
los factores correspondientes a cada par para obtener un factor cuadrético con coe-
ficientes reales. Esto da como resultado que P se factorice en factores lineales y
cuadrdticos irreducibles. -
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"Ejemplo 8 Factorizacion de un polinomio en factores lineales
y cuadraticos

Sea P(x) = x* + 2x* - 8.
a) Factorice a P en factores lineales y cuadriticos irreducibles con coeficientes reales,
b) Factorice a P por completo en factores lineales con coeficientes complejos.

Solucion
a) Px)=x"+2x"—-§

= (! — 2)(x} + 4)
=(x — V2){x + V2)(x* + 4)
El factor x* + 4 es irreducible puesto que sélo tiene los ceros imaginarios *2i.
b) Para obtener la factorizacién completa, se factoriza el factor cuadrdtico restante.
P(x) = (x — V2)(x + V2)(x* + 4)
= (x = V2)(x + V2)(x = 2i)(x + 2i) =

1-12 = Se da un polinomio P, 3140 = Encuentre un polinomio con coeficientes enteros que

a) Encuentre los ceros de P, reales y complejos. sutisfaga las condiciones dadas.

b) Factorice a P por completo, 31. Ptiene grado 2y ceros | + iy 1 —i.

L P(x) = x* +4x° 2. Px) = x° + 9 32, Ptiene grado 2y ceros 1 + iV2y 1 — iV3.

3 Plx) =x"—2x + 2x 4 Px)=x"+x*+x 33. O tiene grado 3 y ceros 3, 2i y —2i.

5. Px) =x'+2x" + 1 6. Plx) =x*—x* =2 34. ( tiene grado 3 y ceros O e i.

7. P(x) = x* — 16 B Px) =x'+6x" +9 35. P tiene grado 3 y ceros 2 e i.

9. P(x)=x’+8 10. P(x) =x’ — 8 36, Q tiene grado 3 y ceros =3y | + i,

1. Px) =x* -1 12. P(x) =x° - 7x" — 8 37. Rtiene grado 4 y ceros 1 — 2i y 1, con 1 como un cero de
multiplicidad 2.

13-30 = Factorice al polinomio por completo v halle sus ceros. 38. 5 tiene grado 4 v ceros 2i y 3i,

A 39, Ttienc grado 4 y coros iy | + i, y bamino coustante 12.

1B, Ps) = +25 14, Pz} = 43" +9 40. U tiene grado 5, ceros §, =1 y —i, coeficiente principal 4; el

1S. O(x) = x* + 2x + 2 16. O(x) = x* — 8 + 17 cero = | tiene multiplicidad 2.

17. P(x) = x* + 4&x 18. P(x) =x"—x"+x

19. O(x) = x* = 1 20. Ox) = x* — 625 41-58 = Encuentre los ceros del polinomio.

21. P(x) = 16x* — 81 22, Plx) =x'— 64 4L Px)=x+ 2 + 4x + 8

23, Px) =x* 4+ x* +9x +9 24, P(x) =x"-T729 2. Px)=x*-Tx*+17x - 15

25. 0(x) =x*+ 22 + 1 26, O(x) = x* + 10«7 + 25 43 Px)=x"-27+2x -1

27. Plx) =x* + 3 — 4 28, P(x) =x" + T’ 44, Px) =x* + 7x* + 18x + 18

29, Plx) =x"+ 6’ +9x 30, P(x) = x"+ 167 + 64 45. Px) =x" -3+ Ix -2



46. Px) =x'-x—-6

4T Plx) =2 + Tt + 12x + 9

48. Px) =2x = Bx* + 9x -9

4. Px) =x* 4+ "+ Tx*+9x - 18

80, Px) =x' -2 =-2x"=2x -3
SLPx)=x' -+ -7+ 12x— 12

52. P(x) =x" + x* + 8x* + 8 [Sugerencia: Factorice por
agrupacion de términos|

53, P(x) = x* = 6x* + 13x? — 24x + 36

B4 P(x) =2t -2+ 2+ 2

S5 Px) =4x' + 4 + 5x' + dx + |

86, P(x) =dx* + 22 = 2x' - 3x — |

57. Px) =X = 3 + 12X — 28 + 27x = 9
B Px)=F-+ 2 -4t + -2

59-64 ® Se da un polinomio P.

a) Factorice P en factores lineales y cuadriticos irreducibles
con coeficientes reales.

b) Factorice P por completo en factores lineales con coefi-
cientes complejos.

8. Px)=x-5*+4d4x-2

60. Px) =x"—2x— 4

61 P(x) =x'+ 8 =9

62 Pix) =x* + & + 16

63. P(x) = x* — 64

64, Plx) =5 — 16x

65. Por el teorema de ceros, toda ecuacién polinomial de

n-ésimo grado tiene exactamente n soluciones (incluso posi-

blemente algunas que son repetidas). Algunas de éstas
pueden ser reales y algunas imaginarias. Use un dispositivo
de graficacion para determinar cudntas soluciones reales e
imaginarias tiene cada ecuacion.

a) -2 —1lx*+12x=0

b) x' -2 —1lx?+12x-5=0

) x'-2-1lx*+12x+40=10
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6668 ® Hasta aqui se ha trabajado sdlo con polinomios que
tienen coeficienies reales. Estos ejercicios tienen que ver con
polinomios con coeficientes reales e imaginarios.

66. Encuentre las soluciones de la ecuacidn,
a) 2x+4di=1
b) x* —ix=0
¢ X*+2ix—-1=0
d)ixr*—2x+i=0

67. a) Muesire que 2i y 1 — i son soluciones de la ecuacion
=1 +ix+(2+2)=0

pero que sus complejos conjugados —2iy |1 + i no
lo son.

b) Explique por qué el resultado del inciso a) no viola el
teorema de ceros conjugados.

68. a) Encuentre el polinomio con coeficientes reales de grado
mis pequefio posible para el cual i y 1 + i son los ceros
y en el que el coeficiente de la potencia mds alta es 1.
b) Encuentre un polinomio con coeficientes complejos del

grado mds pequefio posible para el cual 1 + i son ceros
y en el que el coeficiente de la potencia mds alta es 1.

Descubrimiento « Debate

69. Polinomios de grado impar El teorema de ceros conju-
gados establece que los ceros complejos de un polinomio
con coeficientes reales ocurre en pares complejos conjuga-
dos. Expligue cémo este hecho demuestra que un polinomio
con coeficientes reales y grado impar tiene por lo menos un
cero real.

7. Raices de la unidad Hay dos raices cuadradasde 1, a
saber, 1 y — 1. Estas son soluciones de x* = 1. Las rafces
cuartas de | son las soluciones de la ecuacionx* = 1o
x* = 1 =0, ;Cudntas rafces cuartas de 1 hay? Encuéntrelas.
Las raices cibicas de 1 son las soluciones de la ecuacidn
' = lox'— 1 = 0. ;Cudintas raices cibicas de 1 hay?
Determinelas. ; Cédmo encontraria las raices sextas de 17
{Cudntas hay? Haga una conjetura acerca de las raices
n-ésimas de 1.

Una funcién racional tiene la forma

P(x)
Ofx)

r(x) =

donde P y Q son polinomios. Se supone que P(x) ¥y ((x) no tienen factor en co-
miin. Aunque las funciones racionales se construyen de polinomios, sus grificas se
ven bastante diferentes de las gréficas de funciones polinomiales.



300 CAPITULO 3 Funciones polinomialas y racionales

Los dominios de expresiones racionales
se estudian en la seccion 1.4,

Para niimeros reales positivos,

|
NUMERO GRANDE

|
Nimero pequefio

= niimero pequeiio

= NUMEROD GRANDE

Funciones racionales y asintotas

El dominio de una funcién racional consiste en los niimeros reales x excepto ague-
llos para los que el denominador es cero. Al graficar una funcién racional, se debe
poner atencién especial al comportamiento de la grifica cerca de esos valores. Se
comienza por graficar una funcién racional muy simple.

Ejemplo 1 Una funcién racional simple
Bosqueje una gréfica de la funcién racional f(x) = %

Solucion La funcidn f no estd definida para x = 0. En las tablas siguientes se
muestra que cuando x es cercana a cero, el valor de | f(x) | es grande, y mientras x
se aproxime maés a cero | f(x) | se vuelve més

x flx) x f(x)
—-0.01 - 100 0.01 100
—0.00001 = 100 000 0.00001 100 000

Este comportamiento se describe en palabras y simbolos como sigue. En la primera
tabla se muestra que cuando x tiende a 0 por la izquierda, los valores de y = f(x)
disminuyen sin limite. En sfimbolos,

f(x)— —oc cuando x— 0" “y atiende a menos infinito cuando x

tiende a 0 por la izquierda™

En la segunda tabla se muestra que cuando x tiende a 0 por la derecha, los valores de
f(x) se incrementan sin limite. En simbolos,

flx)— o0 cuando x—0" *yatiende a infinito cuando x tiende a
0 por la derecha™

En las dos tablas siguientes se muestra coémo cambia f(x) cuando |x| se vuelve
grande.

x flx) N )
-10 ~0.1 = -
—100 -0.01 100 i
— 100 000 —0.00001 pOYd o it
 Tiendea-x  TendeaO Tiende a Tondsa0

En estas tablas de muestra que cuando | x | se vuelve grande, el valor de f(x) se apro-
xima cada vez mds a cero. Se describe esta situacidn en simbolos escribiendo

fix)—=0 cuando x—-o00 y  flx)—0 cuando x— o0
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Usando la informacién de estas tablas y graficando algunos puntos més, se obtiene la

grifica mostrada en la figura 1.
x flx) =3
- _%
=] =]
_% =}
i 2
1 1
2 !

En el ejemplo 1 se usé la siguiente notacidn de flechas.

Simbolo Significa

W x tiende a a por la izquierda

x=a’ x tiende a a por la derecha

X—+—00 x tiende a menos infinito; es decir, x disminuye sin cota
X—00 x tiende a infinito; es decir, x se incrementa sin cota

La recta x = 0 se llama asintora vertical de la grifica de la figura 1, y la recta
vy = () es una asintota horizontal. En términos informales, una asintota de una fun-
cidn es una linea a la que la gréifica de la funcién se aproxima cada vez mds cuando

se va a lo largo de esta linea.

Definicion de asintotas verticales y horizontales

1. Larecta x = a es una asintota vertical de la funcién y = f(x) si y tiende a =00 cuando x tiende a a por la
derecha o la izquierda.

Vi Y Yi Vi
\ h } s :
X

]

a‘\\} J/ﬂ a \ﬂ x

v =+ oguando x = a* v — ocuando x = g v — =oguando x = g ¥ = =aguando x = a”

hY

2. Larectay = b es una asintota horizontal de la funcidn v = f{x) si y se aproxima a b cuando x se aproxima a *oo.

¥

L,,.,————_; -Hj:r_\‘
/

¥ —+ b cuando x — = ¥ —+ b cuando x — -

=Y
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Una funcién racional tiene asintotas verticales donde la funcidn no estd definida,
es decir, donde el denominador es cero.

. 1
Transformaciones de y = <
Una funcién racional de la forma

ax + b
r{ﬂ_r:r+d

se puede graficar si se desplaza, alarga o refleja la grifica de f(x) = ! mostradaen la
figura 1, usando las transformaciones estudiadas en la seccién 2.4, (Tales funciones
se llaman rransformaciones fraccionarias lineales.)

'Elemplo2 Uso de transformaciones para graficar a

funciones racionales

Bosqueje una grifica de cada funcién racional.

2
8) rlx) = —=
Ix+5
by = 242
mﬁl Solucién
:L:a a) Sea f(x) = .. Entonces se puede expresar r en términos de f como sigue:
: (x) = —
rix T 3
1+ _ ( 1 ) L
=2 Factor £
: - x—13
—ll
T = 2(f(x — 3)) Puesto que f{x) =
\ horiz ontal _
J[ \,I y=0 De esta forma se puede observar que la grifica de r se obtiene de la grifica de f
|
I

'| . desplazando 3 unidades a la derecha y alargando verticalmente por un factor de 2.
As{, r tiene una asintota vertical x = 3 y una asfntota horizontal y = 0. La grifica de
Figura 2 r se muestra en la figura 2.
b) Con la divisién larga (véase el margen), se obtiene s(x) = 3 — 1. Porlo
tanto, se puede expresar s en términos de f como sigue:

Ix+ 6 1
= ] =
s(x) x+2

1
= - 4+ 3 Eeordene los términos

x+2

=—f{x + 2} + 3 Puesto que f(x) = |

De esta forma se puede observar que la grifica de s se obtiene de la grifica de
f al desplazar 2 unidades a la izquierda, reflejar en el eje x, y desplazar hacia
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arriba 3 unidades. Asl, s tiene una asintota vertical x = —2 y una asintota hori-
zontal y = 3. La gréfica de s se muestra en la figura 3.

Asintotas de funciones racionales

Los métodos del ejemplo 2 funcionan sélo para funciones racionales simples. Para
graficar funciones mds complicadas, se necesita ver el comportamiento de una fun-
cién racional cerca de sus asintotas verticales y horizontales.

'Elemplo3 Asintotas de una funcién racional

P —d4x + 5
xXX=2x+1

Grafique la funci6n racional r(x) =
Solucion
ASINTOTA VERTICAL: primero se factoriza el denominador

2x: —dx + §
i3l Ay

Larecta x = | es una asintota vertical porque el denominador de r es cero cuando
x=1.

Para ver a qué se parece la gréifica de r cerca de la asintota vertical, se constru-
yen tablas de valores para valores de x a la izquierda y a la derecha de 1. De las
tablas mostradas a continuacién se ve que

y—oo cuando x— 1" y y-—soo cuando x—1*

x—=1- x—=1"
X ¥ X ¥
0 5 2 5
0.5 14 1.5 14
0.9 02 1.1 an2
1.01 30002




304 CAPITULDO 3 Funciones polinomiales y racionales
Asi, cerca de la asintota vertical x = 1, la grdfica de r tiene la forma mostrada en la
figura 4.
ASINTOTA HORIZONTAL: la asfntota horizontal es el valor al que se aproxima y
cuando x — *oo. Como ayuda para determinar este valor, se divide el numerador
¥ y el denominador entre x°, la potencia mds alta de x que aparece en la expresién:
|
y = Suando ]L | ¥ —>=cuando 1 2_i+,§_
. 1= H | e P-4 +5 P r r
f R T e e T
5% =g
3 x X x
Las expresiones fraccionarias 3 f;, iy IL, tienden a 0 cuando x — *oo (véase el
ejercicio 79, seccion 1.1). Asi que cuando x — *oo, se tiene
11 :
— : ; > Estos términos tienden a O.
101 2 % o
i 4 5
—_—— e —
B 23 2-0+0 _
Figura 4 ¥ S | 1-0+0
| ottt 2o
X X
Estos términos tienden a O.

As{, la asintota horizontal es la recta y = 2.
Puesto que la grifica debe aproximarse a la asintota horizontal, se puede comple-

tar como en la figura 5.

¥a
54
y — £ cuando ¥ = 2 cuando
W o—h =0 % =p 0
— 1 _ e ———
'l..
Figura 5 . .
ﬁ:}_ 1.:1"4.1'4“.5 =1 ﬂ+ 1 2 X
Ve T+ | &

Del ejemplo 3 se puede observar que la asintota horizontal estd determinada por
los coeficientes principales del numerador y el denominador, puesto que después de
dividir entre x* (la potencia més alta de x) los otros términos tienden a cero, En ge-

neral, si r(x) = P(x)/Q(x) y los grados de P y Q son los mismos (ambos n, por
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ejemplo), entonces al dividir el numerador y el denominador entre x" se muestra que
la asintota horizontal es

coeficiente principal de P
coeficiente principal de Q

}I:

En el cuadro siguiente se resume el procedimiento para hallar asintotas.

Asintotas de funciones racionales

Sea r la funcion racional

ﬂﬂf+-ﬂn_|fﬂl+“‘+ﬂ|x+ﬂ“
DXt Bt T 4 Pyt By

rix) =

1. Las asintotas verticales de r son las rectas x = a, donde a es un cero del

denominador.
2. a) Sin < m, entonces r tiene asintota horizontal v = 0.
. : . a
b) Sin = m, entonces r tiene asintota horizontal y = b—"
¢) Sin > m, entonces r no tiene asintota horizontal,

plo4 Asintotas de una funcidn racional

It = 2x— 1
222+ —2

Encontrar las asintotas verticales y horizontales de r{x) =

Solucién

ASINTOTAS VERTICALES: Primero se factoriza

It —2xr—1
ri) = (2x — 1)(x + 2)

El factor es O El factor es O
cuando x = 3. cuando x = =2,

Las asintotas verticales son las rectas x = jy x = —2.

ASINTOTAS HORIZONTALES: Los grados del numerador y el denominador son
los mismos y

coeficiente principal del numerador
coeficiente principal del denominador

o
2

Asi, la asintota horizontal es la recta y = 3.
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Para confirmar los resultados, se grafica r con una calculadora (véase la figura 6).

La grifica se traza con el modo de
punto para evitar lineas extrafias.
]
Graficacion de funciones racionales
Se ha visto que las asintotas son importantes cuando se grafican funciones raciona-
les. En general, se usan las siguientes normas para graficar funciones racionales.
Trazo de grificas de funciones racionales
Una fraccidn es () si y sdlo si su
numerador es 0,

[Eijemplo5 Grafica de una funcién racional ﬁ

2+ —4
2+x=-2"
Solucion Se factoriza el numerador y el denominador, se determinan las inter-
secciones y asfntotas y se bosqueja la gréfica.
(2x = 1)(x + 4)
(x — 1)}(x + 2)

Grafique la funcién racional r(x) =

FACTORIZAR: y =

INTERSECCIONES CON EL EJE x: Las intersecciones x son los ceros del nume-
rador, x =y x = —4.

Material protegido por derechos de autor



Al elegir los valores de prueba, se debe
estar seguro de que no hay intersecto x
enire el punto de prueba y la asintota
vertical.
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INTERSECCIONES CON EL EJE y: para hallar la interseccion y, se sustituye x =
() en la forma original de la funcién:

207 +7(0) -4 -4
0 =T v0 -2 =2

=1

La interseccion yes 2.

ASINTOTAS VERTICALES: las asintotas verticales ocurren donde el denomi-
nador es cero, es decir, donde la funcién no estd definida. De la forma factorizada
se puede observar que las asintotas verticales son lasrectas x = 1l yx = =12,

COMPORTAMIENTO CERCA DE ASINTOTAS VERTICALES: se necesita saber si
y— 000 y— —oco en cada lado de cada asintota vertical. Para determinar el signo
de y para valores de x cerca de las asintotas verticales, se usan valores de prueba.
Por ejemplo, cuando x — 17, se usa un valor de prueba cerca y a la izquierda de

1{x = 0.9, por ejemplo} para comprobar si y es positiva o negativa a la izquierda
dex=1:

_ (2(0.9) — 1)((0.9) + 4) . (+)(+)

YToo - D+ TR 5

Por consiguiente y — —oo cuando x — 1. Por otro lado, cuando x — 17, se usa un
valor de prueba cerca y a la derecha de 1 (x = 1.1, por ejemplo), para obtener

e (2(1.1) = 1)((1.1) + 4) (+)(+)

((1.1) = 1)((1.1) + 2) (+)(+)

Entonces y — oo cuando x — 17, Los otros elementos de la siguiente tabla se calcu-
lan de manera similar.

(negativo)

cuyo signo es (positivo)

Cuando x — -2 ~2* ! |
:Iﬂnud:v—[hiljh-kdjm (=)+) Nl RRkT) Ehh) |
EREITE -+ T | () (NF) (FXF) (+aE) |

| por lo tanto y — —x o - o0

ASINTOTA HORIZONTAL: los grados del numerador y el denominador son los
mismos y
coeficiente principal del numerador
coeficiente principal del denominador

i

Asi, la asintota horizontal es la recta y = 2.

VALORES ADICIONALES: GRAFICA:

x ¥

-6 0.93

-3 = 1.75

=1 4.50
15 | 629
2 4.50
3 3.50




Matematicas en el
mundo moderno
Codigos indescifrables

Si lee novelas de espionaje, sabe

acerca de codigos secretos y como |

el héroe descifra el codigo. En la
actualidad, los codigos secretos
tienen un uso mucho mds comin.
La mayor parte de la informacién
almacenada en las computadoras
se codifica para evitar el uso no au-
torizado. Por ejemplo, sus registros
de banco, médicos y escolares se
codifican, Muchos teléfonos celu-
lares e inalimbricos codifican la
sefial que lleva la voz para que
nadie pueda escuchar la conver-
sacion. Por fortuna, debido a los
avances recientes en matemdidticas,
los eddigos de hoy dia son “indes-
cifrables”.

Los eddigos modemnos se basan
en un principio simple: factorizar es
mucho mids dificil que multiplicar.
Por ejemplo, intente multiplicar 78
por 93: ahora intente factorizar
9991. Toma tempo factorizar 9991
porque es un producto de dos ni-
meros primos 97 por 103, asi que
para factorizarlo se tuvo que hallar
uno de estos primos. Ahora ima-
gine tratar de factorizar un nimero
N que es el producto de dos nime-
ros primos p y g, cada uno de unos
200 digitos de largo. Incluso con
las computadoras mds ripidas 1o-
maria muchos millones de afios
factonzar cada ndmero. Pero a la
misma computadora le tomaria me-
nos de un segundo muluphcar dos
nimeros de este tipo. En 1970,
Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard
Adleman utilizaron este hecho
para disefar el codigo RSA., Su
codigo emplea un nimero extre-
madamente grande para codificar
un Mensaje pero se requiere cono-
cer sus factores para decodificarlo.

(continia)

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y racionales

Grafica de una funcion racional

Sx + 21
Grafique la funcidn racional r{x) = — )
1 X = o+ 25
Solucion
5x + 21
FACTORIZAR: y = —21
(x + 5)
- 21
INTERSECCION CON xr: - 5 deSx+ 21 =0
: 21 5-0+ 21
INTERSECCION CON y: —, ue r{ll) = —
4 Epﬂl'q (} 0+ 10-0 4+ 25
2
25

ASINTOTA VERTICAL: x = —5, de los ceros del denominador

COMPORTAMIENTO CERCA DE LA ASINTOTA VERTICAL:

Cuando y — =3 o
_sa2 | (5) | (-)

ﬂhlgnudﬂl’—{ "'5?1': (—=N=) | (+):+]
por lo tanto y - i rer

ASINTOTA HORIZONTAL: v = 0, porque el grado del numerador es menor que el

grado del denominador
VALORES ADICIOMNALES: GRAFICA:
Y
X y l _
=15 | =5 | Py
|
—=10 —-1.2 | L
3|1 RO | o Ty
= 1.0 —_— |l B] s : ¥
3 0.6 |
5 0.5 Figura 8 :
10 0.3 . i
_ =T I
M) = T lox + 25 | s

@ De la grifica de la figura 8 se puede observar que, en contra del concepto erroneo

comun, una grifica puede cruzar una asintota honzontal. La grifica de la figura 8
cruza el eje x (la asintota horizontal) desde abajo, llega a un valor midximo cerca de
x = =3, y luego se aproxima al eje x desde arriba cuando x — oo,



Como se puede observar tal codigo
es casi indescifrable.

El cidigo RSA es un ejemplo
de un codigo de “codificacion de
clave piiblica”, En tales codigos,
cualquiera puede codificar un
mensaje por medio de un proce-
dimienio conocido pdblicamente
basado en N, pero para decodificar
el mensaje se debe conocer p v g,
los factores de N, Cuando se desa-
rrollé el codigo RS A, se pensd que
un nimero de B0 digitos selec-
cionado de manera cuidadosa pro-
veeria un cddigo indescifrable. Pero
de un modo interesante, los avan-
ces recientes en ¢l estudio de la fac-
torizacion han hecho necesarios
nimeros mucho méds grandes,
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. Gréfica de una funcion racional
. . 2-3x—4
Grafique la funcién racional r(x) = ~———"——.
Solucion
FACTORIZAR: y = & L& —4)

2x(x + 2)
INTERSECCIONES CONx: —lyd4,dex+1=0yx—4=0
INTERSECCIONES CON y: ninguno, porque r(0) no estd definido
ASINTOTAS VERTICALES: x = 0yx = —2, no esti definido de los ceros del de-
nominador
COMPORTAMIENTO CERCA DE ASINTOTAS VERTICALES:

Cuando x — =2 — 2 0" 0
digodey = EFVE=D | ()0 (D)D) (=) (+))
Ie(x + 2) (=)=) =X+) (=X+) (+)+)

por o tanto y —» DG —20 00 -0

ASINTOTA HORIZONTAL: y = 3, porque el grado del numerador y el denomi-
nador es el mismo y

coeficiente principal del numerador 1
coeficiente principal del denominador 2

MAS VALORES: GRAFICA:

| ¥y

x y !

-3 2.33 :
-25 | 390 | 3

-05 | 1.50 "

1 =Ly | @2 e —

3 | -013 |

5 0.09 :

Figura 9 |

I

e T |

g roral

Asintotas inclinadas y comportamiento extremo

Si r(x) = P(x)/Q(x) es una funcién racional en la que el grado del numerador es uno
mds que el grado del denominador, se puede usar el algoritmo de la divisién para ex-
presar la funcidn en la forma

R(x)

rx)=ax+b+—

(x) o)
donde el grado de R es menor que el grado de Q y a # 0. Esto significa que cuando
x — *00, R(x)/Q(x) — 0, por lo tanto para valores grandes de | x|, la grifica de
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- =]
:—3]:2—45—5

r=3x

e e

—-x— 3
—x 4 1

y = r{x) se aproxima a la grifica de la recta y = ax + b. En esta situacion se dice
que y = ax + b es una asintota inclinada, o una asintota oblicua.

'Ejemplo 8 Una funcién racional con una asintota inclinada E
x'—4x -5

w3

Grafique la funcién racional r(x) =

Solucion

+1)(x -5
FACTORIZAR: y = &~ 1= 3)

x—3

INTERSECCIONES CONx: —lyS5,dex+1=0yx—-5=0
0* — 4.0 —

INTERSECCIONES CON y: %.purqua r{ﬂ] = 5 _E; 3 = %

ASINTOTA HORIZONTAL: ninguna, porque el grado del numerador es mayor que
el grado del denominador

ASINTOTA VERTICAL: x = 3, del cero del denominador

COMPORTAMIENTO CERCA DE LA ASINTOTA VERTICAL: y— oo cuando
x—3 yy— —ococuando x — 3*

ASINTOTA INCLINADA: puesto que el grado del numerador es uno més que el
grado del denominador, la funcién tiene una asintota inclinada. Al dividir (véase
el margen), se obtiene

8

Mx) =x—1-—

x—3

Por lo tanto, y = x — 1 es la asintota inclinada.

MAS VALORES: GRAFICA:
X y
=3k —-1.4
1 4
2 9
4 =3
6 233

Figura 10 : |

Hasta aqui se han considerado sdlo las asintotas horizontales e inclinadas como
comportamientos extremos para funciones racionales. En el ejemplo siguiente se
grafica una funcién cuyo comportamiento extremo es como el de una pardbola.



X
.1'—2_}.1"—11':+ﬂt+3
2 =2

3

Figura 11

=x’—1r*+3

r(x) p—

SECCION 3.6 Funciones racionales N

"Ejemplo® Comportamiento extremo de una funcién racional
Grafique la funcién racional

=2 +3
i
y describa su comportamiento extremo.
Solucién
FACTORIZAR: y= &+ 1(" ~3x+3)

x—-2

INTERSECCIONES CON x: -1, de x + 1 = 0 (El otro factor en el numerador no

tiene ceros reales.)

INTERSECCIONES CON y: —%, e ) i —ﬂz:u; 2.3 _%

ASINTOTA VERTICAL: x = 2, del cero de denominador

COMPORTAMIENTO CERCA DE LA ASINTOTA VERTICAL: y — —oo0 cuando
x— 2" yy—ococuandox — 2%

ASINTOTA HORIZONTAL: ninguna, porque el grado del numerador es mayor que
el grado del denominador

COMPORTAMIENTO EXTREMO: dividiendo (véase el margen), se obtiene

By
r(x) = x* + —%
Esto muestra que el comportamiento extremo de r es parecido al de la pardbola
y = x* porque 3/(x — 2) es pequefio cuando | x | es grande. Es decir, 3/(x — 2) =0
cuando x — *oco. Esto significa que la grifica de r estard cerca de la gréfica de
y = x" para | x| grande:

GRAFICA: en la figura 11(a) se grafica r en un recténgulo de visién pequefio; se
pueden ver las intersecciones, las asintotas verticales y el minimo local. En la fi-
gura 11(b) se grafica r en un rectdngulo de visién mds grande; aquf la grifica casi se
asemeja a la de una pardbola. En la figura 11(c) se grafican tanto y = r(x) como

y = x*; estas grificas estdn muy cerca entre si excepto cerca de la asintota vertical.

200 20

y -

1 -8 ~ 1
—200 =5

b) c)

Aplicaciones

Las funciones racionales ocurren con frecuencia en aplicaciones cientificas de dlge-
bra. En el siguiente ejemplo se analiza la grifica de una funcidn de la teoria de elec-
tricidad.
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8 ohms

plo 10 Resistencia eléctrica

Cuando dos resistores con resistencias R, y R, se conectan en paralelo, su resisten-
cia combinada R estd dada por la férmula

R\R;
R =
R, + R,

Suponga que un resistor fijo de 8 ohms se conecta en paralelo con un resistor va-
riable, como se muestra en la figura 12. Si la resistencia del resistor variable se
denota por x, entonces la resistencia combinada R es una funcién de x. Grafique R
v d€ una interpretacion fisica de la grifica.

Solucion Al sustituir R, = 8 y R, = x en la férmula, se obtiene la funcitn

fx
8+ x

R(x) =

Puesto que la resistencia no puede ser negativa, esta funcion tiene significado fisico
stlo cuando x > (. La funcién se grafica en la figura 13(a) usando el rectdngulo de
visién [0, 20] por [0, 10]. La funci6n no tiene asintota vertical cuando x estd res-
tringida a valores positivos. La resistencia combinada R se incrementa cuando au-
menta la resistencia x. Si se amplia el rectidngulo de visién a [0, 100] por [0, 10], se
obtiene la grifica de la figura 13(b). Para x grande, se estabiliza la resistencia com-
binada R, y se aproxima més y mas a la asintota horizontal R = 8. Sin importar
cudn grande sea la resistencia variable x, la resistencia combinada nunca es mayor
que 8 ohms.

10 10

Figura 13
20
fx 0
B = g+s a) b)
BEXE Ejercicios
1-4 » Se da una funcién racional. a) Complete cada tabla para Tabla 3 Tabla 4
la funcidn. b) Describa el comportamiento de la funcion cerca
de su asfntota vertical, con base en las tablas 1 y 2. ¢) Determine x | rx) x | rx)
la asintota horizontal, con base en las tablas 3 y 4. 10 -10
S0 —50
Tabla 1 Tabla 2 100 —100
1000 = 1000
x | r(x) x r(x)
1.5 2.5 X dx + 1
1.9 2.1 L L i e
e e 3x — 10 3x + 1
1.999 2.001 3, rx) = X 10 A -
= a=2) @) = -2y



5-10 = Encuentre las intersecciones x v v de la funcidn racional.

X o 3x

LB e E'I{Ij_x—ﬁ
—x—2 2

RS el e g
=19 £ +8

9. r(x) = = 10, rix) =i

11-14 = De la grifica, determine las intersecciones x y v y las
asintotas vertical y horizontal.

15. r(x) = ﬁ 16. 5(x) = Tjﬁ

17. tix) = ﬁ 18. rx) = %
19. s(x) = ;fl- 5 20, t(x) = ::; : ;;E; : i;
23. o(x) = ’f b I: 24. r(x) = x;:_lf

25-32 = Use las transformaciones de la grifica de v = ! para
graficar la funcién racional, como en el ejemplo 2.

1 1
25, .I"{A‘:I - .I.'_—_I 26, J"I:.I:I - TR

3 —2
I?.:[x}=m i".ﬂ.s{.r]=j_2

SECCION 3.6 Funciones racionales

2x—3
1’!.![1}=:_2

x+2
31.:{:]—I+3

30. i(x) =

32 rix) =

3x—-13
x+2
2x—19
x—4

33-56 = Encuentre las intersecciones y asintotas, y luego
bosqueje una grifica de la funcidn racional. Use un dispositivo
de graficacion para confirmar su respuesta.

e

35, s(x) = ';3;‘

3. riz) = (x 18333
Va9 =5 —4:];E+ 1)
al. s(x) = ﬁ?&
43, 1(x) = %
-2
g
G Sl zx;++1fx_—ﬁ|z
S1. r(x) = i;—”;ﬁ
83, r(x) = F}:-—-—-E
5. ) = 2L

5764 ® Encuentre la asintota inclinada, las asintotas verticales
y trace una grifica de la funcidn.

X
57. rix) = o
! - —
59. rix) = Im——"——ix -
2
6L r(x) = #
pios
x* 4+ 5t
Oy = -4

M, r(x) =

36. s(x) =

38 rix) =

4. s(x) =

42, s(x) =

M. 1(x) =

46. r(x) =

48. r(x) =

50, r(x) =

52, r(x) =

54. rix) =

86. 1(x) =

58. rix) =

60. rix) =

62. r(x) =

64, rix) =

2x+ 6
—6x + 3
] — 2x
2x+ 3
x—2
(x + 1)°
x+2
(x+3)x-1)
_ir—4
r+x-2
X =k
x? — dx
2x(x + 2)

(x — 1)}{x = 4)
4x?
r=-2x-3
25 + 2x — 4
2+ x
x* + 3x
r-x—-6
5x'+ 5
44+ 4
e
X=-3x-2

¥+ 2x
x=1
3x — x?
2x — 2

o+ 4
2xt 4+ x-1
2x* + 2x

=1
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65-68 ® Grafique la funcidn racional f v determine las asinto-
tas verticales de su griifica. Luego grafique f v g en un rectingu-
lo de visitn suficientemente grande para mostrar gue tienen el
mismo comportamiento extremo.

2x' + Gy + 6
- Zhillind =7
65. f(x) =5 glx) = 2x
y 3
- -5
66. fix) = t—j-m -, gix)=—x+4
xt=-2x
r=2xr+ 16 5
67. flx) = 5 glx) = x°
42t -2
68. flx) = _TE_“IF A- glx) =1 — x*

69-74 ® Grafique la funcion racional y encuentre las asintotas
verticales, las intersecciones, x v v. y los extremos locales,
correctos hasta el décimo més proximo, Después use la division
larga para encontrar un polinomio gue tiene el mismo compor-
tamiento extremo que la funcion racional, y grafique ambas
funciones en un rectingulo de vision suficientemente grande
para comprobar que los comportamientos extremos del poli-
nomio y la funcién racional son los mismos.

2" — 5x
P-4+ -3+ 3
70. y = ;
’ X° - 3x
.'I.'5 .;I'qlI
7. y = 72§ =
L.y =1 A =
A -3+ 6 4+ x2—x
A, e e M M) = 20—
x—3 e
Aplicaciones

I 75. Crecimiento poblacional Suponga que la poblacidn de

conejos de la granja del sefior Jenkins sigue la férmula
3000y
1) = -
plr) =41

donde r = 0 es el iempo (en meses) desde el comienzo del
afio.

a) Trace una grifica de la poblaciin de conejos.
b) ;Qué sucede finalmente con la poblacion de conejos?

' 76. Concentracion de farmacos Se administra un firmaco a

un paciente y se monitorea la concentracion ¢ del firmaco en
el torrente sanguineo. En el instante ¢ = 0 (en horas desde la
administracién del firmaco), la concentracidn (en mg/L) se
determina por

3¢

P2 +2

cl(t) =

a) Trace la grifica de concentacion del firmaco.

b) ;Qué sucede eventualmente a la concentracion del far-
maco en el torrente sanguineo?

Concentracion del famaco Se monitorea la concen-
tracién de firmacos en el torrente sanguineo de un paciente
al que le fueron administrados farmacos en el instanie 1 = 0
{en horas desde la administracion del firmaco), la concen-

tracion (en mg/L) se determina por

5i

Indique la funcién ¢ con un dispositivo de graficacion.

a) ;Cudl es la concentracidn mds alta de firmaco que se
alcanza en el torrente sanguineo del paciente?

b) ;Qué sucede con la concentracidn del farmaco después
de un penodo largo?

¢) ;Cudinto le toma a la concentracidn disminuir debajo de

0.3 mg/L?

“ 78. Vuelo de un cohete Suponga que se lanza un cohete

desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial v
imedida en m/s). Entonces la altura méixima A& (en metros)
que alcanza el cohete se expresa mediante la funcién

R’
h{”] =5 2R — !.:':

donde R = 6.4 X 10° m es el radio de la Tierray g = 9.8
m/s® es la aceleracion debida a la gravedad. Use un disposi-
tivo de graficacidn para trazar la grifica de la funcién h.
(Note que h y v deben ser positivas, asi que el rectangulo de
visién no necesita contener valores negativos.) ; Qué repre-
senta fisicamente la asintota vertical?




. 79. El efecto Doppler Cuando un tren se mueve hacia un

observador (véase la figura), el tono de su silbato suena mds
alto para el observador que si el tren estuviera en reposo,
porque las ondas sonoras estdn mds cerca unas de otras. Este
fendmeno se llama efecto Doppler. El tono P observado es
una funcidn de la velocidad v del tren y se expresa como

o) =A(%)

donde P, es el tono real del silbato en la fuente y 5, = 332
es la velocidad del sonido en el aire. Suponga que un tren
tiene un silbato establecido en Py = 440 Hz. Grafique la
funcidn ¥ = P(v) por medio de un dispositivo de grafica-
cidn. [Coémo se puede interpretar fisicamente la asintota
vertical de esta funcidn?

. 80. Distancia de foco Para que una cimara con una lente

de longitud focal fija F se enfoque en un objeto localizado
a una distancia x de la lente, la pelicula se debe colocar a
una distancia y detrds de la lente, donde F, x v y se rela-
clonan por

11

y F

(Véase la figura.) Suponga que la cimara tiene una lente de

55 mm (F = 55).

a) Exprese a y como una funcién de x y grafique la fun-
cidn.

b) Qué sucede con la distancia de enfogque v cuando el ob-
jeto se aleja de la lente

¢) [Qué sucede con la distancia de enfoque v cuando el
objeto se acerca a la lente?

1
x

i I Tl i e Mt T S it Bl S e la— ——
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Descubrimiento - Debate

. 81,

8.

Construccion de una funcién racional a partir de sus
asintotas Dé un ejemplo de una funcidn racional que tiene
asintota vertical x = 3. Ahora dé un ejemplo de una que
tiene asintota vertical x = 3 y asintota horizontal y = 2.
Ahora dé un ejemplo de una funcién racional con asintotas
verticales x = | y x = —1, asintota horizontal y = 0, e
interseccitn con el eje x igual a 4.

Una funcion racional sin ninguna asintota
cémo puede decir (sin graficarla) que la funcidn

Explique

2+ 10
x+ 82+ 15

r(x) =

no tiene interseccidn con el eje x ni asintota horizontal, ver-
tical o inclinada. ;Cudl es su comportamiento extremo?

Graficas con discontinuidades En este capitulo se
adoptd la convencidn de que en las funciones racionales,

el numerador y el denominador no comparten un factor
comiin. En este ejercicio se considera la grifica de una fun-
cidn racional que no satisface esta regla.

a) Muestre que la grifica de

I -3r— 6
xr—212

r(x) =

es la recta y = 3x + 3 con el punto (2, 9) eliminado.
[Sugerencia: Factorice. [ Cuil es el dominio de r7]
b) Grafique las funciones racionales:

2 +x-20

-t

2l —x—1

tx) = ==

x—2
x - 2x

u(x) =

Transformaciones de y = 1/x' En el ejemplo 2 se vio
que algunas funciones racionales simples se pueden graficar
desplazando, alargando o reflejando la grifica de v = 1 /x.
En este ejercicio se consideran funciones racionales que se
pueden graficar transformando la grifica de v = 1/x?,
mostrada en la pdgina siguiente.

a) Grafique la funcién

!
(x=2)

Hx) =

transformando la gréifica de v = 1/x*.
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b) Use la divisidn larga y factorizacidn para mosirar que la
funcidn

2xP +dx + 5
©+ 2+ 1

s(x) =

se puede escribir como

3
(x + 1)

Luego, grafique s transformando la grificade y = 1fx2.
¢} Una de las siguientes funciones se puede graficar trans-

formando la grificade y = 1/x%; la otra no. Use

transformaciones para trazar la funcidn de la que si se

s(x) =2+

Comprobacion de conceptos

1. a) Escriba la ecuacién de definicién para un polinomio P de
grado n.
b) ;Qué significa decir que c es un cero de P?

2. Bosqueje las gréificas que muestran los posibles compor-
tamientos extremos de los polinomios de grado impar y
grado par.

3. ;Qué pasos seguiria para graficar un polinomio a mano?

4. a) ;Qué se entiende por punto méximo local o punto mi-

nimo local de un polinomio?
b) ;Cudntos extremos locales puede tener un polinomio de
grado n?

5. Exprese el algoritmo de la divisién e identifique el divi-
dendo, divisor, cociente y residuo.

6. Como funciona la division sintética?

7. a) Enuncie el teorema del residuo.
b) Exprese el teorema del factor.

8. a) Exprese el teorema de los ceros racionales.
b) ;Qué pasos llevarfa a cabo para hallar los ceros
racionales de un polinomio?
9. Enuncie la regla de los signos de Descartes

10. a) ;Qué significa decir que a es una cota inferior y b es una
cota superior para los ceros de un polinomio?
b) Exprese el teorema de las cotas superior e inferior.

11.

12.

13

a)
b)

c)

d)

€)
f)

h)

puede graficar y explique por qué este método no fun-
ciona para la otra.

12x — 3x?

A= md T ETE

;1 Qué es un mimero complejo?

;Cudles son las partes real e imaginaria de un niimero
complejo?

[ Cuil es el complejo conjugado de un nimero com-
plejo?

£ Cémo sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros
complejos?

Exprese el teorema fundamental del dlgebra.

Enuncie el teorema de factorzacidén completa.

£ Qué significa decir que ¢ es un cero de multiplicidad k
de un polinomio P?

Exprese el teorema de los ceros.

Enuncie el teorema de los ceros conjugados.

i Qué es una funcidn racional?

1 Qué significa decir que ¥ = g es una asintota vertical
dey = f(x)?

i Como localiza una asintota vertical?

Qué significa decir que y = b es una asintota horizon-
tal de y = f(x)?

1 Cémo localiza una asintota vertical?

i Qué pasos sigue para bosquejar a mano la grifica de
una funcion racional?

i En qué circunstancias una funcidn racional tiene una
asintota inclinada? Si ésta existe, ;como la determina?

4 Coémo determina el comportamiento extremo de una
funcién racional?
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1-6 ® Grafique el polinomio transformando una grafica apro-
piada de la forma y = x". Muestre con clandad todos los inter-
seclos x y v

L P(x) = —x* + 64
3 Px)=2x+1)-32
5. Px)=32+(x—1)

2. Plx) =22 - 16
4. P(x) = 81 — (x — 3)*
6. P(x)=-3(x+2) +9

ﬂ 7-10 » Use un dispositivo de graficacién para graficar el poli-

nomio. Encuentre las intersecciones x y v y las coordenadas de
los extremos locales correctas hasta el décimo mds préximo.
Des-criba el comportamiento final del polinomio.
7. Px) =x’ —4x + | 8. Plx) = =22 + 6 = 2
9. Px) = 3x* — d4x* — 10x - 1
10 Plx) ="+ - Tl —x* + 6x + 3
11. La resistencia § de una viga de madera de ancho x y profun-
didad v se expresa mediante la férmula § = 13.8xy” Se
cortard una viga de un tronco de didmetro 10 pulg., como se
muestra en la figura.

a) Exprese la resistencia § de esta viga como una funcidn
de x solamente.
b) ;Cudl es el dominio de la funcidn 57
B8 © Dibuje una gréfica de S.
28 @) ;Qué ancho hace que la viga tenga la mayor resistencia?

—x ——f

12. Se construird un pequefio cobertizo para plantas delicadas
con un plistico delgado. Tendrd extremos cuadrados y las
partes superior y posterior serdn rectangulares, con el frente
y el fondo abiertos, como se muestra en la figura. El drea to-
tal de los cuatro lados de pldstico serd de 1200 pulg’.

a) Exprese el volumen V del cobertizo como una funcidn
de la profundidad x.
B5 b) Dibuje una grifica de V.
5 © (Quédimensiones maximizardn el volumen del
cobertizo?

13-20 ® Encuentre el cociente v el residuo,

s 2 -
13_.: Ix+5 le +x—12
x—2 x—3
g T T B
15.': x4+ 1lx+ 2 m..: 2x 10
x— 4 x+3
=B+ 2x+7 2t + 32 - 12
1% x+5 = r+ 4
" 2x' +x*—8x + 15 =22+ Tx
’ +2x-1 =x+3

21-22 = Halle el valor indicado del polinomio por medio del
teorema del residuo.

21. P(x) = 2x* = 9x? = 7x + 13; encuentre P(5)
22. O(x) = x* + 4x* + Tx? + 10x + 15; determine Q(—3)
23, Muestre que 1 es un cero del polinomio

Plx) =2x*+x* = 522 + 10x — 4

24, Use el teorema del factor para mostrar que x + 4 es un fac-
tor del polinomio

Plx)=x"+4x* =70 - 237+ 23x + 12
25, ;Cuil es el residuo cuando el polinomio
Px)=x+ 6™ - x*—2x+ 4
se divide entre x — 17
26. ;Cudl es el residuo cuando x"' — x* + 2 se divide entre
x+ 17
27-28 » Se da un polinomio P.

a) Liste los posibles ceros racionales (sin probar si en realidad
SO0 CEros),

b) Determine el nimero posible de ceros positivos y negativos
usando la regla de los signos de Descartes.

2. Px) = x* =6’ = x* + 2x + 18

28. Plx) =6x* + 3 + x% + 3x + 4

29-36 = Se da un polinomio P.

a) Encuentre los ceros de P y sus multiplicidades.

b) Bosqueje la grifica de P.

29, P(x) =x" — 16x M P(x)=x"— 32— 4
3. Plx) =x*+ 2 - 2 3R Px)=x"-5"+4
B P)=x-'-T+8+ 12

M Px)=x*-2"-2"+8r—8

B P =2+ 4+ -2
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36 P(x) = 9x* — 21x* + 107 + 6x® — 3 — 1

3746 = Evalie la expresion y escribala en la forma a + bi.
37. (2= 3i) + (1 + 4i) 38. (3 — 6i) — (6 — 4i)

39, (2+i)3 -2 40, 4i(2 — 1)
4+ 2 8 + 3i
e % i
4. i® 44, (1 + i)
45 (1 = vV=1)(1 + v=1) 46 V-10-vV-40

47. Encuentre un polinomio de grado 3 con coeficiente cons-
tante 12 y ceros —1, 2y 3.

48. Encuentre un polinomio de grado 4 con coeficientes enteros
v ceros 3i y 4, con 4 un cero doble.

49, ;Existe un polinomio de grado 4 con coeficientes enteros
que tenga ceros i, 2i, 3i y 4i7 En caso afirmativo, encoén-
trelo. Si no, explique por qué.

50. Pruebe que la ecuacidn 3x* + 5x? + 2 = 0 no tiene rafz
real,

51-60 = Encuentre los ceros racionales, irracionales y comple-
jos (y exprese sus multiplicidades). Use la regla de los signos de
Descartes, el teorema de las cotas superior ¢ inferior, la férmula
cuadrdtica u otras técnicas de factorizacién como medio de

ayuda siempre que sea posible.

8L P{x) =x* = 3x = 13x + 15§

B2, Px) =2+ 5 —fx—9

53, P(x) = x* + 6a? + 172" + 28¢ + 20

84, P(x) =x*+ Tx + 97 = 172 = 20

§85. P(x) =x" = 3x* — 0 + 112 = 12x + 4
56. P(x) = x' - 81

57. P(x) = x* — 64

58

. P(x) = 18x* + 3x2 — dx — 1

89, P(x) = 6x* — 18%° + 6% — 30x + 36
60. P(x) = x* + 15x* + 54

BE 61-64 = Use un dispositivo de graficacién para hallar las solu-

ciones reales de la ecuacion.

6L 2x*=5x+3

62. P +xl = ldx—-24=0

63 ' ==t -0x-2=9

6d *=x+3

65-T0 = Grafique la funcidn racional. Muestre de manera clara
las intersecciones x y y v las asintotas.

ix— 12 1
iS.r[.r}—I+[ ﬁi.r[.:}-wl:+1}1
x—2 2x* — 6x — 7
ﬂ'r{x}nxl—h—ﬂ 68. rix) = =
-9 +27
H.r{rjﬂhz+] 70. rix) = g

71-74 = Use un dispositivo de graficacion para analizar la gré-

fica de la funcidn racional. Encuentre las intersecciones xy v; ¥

las asfntotas verticales, horizontales e inclinadas. Si la funcidn no
tiene asintota horizontal o inclinada, encuentre un polinomio que
tiene el mismo comportamiento extremo que la funcidn racional.

r—3 2r—1T
“'r{ﬂ_l:+ﬁ Tlr[x}-m
xr + 8 10} - 22
T3, P{I}—x—i—x—i 4. rix) = Sy

75. Encuentre las coordenadas de los puntos de interseccion de
las grificas de

y=x*+xt + 24x ¥ y =6+ 20
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1. Grafique el polinomio P{x) = —(x + 2)? + 27, mostrando con claridad las intersec-
ciones x y y.
2. a) Use la divisidn sintética para hallar el cociente y el residuo cuando x* — 4x* +
2x + 5 se divide entre x — 2.
b} Use la divisién larga para hallar el cociente y el residuo cuando 2x* + 4x* — x* —
x% + 7 se divide entre 2x* — 1.
3. SeaPlx)=2x" - 5x* —dx + 3.
a) Liste los posibles ceros racionales de P.
b) Encuentre la factorizacién completa de P.
¢) Determine los ceros de P.
d) Bosqueje la gréfica de P.

4. Lleve a cabo la operacitn indicada y escriba el resultado en la forma a + bi.

a) (3-2)+(4+30) b) (3 - 2i) — (4 + 3i)
¢) (3 - 20)(4 + 3i) d) i::
o i (V3 - V=IXVE + VI

5. Encuenire los ceros reales y complejos de P(x) = x* — x? — 4x — 6.
6. Encuentre la factorizacién completa de P(x) = x* — 2" + 5x* — 8x + 4.

7. Encuentre un polinomio de cuarto grado con coeficientes enteros que tiene ceros 3i y
=1, con —1 un cero de multiplicidad 2.
8. SeaP(x) = 2x* = Tx’ + x* = 18x + 3,
8) Use la regla de los signos de Descartes para determinar cudntos ceros reales posi-
tivos ¥ negativos puede tener.
b} Muestre que 4 es una cota superior ¥y — 1 una cota inferior para los ceros reales de P.
% ©) Trace una gréfica de P y utilicela para estimar los ceros de P, correctos hasta dos
decimales.
7 d) Encuentre las coordenadas de los extremos locales de P, correctos hasta dos deci-
males.

9. Considere las siguientes funciones racionales:

2z = 1 2+ 27 = O 2+x—-6

'{x}=f-x-2 s{'ﬂ=x1+4 ;{;}=I+: Mzl x* =25

a) ;Cudl de estas funciones racionales tiene una asintota horizontal?

b} ;Cudl de estas funciones tiene una asintota inclinada?

c) ;Cuil de estas funciones no tiene asintota vertical?

d) Grafique y = w(x), muestre con claridad cualquier asintota y los intersectos x y y
que pueda tener la funcion.

E'i @) Use la divisién larga para hallar un polinomio P que tiene el mismo compor-

tamiento que . Grafique P y ¢ en la misma pantalla para comprobar que tienen el




Enfoque en el modelado
Ajuste de curvas polinomiales a datos

Se ha aprendido cémo ajustar una linea a datos (véase Enfogue en el modelado,
pégina 239). La recta modela la tendencia creciente o decreciente en los datos. Si los
datos exhiben més variabilidad, un incremento seguido de una disminucidn, entonces
para modelar los datos es necesario usar una curva en vez de una recta. En la figura
1 se muestra un diagrama de dispersitn con tres posibles modelos que al parecer se
ajustan a los datos. ;Qué modelo se ajusta mejor a los datos?

¥

=Y

Modelo cidbico
Figura 1

Funciones polinomiales como modelos

Las funciones polinomiales son ideales para modelar datos donde el diagrama de dis-
persidn tiene picos o valles (es decir, méximos o minimos locales). Por ejemplo, si
los datos tienen un solo pico como en la figura 2(a), entonces podria ser apropiado
usar un polinomio cuadrdtico para modelar los datos. Mientras més picos o valles ex-
hiban los datos, mayor es el grado del polinomio necesario para modelar los datos

(véase la figura 2).
v v " ¥
» .
1.1 " i. ° L » f.
. * » g d . -
-l '. ] . & L] . " L] L]
-l & U i '-
L -
¥ - > - = -
X X X
a) b) ¢)

Las calculadoras de graficacién estin programadas para hallar el polinomio del
mejor ajuste de un grado especificado. Como en el caso de las rectas (véanse las
péginas 239-240), un polinomio de un grado dado se ajusta a los datos mejor si se re-
duce al minimo la suma de los cuadrados de las distancias entre la gréfica del poli-
nomio y los puntos de datos.
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Ejemplo 1 Lluvia y rendimiento del cultivo

B S - T .

La lluvia es esencial para que crezcan los cultivos, pero demasiada lluvia puede dis-
minuir el rendimiento. Los datos proporcionan la cantidad de lluvia y el rendimien-
to de algoddén por acre durante varias estaciones en cierto pais.
a) Construya un diagrama de dispersion de los datos. ;Qué grado polinomial al
parecer es apropiado para modelar los datos?
b) Use una calculadora de graficacién para hallar el polinomio del mejor ajuste.
Grafique el polinomio en el diagrama de dispersién.

g c) Use el modelo que encontré para estimar el rendimiento si hay 25 pulg de
5 luvia,
L Estacidn Lluvia (pulg) Rendimiento (kg/acre)
E 1 23.3 5311
E 2 20.1 4382
- 3 18.1 3950
% 4 12.5 3137
- 3 309 3113
6 336 4814
7 35.8 3540
8 15.5 3850
9 27.6 5071
10 34.5 3881
Solucion

a) El diagrama de dispersién se muestra en la figura 3. Al parecer los datos tienen
un pico, asi que es apropiado modelar los datos mediante un polinomio
cuadritico (grado 2).

Figura 3
Diagrama de dispersion de los datos de
rendimiento contra Huvia

b) Con una calculadora para gréficas, se encuentra que el polinomio de segundo
grado de mejor ajuste es

y = —12.6x* + 651.5x — 32832
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El resultado de la calculadora y el diagrama de dispersidn, junto con la grifica
del modelo cuadritico, se muestran en la figura 4.

6000
QuadReg ;
y=axi+bx+c - R
a==12.6271745 . . M
b=651.5470392 : o
c=-3283.15741 : / %
10 - 40
1500
a) b)
Figura 4

¢) Usando el modelo con x = 25, se obtiene
o T —]2.5[15}2 + 55!.5(25] — 32832 = 51293

Se estima que la produccion serd de alrededor de 5130 kg por acre. =

Ejemplo 2 Datos de longitud y edad para peces

Los otolitos (“cilculos en el oido™) son pequefias estructuras encontradas en las
cabezas de los peces. Los anillos de crecimiento microscopico en los otolitos, al
igual que los anillos de crecimiento en un drbol, registran la edad de un pez. En la
tabla se dan las longitudes de base de roca de diferentes edades, segin se determina
mediante los otolitos. Los cientificos ha propuesto un polinomio ciibico para mode-

lar estos datos.
a) Use una calculadora de graficacién para hallar el polinomio cibico del mejor
ajuste para estos datos.
Otolitos para varias especies de peces. b) Elabore un diagrama de dispersion de los datos y grafique el polinomio del in-
ciso a).
c) Un pescador captura un rébalo de 20 pulgadas de largo. Use el modelo para es-
timar su edad.
Edad (anos) Longitud (pulg) Edad (anos) Longitud (pulg)
1 4.8 9 18.2
s 8.8 o 17.1
2 8.0 10 18.8
3 719 10 19.5
4 11.9 11 189
- 14.4 12 21.7
6 14.1 12 21.9
6 15.8 13 238
7 15.6 4 26.9
8 17.8 14 25.1




Ajuste de curvas polinomiales a datos 323

Solucion

a) Con una calculadora para grificas (véase figura 5(a)), se encuentra el polinomio
ciibico de mejor ajuste

y = 0.0155x* — 0.372x* + 3.95x + 1.21
b) El diagrama de dispersion de los datos y el polinomio ciibico se grafican en la

figura 5(b).
30
CubicReg
y=ax*+bxi+cx+d 3 J
a=.0154911306 :
b=— 372473323 ; L
c=3.94608636 =tal
d=1.21080418 - Be
" L
07 - - s
]
Figura 5 a) b)
c) Al mover el cursor a lo largo de la grifica del polinomio, se encuentra que
y = 20 cuando x = 10.8. Asi, el pez tiene cerca de 11 afios de edad. L
Problemas

1. Inflado de la llanta y desgaste Las llantas de automévil necesitan ser infladas de

manera adecuada. El desgasie prematuro de la Ilanta se debe a que se infla demds o le

“l;rft:?'l} 3:;2:1?:1;2: falta aire. Los datos y el diagrama de dispersién muestran la duracidn de la llanta para
P distintos valores de inflado para cierto tipo de llanta.
26 50 000 a) Encuentre el polinomio cuadritico que mejor ajusta los datos.
28 66 000 b) Dibuje una gréfica del polinomio del inciso a) junto con un diagrama de dispersitn
3 78 000 de los datos.
3 §1 000 ¢) Use el resultado del inciso b) para estimar la presién que da la duracién mds prolon-
o Lo gada de la llanta.
42 70 000
45 58 000 2. /Demasiadas plantas de maiz por acre? Mientras méis p]mms por acre siembre
un campesino, mayor es la produccidn que puede esperar, pero solo hasta cierto punto.
v (mi) 4
80000 T L] .
TO000 + " -
60 000 + .
Densidad Rendimiento 50 000 .
(plantas del cultivo " T P
por acre) {bushels/acre) 0 1’5 30 15 4’{]_ 4'5 Sh x (Ib/pulg?)
;ﬂ :;: Demasiadas plantas por acre pueden causar sobrepoblacién y reducir la produccion. Los
25 000 118 datos dan el rendimiento del cultivo por acre para varias densidades de plantaciones de
30 000 140 maiz, segin los hallazgos de investigadores en una granja de prueba de la universidad.
35 000 142 a) Encuentre el polinomio cuadritico gue mejor ajusta los datos.
40 000 122 b) Dibuje una grifica del polinomio del inciso a) junto con un diagrama de dispersion
45 000 93 de los datos.
50 000 67 ¢) Use el resultado del inciso b) para estimar la produccidn para 37 000 plantas
por acre,
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Enfoque en el modelado

3. jQué tan rapido puede listar sus cosas favoritas? Si se le pide hacer una lista
de objetos en cierta categoria, la rapidez para listarlos sigue un patron predecible. Por
ejemplo, si intenta nombrar tantas verduras como pueda, es probable que piense en
varias de inmediato, por ejemplo, zanahoras, chicharos, ¢jotes, elote, elcétera. Luego,
después de una pausa puede pensar en las que come con menos frecuencia, quizé ca-
labacin, berenjena y espdrragos. Por iltimo, podrian venir a la mente algunas verduras
mas exdticas, alcachofas, jicama, col china, etcélera. Un psiclogo efectia este expen-
mento en varios individuos. En la tabla siguiente se da el ndmero promedio de verduras
que los individuos nombraron en un determinado ndmero de segundos.

a) Encuentre un polinomio ciibico que mejor se ajuste a los datos.

b) Trace una grifica del polinomio del inciso a) junto con el diagrama de dispersion de
los datos.

¢) Use el resultado del incico b) para estimar el nimero de verduras que los individuos
podrian nombrar en 40 segundos.

d) De acuerdo con el modelo, jcudnto (hasta el 0.1 s mds proximo) le tomaria a una
persona nombrar cinco verduras?

Numero de
Segundos verduras
1 2
2 6
5 10
10 12
15 14
20 15
235 18
30 21

4. Las ventas de ropa son de temporada Las ventas de ropa tienden a variar por

temporada con méds ropa vendida en primavera y otofio. En la tabla se dan las cifras de
ventas para cada mes en cierta tienda de ropa.

a) Encuentre el polinomio de cuarto grado que mejor se ajusta a los datos,
b} Trace una grifica del polinomio del inciso a) junto con un diagrama de dispersidn

de los datos.

Mes Ventas (dolares)
Enero 8 000
Febrero 18 000
Marzo 22 000
Abril 31 000
Mayo 29 000
Junio 21 000
Julio 22 000
Agosto 26 000
Septiembre A8 000
Octubre 40 000
Noviembre 27 000
Diciembre 15 000
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c aﬂnnsid:mqnaunpnﬁmmiudnmm'aduﬁunhunmndchmeﬂmdm?

3. Alturn de una pelota do beishol S:hn:ahmhmihﬁumpﬂmdﬂ hﬂlhﬂljl'iﬂ
mide su altura a intervalos de 0.5 segundos por medio de una luz estroboscépica. Los

datos resultantes se dan en la tabla.

a) Dibuje un diagrama de dispersién de los datos. ;Cuil es el grado del polinomio
apropiado para modelar los datos?

b) Encuentre un modelo polinomial que mejor ajuste los datos y grafiquelo en un dia-
grama de dispersitm.

¢) Determine los tiempos cuando la bola estd 20 pies arriba del suelo.

d) ;Cuél es la altura méxima que alcanza la bola?

Tiempo (s) | Altura (pies)
0 4.2
0.5 26.1
1.0 40.1
1.5 46.0
2.0 439
25 33.7
3.0 15.8

Ly de Torvicelll El agua de un recipiente saldrd por un orificio en el fondo més
rﬁp:du-;um:lnt.lmmp;mteusﬂm;ﬂmnqu:mﬂn:stimwm[u.mlnmdumh
ley de Torricelli, 1a altura 4{r) del agua remanente en el tiempo ¢ es una funcidn
cuadrética de 1.

Cierto recipiente se llena con agua y se deja que ésta fluya. La altura del agua se mide
en diferentes tiempos como se muestra en la tabla.

a) Encuentre el polinomio cuadritico que mejor se ajusta a los datos.

b} Trace una grifica del polinomio del inciso a) junto con un diagrama de dispersién
de los datos.

¢) Use la gréfica del inciso b) para estimar en cuénto tiempo se vacia el recipiente.

Tiempo (min} | Altura (pies)

0 5.0
4 3.1
8 1.9
12 0.8

16 0.2
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Funciones exponenciales

Funciones logaritmicas

Leyes de los logaritmos

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Modelado con funciones exponenciales y logaritmicas

Theo Allols/ The ksage Bank /Gitry images

Esquema del capitulo

En este capitulo se estudia una nueva clase de funciones llamadas funciones expo-
nenciales. Por ejemplo,

flx) =2

€5 una funcion exponencial (con base 2). Observe la rapidez con la que crecen los va-
lores de esta funcion:

f3)=2=8
£(10) = 21 = 1024
£(30) = 2% = 1 073 741 824

Compare esto con la funcién g(x) = x° donde g(30) = 30° = 900. La cuestidn es,
cuando la variable estd en el exponente, incluso un cambio pequefio en la variable
puede causar un cambio radical en el valor de la funcién.

A pesar de este incomprensiblemente enorme crecimiento, las funciones expo-
nenciales son apropiadas para modelar el crecimiento poblacional para los seres
vivos, desde bacterias hasta elefantes. Para entender como crece una poblacidn, con-
sidere el caso de una sola bacteria, que se divide cada hora. Después de una hora se
tendrian dos bacterias, después de dos horas 2° o 4 bacterias, después de tres horas 2
u & bacterias, etcétera. Después de x horas se tendrian 2° bacterias. Esto da lugar a
modelar la poblacidn de bacterias mediante la funcién f(x) = 2%

LLOLLO®®
0 1 2 3 4 3 6

El principio que gobierna el crecimiento poblacional es el siguiente: mientras mis
grande sea la poblacién, mayor es el nimero de descendientes. Este mismo principio
estd presente en muchas otras situaciones de la vida real. Por ejemplo, mientras mds
grande sea su cuenta de banco, mds intereses obtiene. En consecuencia. las funciones
exponenciales se usan también para calcular el interés compuesto.

Se usan funciones logaritmicas, que son el inverso de las funciones exponencia-
les, como ayuda para contestar preguntas como, jcudndo mi inversion crecerd a la
cantidad de $100 0007 En Enfoque en el modelado (pigina 386) se explora cémo
ajustar modelos exponenciales v logaritmicos a datos.

327
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Las leyes de los exponentes se listan en
la pdgina 14.

Hasta el momento, se han estudiado las funciones polinomiales y racionales. Ahora
se estudia una de las funciones mis importantes en matemdticas, la funcidn expo-
nencial. Esta funcidn se emplea para modelar procesos naturales como el crecimien-
to poblacional y el decaimiento radiactivo.

Funciones exponenciales

En la seccidn 1.2 se definié a* para @ > 0 y x un nimero racional, pero no se han
definido alin las potencias irracionales. Por lo tanto, jqué se quiere dar a entender
con 5% 0 2™7 Para definir a* cuando x es irracional, se aproxima a x mediante nd-
meros racionales. Por ejemplo, puesto que

V3 = 1,73205. ..

es un nimero irracional, se aproxima de manera exitosa a¥? mediante las siguien-
tes potencias racionales:

LT L1 L1732

a a'P a I.'.I'Siﬂl 173205

a B

De forma intuitiva, se puede ver que estas potencias racionales de a se aproximan
cmmmﬁnaﬂ.km&mmmmﬁn&mﬂﬁmwmﬂdﬂsquﬂ

hay exactamente un nimero al que se aproximan estas potencias. Se define a a¥?

como este nimero.
Por ejemplo, usando una calculadora se encuentra

Vi o gl ™2
= 16.2411. ..
Lh:ny!:irm més decimales de /3 se usen en el cilculo, mejor es la aproximacién
&immﬂqulaskyﬂdeimmmsaﬁnmnwﬂﬁmmim
exponentes son nimeros reales.

Funciones exponenciales

L-a funcién exponencial con base a se define para todos los nimeros reales x
por
flx) = a"*

dondea > 0Oya # L.

Se supone que a # 1 porque la funcién flx) = 1 = 1 es sélo una funcién cons-
tante. A continuacidn se dan algunos ejemplos de funciones exponenciales:

flx) = 27 glx) = 3* h(x) = 10
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jemplo1 Evaluacion de funciones exponenciales

Sea f(x) = 3'y evaliie lo siguiente:
a) f(2) by f(—3) c) f(m) d) f(V2)

Solucion  Se usa una calculadora para obtener los valores de f.

Teclas de la calculadora Resultado
a) f(2)=3=9 3][~][2][EnTER] 9]
b) fl-3) =3 =04807 [3][+][Jx=3][2][+][3]0][ew7er] [0.4B07498]
¢) flmw) = 3" = 3].544 [3][»][m][enTER] [31.5442807]
dy f(V2) =3V = 47288 [3][~][V][2][enTeEn] [4.7288043)

Graficas de funciones exponenciales

Se grafican primero las funciones exponenciales al trazar los puntos. Se verd que las
grificas de tales funciones tienen una forma ficilmente reconocible.

e

02  Graficacion de funciones exponenciales
y logaritmicas mediante el trazo de puntos

Dibuje la grifica de cada funcién.

a) flx) = ¥ b) g(x) = (%)J

Solucion  Se calculan valores de f(x) y g(x) v se trazan los puntos para bosque-
jar las grificas de la figura 1.

x fx) =3 | glx) =(3)
-3 4 27
-2 4 9
-1 | 3

0 I I

| 3 i

2 9 1

3 27 &

Figura 1
Observe que
14" 1 s
E{I}_(E) S fl=x)

La reflexion de grificas se explico en la
seccion 2.4,

y, por lo tanto, se podria haber obtenido la gréfica de g a partir de la grifica de f
mediante la reflexion en el eje y. .
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Para ver qué tan rdpido crece f(x) = 2°
se efectia el siguiente experimento
mental. Suponga que se empieza

con una pieza de papel cuyo espesor

es un milésimo de pulgada, v se dobla
a la matad 50 veces. Cada vez que se
dobla el papel, se duplica el espesor de
la pila de papel, asi que el espesor de la
pila resultante seria 2°°/1000 pulgadas.
i Qué espesor considera que es?

i Resulta que son més de 17 millones
de millas!

Véase la seccidon 3.6, pagina 301,
donde se explica la notacion de flecha
usada aqui.

En la figura 2 se muestran las grificas de la familia de funciones exponenciales
f(x) = a" para varios valores de la base a. Todas estas grificas pasan por el punto
(0, 1) porque a" = 1 para a # 0. Se puede ver de la figura 2 que hay dos clases de
funciones exponenciales: si 0 < a < 1, la funcién exponencial disminuye con rapi-
dez. Sia > 1, la funcién se incrementa rapidamente (véase la nota al margen).

=4l L

=

y=27

Figura 2
Una familia de funciones exponenciales

El eje x es una asintota horizontal para la funcién exponencial f(x) = a". Esto es
porque cuando a > 1, se tiene a* — 0 cuando x — —oo, y cuando 0 < g < 1, se tiene
a*— 0 cuando x — oo (véase la figura 2). Asimismo, a* = 0 para toda x € R, asi que
la funcién f(x) = a* tiene dominio R y rango (0, oc). Estas observaciones se re-
sumen en el cuadro siguiente.

Funciones exponenciales de las graficas

La funcion exponencial
fix) = a" (@a>0,a#1)

tiene dominio B y rango (0, 0o). La recta y = 0 (el gje x) es una asintota hori-
zomtal de f. La grifica de f tiene una de las formas siguientes.

J4 Y4

o, 1)

0 =

=7

0

flx)=a"paraa > 1 fle)=a'para D <ag <1
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El arco Gateway en San Luis Mi-

ssouri, tiene la forma de la grafica
de una combinacién de funciones

exponenciales (mo una paribola,
como podria parecer en primera
instancia). Especificamente, es una
catenaria, que es la grifica de
una ecuacion de la forma

y =ale” +e™)

(véase el ejercicio 57). Se eligid
esta forma porque es dptima para
distribuir las fuerzas estructurales
internas del arco. Las cadenas y ca-
bles suspendidos entre dos puntos
{por ejemplo, los tramos de cable
entre pares de postes de teléfono)
cuelgan en la forma de una ca-
lenarna.

En la seccitn 2.4 se explico el

de

splazamiento vy la reflexion de

grificas.

SECCION 4.1 Funciones exponenciales an

lo3 |Identificacion de gréficas de funciones
exponenciales

Encuentre la funcién exponencial f(x) = a" cuya grifica se da.

b)
12, 253)

Solucion

a) Puesto que f(2) = a® = 25, se ve que la base es a = 5. Por lo tanto, f(x) = 5~

b) Puesto que f(3) = a® = {, se ve que la base es a = 4. Por lo tanto, f(x) = [%}I
|

En el ejemplo siguiente se ve como graficar ciertas funciones, no mediante el tra-
zo de puntos, sino tomando las graficas basicas de las funciones exponenciales de
la figura 2 y aplicando las transformaciones de desplazamiento y reflexién de la sec-
cidn 2.4,

implo 4 Transformaciones de funciones upunanclnlna

Use la griﬁca de f{x) = 2" para bosquejar la grifica de cada funcidén.
a) gx) =1+ 2* b) A(x) = =2* c) kx) = 2*7!

Solucion
a) Para obtener la grdfica de g(x) = 1 + 2*, se empieza con la gréifica de
flx) = 2% y se desplaza 1 unidad hacia arriba. Observe de la figura 3(a) que la
recta y = | es ahora una asintota horizontal,
b) De nuevo se empieza con la gréifica de f(x) = 27 pero aqui se refleja en el eje x
para obtener la grifica de h(x) = —2" mostrada en la figura 3(b).

c) Esta vez se empieza con la grifica de f(x) = 2" y se desplaza a la derecha en
| unidad para obtener la grifica de k(x) = 2*~' mostrada en la figura 3(c).

 y=1+2"

Figura 3




