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Figura 4
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10 2.59374

100 2.70481

1000 2.71692

10 000 2.71815

100 000 2.71827
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La notacion & la eligié Leonhard Euler
(véase la pdgina 288), probablemente
porque es la primera letra de la palabra

exponencial,

2.71828

"Ejemplo5 Comparacion de funciones exponenciales

y de potencia
Compare las tasas de crecimiento de la funcién exponencial f(x) = 2* y la funcién
de potencia g(x) = x* dibujando las grificas de ambas funciones en los siguientes
rectingulos de visidn.
a) [0,3]por(0, 8 b) [0, 6] por[0, 25
¢) [0, 20] por [0, 1000]

Solucion
a) En la figura 4(a) se muestra que la grifica de g(x) = x® alcanza a, v se vuelve
mayor que, la grifica de f(x) = 2*enx = 2.
b) El rectdngulo de visién mds grande de la figura 4(b) muestra que la grifica de
flx) = 2* sobrepasa a la de g(x) = x* cuando x = 4.

c) En la figura 4(c) se da una visién mis global y se muestra que, cuando x es
grande, f(x) = 2* es mucho més grande que g(x) = x*.

b) c)

Funcion exponencial natural

Cualquier nimero positivo se puede usar como base para una funcién exponencial,
pero algunas bases se usan con mds frecuencia que otras. Se verd en las secciones
restantes de este capitulo que las bases 2 v 10 son convenientes para ciertas aplica-
ciones, pero la base mds importante es el nimero denotado por la letra e.

El niimero e se define como el valor al que se aproxima (1 + 1/n)" cuando n se
vuelve grande. (En cdlculo esta idea se hace més precisa por el concepto de limite.
Véase el ejercicio 55.) En la tabla del margen se muestran los valores de la expre-
sién (1 + 1/n)" para valores de n cada vez mds grandes. Parece ser que, correcto
hasta cinco cifras decimales, e = 2.71828; de hecho, el valor aproximado a 20 luga-
res decimales es

e = 2.71828182845904523536

Se puede demostrar que ¢ es un nimero racional, asi que no se puede escribir su va-
lor exacto en forma decimal.

i Por qué usar una base tan extrafia para una funcién exponencial? Podria parecer
en primera instancia que es mds ficil trabajar con una base como 10. Sin embargo, se
verd que en ciertas aplicaciones el niimero ¢ es la mejor base posible. En esta seccitn
se estudia como aparece ¢ en la descripcion del interés compuesto.
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La funcion exponencial natural

La funcién exponencial natural es la funcién exponencial
flx) = &*

con base e. Es comiin referirse a ella como /a funcién exponencial.

y=2

Puesto que 2 < ¢ < 3, la gridfica de la funcién exponencial natural estd entre las

0 ] T ¢ grificasdey = 2"yy = 3", como se muestra en la figura 5.
Las calculadoras cientificas tienen una tecla especial para la funcién f(x) = e*.
Figura 5 En el ejemplo siguiente se usa esta tecla.
Gréfica de la funcidn exponencial

Ejemplo6 Evaluar la funcién exponencial

Evalie cada expresitn correcta hasta cinco decimales.
a) e b) 2705 c) &4

Solucién Se usa la tecla[e*] en una calculadora para evaluar la funcién exponen-
cial.

a) e = 20.08554

b) 2¢7%¥ = 1,17721

c) e*® = 121.51042 ™

"Ejemplo7 Transformaciones de la funcién exponencial

Bosqueje la grifica de cada funcién.
a) flx) =e™ b) g(x) = 3™

Solucién
a) Se comienza con la grifica de y = e” y se refleja en el eje y para obtener la grd-
ficade y = ¢ " como en la figura 6.
b) Se calculan varios valores, se grafican los puntos resultantes y se unen median-
te una curva uniforme. La grifica se muestra en la figura 7.

x f(x) = 32
e 3 0.67
— 1.10
i | 1.82
0 3.00
1 4.95
2 8.15
3 13.45
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3000
Figura 8

10 000
1) = S 12ase o

Ejemplo 8 Un modelo exponencial para la diseminacién
de un virus

Una enfermedad infecciosa comienza a diseminarse en una ciudad pequefia con
10 000 habitantes. Después de r dias, el mimero de personas que ha sucumbido al
virus se modela mediante la funcién

10 000

o= 5 + 1245¢ 709"

a) ;Cuédntas personas infectadas hay inicialmente (en el tiempo 1 = 0)7
b) Calcule el nimero de personas infectas después de un dia, dos dias y cinco dias.
¢) Grafique la funcién v y describa su comportamiento.

Solucion
a) Puesto que v(0) = 10 000/(5 + 1245¢°) = 10 000/1250 = 8, se concluye que
8 personas tienen inicialmente la enfermedad.
b) Utilice una calculadora para evaluar v(1), v(2) y v(5), y después redondee para
obtener los siguientes valores.

Dias Personas infectadas
1 4|
2 54
5 678

c) De la grifica en la figura 8, se puede observar que el nimero de personas in-
fectadas primero se eleva en forma lenta; luego aumenta con rapidez entre el
dia 3 y el dia 8, y luego se estabiliza cuando estén infectadas cerca de 2000
personas, ]

La grifica de la figura 8 se llama curva logistica o modelo de crecimiento logis-
tico. Curvas como éstas ocurren con frecuencia en el estudio del crecimiento pobla-
cional. (Véanse los ejercicios 69-72.)

Interés compuesto

Las funciones exponenciales aparecen en el cdlculo del interés compuesto. Si la can-
tidad de dinero P, conocido como principal, se invierte a una tasa de interés i por pe-
riodo, entonces después de un periodo el interés es Pi, y la cantidad de dinero A es

A=P+ Pi=P(l +i

Si se reinvierte el interés, entonces el nuevo principal es P(1 + i), y la cantidad des-
pués de otro periodo es A = P(1 + i)(1 + i) = P(1 + i)°. De manera similar,
después de un tercer periodo la cantidad es A = P{1 + i)°. En general, después de k
periodos la cantidad es

A=P(1+i)

Hay que observar que ésta es una funcién exponencial con base 1 + i,

Si la tasa de interés anual es r y si el interés se compone n veces por afio, entonces
en cada periodo la tasa de interés es i = r/n, y hay nt periodos en t afios. Esto con-
duce a la siguiente férmula para la cantidad después de 1 afios.



r s¢ conoce como la lasa de interés
anual nominal,
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Interés compuesto

El interés compuesto se calcula mediante la formula
A(r) = F(l + f)m
n
donde A(t) = cantidad después de 1 afios
P = principal
r = tasa de interés por afio

n = nimero de veces que el interés de compone por afio
I = niimero de afios

9 Calculo del interés compuesto @

Una suma de $1000 se invierte a una tasa de interés de 12% anual. Calcule las can-
tidades en la cuenta después de tres afios si el interés se compone anualmente, cada
medio afio, por trimestre, mensualmente o diario.

Solucién  Se usa la formula de interés compuesto con P = $1000, r = (.12,

ye=3.
Capitalizacion n Cantidad después de 3 afos
0.12\'®
Anual 1 l'tllm(l + —l—) = $1404.93
0.12\*
Semianual 2 lﬂ]](l + T) = $1418.52
1243
Trimestral 4 mm(l + T) = $1425.76
12 X3
Mensual 12 lﬂm(l + F) = $1430.77
Dian 365 lﬂl!]](l + E)m] = $1433.24
a 365 = - -

Se puede observar del ejemplo 9 que el pago de interés se incrementa conforme
crece el nimero n de periodos de capitalizacién. Veamos qué sucede cuando n se in-
crementa de forma indefinida. Si m = n/r, entonces

i) A2 T 2T

Recuerde que cuando m crece, la cantidad (1 + 1/m)™ se aproxima al niimero e. Asf,
la cantidad tiende a A = Pe". Esta expresién da la cantidad cuando el interés se com-
pone a “cada instante”,
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Interés compuesto en forma continua

El interés compuesto en forma continua se calcula mediante la férmula
Alr) = Pe"
donde A(t) = cantidad después de r afios
P = principal
r = tasa de interés por afio
1 = nimero de afios

p 10  Calcular el interés compuesto de manera continua

Calcule la cantidad después de tres afios si se invierten $1000 a una tasa de interés
de 12% por aiio, capitalizados de forma continua.

Soluclon  Se usa la férmula del interés capitalizable en forma continua con
P = $1000, r = 0.12 y t = 3 para obtener

A(3) = 10008 = 1000e"* = $1433.33

Compare esta cantidad con las cantidades del ejemplo 9. L]
XN Ejercicios
1-4 ® Use una calculadora para evaluar la funcidn en los va- 15-18 ® Encuentre la funcién exponencial f(x) = a" cuya grd-
lores indicados. Redondee sus respuestas a tres decimales. fica se muestra.
L f(x) = 4% £(05), f(V2), (=), £(3) 15. 16.

2. f(x) = 3% f(=1.5), {V3), fle). f{-3)
3. g(x) = (¥ " @(1.3),9(V5), g(2m), (- 1)
4. g(x) = (9= ¢(0.7), g(V7[2), g(1/7), g(3)

(2,9

510 ® Bosqueje la grifica de la funcidn construyendo una
tabla de valores. Use una calculadora si es necesario.

5. flx) = 2* 6. g(x) = 8* T
7. f(x) = @) 8. h(x) = (L1)* "
9. glx) = 3¢* 10, h(x) = 2¢70% )

11-14 ® Grafique ambas funciones eén un conjunto de gjes.

I flx)=2" y glx)=27

12. flx) =37 y glx)=()

13. fix) =4" y glx)=T7 -
4. f)=() y gb)=0) &




19-24 ® Compare la funcién exponencial con una de las grifi-
cas marcadas 1-VI.

19, f(x) = 5° 20. f(x) = -5
21. f(x) =5~ 22. f(x) =5+ 3
23. f(x) = 5 24, flx)=5""-4

25-38 ® Grafigue la funcién, no trace los puntos, sino més bien
utilice las grificas de las figuras 2 y 5. Exprese el dominio,
rango y la asintota.

25, flx) = =3* 26, f(x) = 107
27, glx) =2" -3 28. g(x) = 2*?
29. hix) = 4 + (1) 3. hix) =6 — 3
31. flx) = 107 32, flx)=-(@)
33, fix) = —¢' M y=1-¢
[ oy=e"— | 36. flx) = —e*

37. flx) = e*? B y=¢"4+4
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39-40 ® Encuentre la funcidn de la forma f(x) = Ca® cuya
grifica es la siguiente.

H-I ml

2% 0 j.; =3 0 T

41. a) Bosqueje las grificas de f(x) = 2% y g(x) = 3(2%).
b) ;Cdmo se relacionan las gréficas?

42, a) Bosqueje las grificas de f(x) = 9% y g(x) = 3~
b) Use las leyes de los exponentes para explicar la relacién
entre estas griificas.

43, Si f(x) = 10", muestre que

ﬂr+ﬁi-ﬂxl = m(m‘*ﬁ— 1)

44, Compare las funciones f(x) = x*y g(x) = 3* evaluando
ambasparax=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 15y 20. Luego
dibuje las grificas de f y g en el mismo conjunto de ejes.

45, La funcidn coseno hiperbdlico se define mediante

et + gt

cosh(x) = 3

Bosqueje las gréficas de las funciones y = de*y vy = Je™*
en los mismos ejes v use la adicion gréifica (véase la seccifn
2.7) para bosquejar la gréfica de y = cosh(x).

46. La funcidn seno hiperbdlico se define como

EA’ LT E_‘:
2

Dibuje la grifica de esta funcién usando la adicién gréfica
como en el ejercicio 45.

senh(x) =

47-50 ® Use las definiciones de los ejercicios 45 y 46 para pro-
bar la identidad.

47. cosh{—x) = cosh(x)

48. senh{ —x) = —senh(x)

49. [cosh(x)]* = [senh(x)]" = 1

50. senh(x + y) = senh(x)cosh(y) + cosh(x)senh(y)
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51. a) Compare las tasas de crecimiento de las funciones
f(x) = 2* y g{x) = x* dibujando las grificas de ambas
funciones en los siguientes rectingulos de division

i) [0, 5] por [0, 20]
ii) [0, 25) por [0, 107)
iii) [0, 50] por[0, 10%]

b) Encuentre las soluciones de la ecuacitn 2* = x°, co-
rrectas hasta un decimal.
52. a)

Compare las tasas de crecimiento de las funciones
flx) = 3y g(x) = x* dibujando las grificas de ambas
funciones en los siguientes rectdngulos de vision:

i) [—4, 4]por[0,20] i) [0, 10] por [0, 5000]
iii) [0, 20] por [0, 107]
b) Encuenire las soluciones de la ecuacidn 3 = x*, co-
rrectas hasta dos decimales.
ﬁ 53-54 ® Dibuje las grificas de la familia de funciones para
c=0.25,05, 1, 2, 4. ;Cémo se relacionan las gréficas?
53. f(x) = c2* 54. f(x) = 27

%5 55. Nustre la definicién del nimero e graficando la curva
y = (1 + 1/x)"y larecta y = e en la misma pantalla usando
el rectingulo de visién [0, 40] por [0, 4],

56. Investigue el comportamiento de la funcidn

l E
flx) = (l - ;)
cuando x — oo graficando fy larectay = I,l’fcn la misma

pantalla con el rectdngulo de visién [0, 20]por [0, 1]
&5 57. a) Dibuje las grificas de la familia de funciones

flx) = S(e + e7)

paraa =035,1, 1.5y 2.
b} ;Como afecta a la grifica un valor méds grande de a?

ﬁ 58-59 ® Grafique la funcidn y comente acerca de las asintotas
vertical y horizontal.

5!!._1.'=E—
x

58, y=2'

H 60-61 ® Encuentre los valores locales mdximo y minimo de la
funcidn y el valor de x en el que ocurre cada uno. Exprese cada
respuesta correcta hasta dos decimales.

60. g(x) =x* (x>10) 6l. g(x) = e+ ™™

62-63 ® Encuentre, correctos hasta dos decimales, los interva-
los en los que la funcién crece o disminuye y b) el rango de la
funcién.

62, y = 10 63 y=xe"

Aplicaciones

td. Farmacos Cuando se administrd cierto férmaco a un pa-
ciente, el nimero de miligramos que permanecen en el
torrente sanguineo del paciente después de r horas se mo-
dela mediante

D(1) = 50e™™*

i Cudntos miligramos del firmaco permanecen en el torrente
sanguineo del paciente después de tres horas?

65. Decaimiento radiactivo Una sustancia radiactiva se

desintegra de tal manera que la cantidad de masa que per-
manece después de r dias se expresa mediante la funcidn

m(t) = 13¢ "M%
donde m(r) se mide en kilogramos.
a) Encuentre la masa en el iempo 1t = (.
b) ;Cudnta masa permanece después de 45 dias?
66i. Decaimiento radiactivo Los médicos emplean el yodo
radiactivo como trazador para diagnosticar ciertos trastornos
de la glindula tiroides. Este tipo de yodo se desintegra de tal

manera que la masa restante después de 1 dias se determina
mediante la funcion

ﬂ'ﬂ:'} - Gﬂ' — {18 Ti

donde m(r) se mide en gramos.
a) Encuentre la masa en el tiempo r = ().
b) ;Cudnta masa queda después de 20 dias?

67. Paracaidismo Un paracaidista salta desde una altura
razonable sobre el suelo. La resistencia del aire que experi-
menta es proporcional a su velocidad, y la constante de pro-
porcionalidad es 0.2, Se puede demostrar que la velocidad
de descenso del paracaidista en el tiempo r se expresa como

v(r) = 80(1 — £7¥)

donde ¢ se mide en segundos y v(t) se mide en pies por se-
gundo (pies/s).
a) Encuentre la velocidad inicial del paracaidista.
b) Calcule la velocidad después de 5 s y después de 10 s.
¢) Dibuje la grifica de la funcién de velocidad ofr).
d} La velocidad mdxima de un objeto que cae con resisten-

cia del viento se llama su velocidad terminal. De la gré-

fica del inciso ¢) encuentre la velocidad terminal de este
paracaidista.

| vle) = 80(1 — e



68. Mezclas y concentraciones Un barril de 50 galones
se llena por completo con agua pura. A continuacion se
bombea hacia el barml agua salada con una concentracion
de 0.3 Ib/gal, v la mezcla resultante sale a la misma tasa.
La cantidad de sal en el barril en el tiempo ¢ se determina
mediante

Ar) = 15(1 — ™)

donde 1 se mide en minutos y () se mide en libras.
(Cudinta sal esti en el barril después de 5 min? a)
(Cufinta sal estd en el barril después de 10 min? b)
Dibuje una gréfica de la funcién Q). c)
Use la grifica del inciso c) para determinar el valor al
gue se aproxima la cantidad de sal en ¢l barnl cuando ¢
se voelve grande. ; Es esto lo que esperaria?

BN 71

Didmetro de un arbol
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ﬁ 70. Poblacién de aves La poblacitn de cierta especie de ave
estd limitada por el tipo de hibitat requerido para anidar. La
poblacidn se comporta de acuerdo con el modelo de creci-
miento logistico

” SH00
0.5 + 275004

n(t)

dondee ¢ se mide en afios.

Encuentre la poblacion inicial de aves.

Dibuje la grifica de la funcidn niz).

,Qué tamaiio tiene la poblacién cuando el tiempo
avanza?

Para cierto tipo de drbol el

didgmetro D (en pies) depende de la edad del drbol ¢ (en

Qlr) = 15(1 — ™)

69. Crecimiento logistico Las poblaciones animales no
pueden crecer sin restriccidn debido a la limitacidn de hibi-
tat y suministros de alimento. En tales condiciones la
poblacién sigue un modelo de crecimiento logistico

d
PO = T e
donde ¢, d y k son constantes positivas. Para cierta pobla-
cidn de peces, en un pequefio estanque d = 1200, k = 11,
¢ = 0.2, yrse mide en afios. Los peces se introdujeron en
el estanque en el iempo 1 = 0.
a) ;Cudntos peces se colocaron originalmente en el
estanque?
Calcule la poblacidn después de 10, 20 y 30 afios.
Evaliie P(t) para valores grandes de 1. A qué valor
tiende la poblacidn cuando r — 0o? ;La grifica mos-

T2,

b)
c)

trada confirma sus cdlculos?
F ' ﬂ,.l
1200 — s
10402 / b)
B00
00 +——— / &
400 /
200
"'/ : ‘ e o
0 10 20 30 a0 r

afios) de acuerdo con el modelo de crecimiento logistico

54

D) = T 2ge oo

Determine el didmetro de un drbol de 20 afios.

=
o
Feth
=
[
—
o
L= ]
fiar
b=
]
T

Poblacién de conejos Suponga que una poblacién de
conejos se comporta de acuerdo con ¢l modelo de creci-
miento logistico

300

300
0.05 + (I = ﬂ.ﬂﬁ)e*um

n(t) =

donde n; es la poblacidn inicial de conejos.

51 la poblacion inicial es 50 congjos, jcudl serd la
poblacién después de 12 afios?

Dibuje las grificas de la funcion n(1) para n, = 50, 500,
2000, 8000 y 12 000 en el rectingulo de visidn [0, 15]
por [0, 12 000]

De las graficas del inciso b}, observe que, sin importar
la poblacitdn mnicial, la poblacidn de conejos al parecer
s aproxima a cierto niimero conforme el tiempo

avanza. ; Cudl es ese nimero? (Este es el nlimero de
conejos que puede soportar la isla. )
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73-74 ® Interés compuesto Una inversion de 5000 ddlares 79. Interés compuesto ;Cudl de las tasas de interés dadas

se deposita en una cuenta en la que el interés se capitaliza men-
sualmente. Complete la tabla llenando las cantidades a las que
crece la inversion en los tiempos indicados o las tasas de interés.

v periodos de capitalizacion proporcionarian la mejor in-
version?
i} 3% por afio, capitalizable cada medio afio

7. r=4% 74. 1 = 5 aifos ii) 81% por afio, capitalizable trimestralmente
iii} 8% por afio, capitalizable de forma continua
Tiempo Tasa ) po p
|afios) Cantidad por ano | Cantidad 80. Interés compuesto ;Cudil de las tasas de interés dadas
) y periodos de capitalizacién proporcionarian la mejor in-
: ir{’ version?
5 '-J.E: 1} 9; % por afio, capitalizable cada medio afio
4 4% 1) 9% por afo, capitalizable de forma continua
5 5% 81. Valor presente El valor presente de una suma de dinero
6 b es la cantidad que se debe invertir ahora, a una determinada

75. Interés compuesto  Si se invierten 10 000 délares a una
tasa de interés de 10% por aiio, capitalizable semianual-
mente, encuentre el valor de la inversion después del
nimero dado de afios.

a) 5 afios
b) 10 afios
c) 15 afios

76. Interés compuesto  Si se ahorran 4000 dblares a una tasa E o
de interés de 16% por afio, capitalizable tnmestralmenie,
encuentre la cantidad debida al final del nimero de afios
dado
a) 4 afios
b) 6 afios
c) 8 afos

77. Interés compuesto  Si se invierten 3000 ddlares a una
tasa de interés de 9% por afio, encuentre la cantidad de la
inversién al final de 5 afios para los siguientes métodos de 83
capitalizacidn.

a) Anual

b) Semianual

c¢) Mensual

d) Semanal

e) Pordia

f) Porhora

g) De manera continua

78. Interés compuesto Si se invierten 4000 dolares en una
cuenta para la cual el interés se capitaliza trimestralmente,

encuentre la cantidad de la inversion al final de 5 afios para
las siguientes tasas de interés.

a) 6% b) 6!%
c) % d) 8%

54,

tasa de interés, para producir la suma deseada en una fecha

posterior.

a) Encuentre el valor presente de 10 000 délares si se paga
interés a una tasa de 9% por afio, capitalizable cada
medio afio, durante tres afos.

b} Encuentre el valor presente de 100 000 délares si se

paga inlerés a una tasa de 8% por afio, capitalizable
mensualmente, durante 5 afios.

Inversion  Se invierte una suma de 5000 délares a una tasa

de interés de 9% por afio, capitalizable cada medio afio.

a) Encuentre el valor A(r) de la inversion después de 1 afios.

b) Dibuje una grifica de A(z).

¢) Use la grifica de A(r) para determinar cusindo esta in-
version llega a 25 000 délares.

Descubrimiento « Debate

Crecimiento de una funcién exponencial Suponga que

le ofrecen un empleo que dura un mes, y se le pagard muy
bien. ; Cudl de los siguientes métodos de pago es mis
rentable para usted?

a) Un mullén de délares al final del mes.

b) Dos centavos el primer dia del mes, 4 centavos el se-
gundo dia, 8 centavos el tercer dia v, en general, 2" cen-
tavos en el n-ésimo dia,

Altura de la grafica de una funcion exponencial Sy

profesor de matemiticas le pide trazar una grifica de la fun-
cidn exponencial

flx) = 2

para x entre () y 40, usando una escala de 10 unidades para
una pulgada. ; Cuiles son las dimensiones de la hoja de pa-
pel que necesitard para trazar esta grifica?



PROYECTO PARA UN
DESCUBRIMIENTO

SECCION 4.1 Funciones exponenciales an

Explosion exponencial

Como ayuda para entender cémo es el crecimiento exponencial explosivo, se
probard un experimento mental.

Suponga que hoy coloca una moneda de un centavo de dolar en su alcancia,
dos centavos mafiana, cuatro centavos el siguiente dia, eteétera, duplicando el
nimero de monedas que agrega a la alcancia cada dia (véase la tabla). ; Cudintas
monedas de un centavo habrd colocado en su alcancia en el dia 307 La respuesta
es 2 centavos. Eso es simple, ;pero puede adivinar cudntos délares es esa canti-
dad? ;2% centavos son mds de 10 millones de délares!

Dia Centavos
0 |
1 2
2 4
3 ]
4 16
n 2

Como se puede observar, la funcién exponencial f(x) = 2* crece con extre-
ma rapidez. Este es el principio detrds de las explosiones atémicas. Cuando un
dtomo se divide libera dos neutrones, que causan la division de dos dtomos, y
cada uno libera dos neutrones, que a su vez provocan la divisién de cuatro
dtomos, y asi sucesivamente. En la n-ésima etapa se dividen 2" dtomos, juna
explosién exponencial!

Las poblaciones también crecen de forma exponencial. Veamos qué signi-
fica esto para un tipo de bacteria que se divide cada minuto. Suponga que al
mediodia una sola bacteria coloniza una lata de comida desechada. La bacteria
v sus descendientes son felices, pero temen el momento cuando la lata esté
completamente llena de bactenas, el Dia del juicio final.

1. (Cudntas bacterias hay en la lata a las 12:057 ; A las 12:107

2. La lata estd completamente llena de bacterias a la 1:00 p.M. (A qué hora la
lata tenia la mitad de bacterias?

3. Cuando la lata tiene la mitad de bacterias, el presidente de la colonia asegura
a sus civdadanos que esti lejos el dia del juicio final; después de todo, queda
tanto espacio en la lata como el que se ha usado en toda la historia previa de
la colonia. ; Esté en lo correcto el presidente? ; Cudnto tiempo queda antes

del Dia del juicio final?

4. Cuando la lata estd llena a un cuarto, jcudnto resta para el Dia del juicio
final?

5. Una bacteria sabia decide empezar una nueva colonia en otra lata y reducir
el tiempo de division a 2 minutos. ; Cudnto tiempo tiene esta nueva colonia?
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- Funciones logaritmicas

En esta seccién se estudia la inversa de las funciones exponenciales.

Vi
fix) = a% " S
/ a>1 Funciones logaritmicas
Toda funcion exponencial f{x) = a*, cona > 0y a # 1, es una funcién uno a uno
por la prueba de la recta horizontal (véase la figura | para el casoa > 1) y, por lo
>, tanto, tiene una funcién inversa. La funci6n inversa f ' se llama funcidn logaritmica
— 3 con base a y se denota por log,. Recuerde de la seccién 2.8 que ™' se define por
0 X

FiR=y & f0)=

1
. Esto conduce a la siguiente definicién de la funcién logaritmica.

flx) = a* es uno a uno

Definicion de la funcion logaritmica

Sea a un niumero positivo con a # 1. La funcion logaritmica con base a, de-
notada por log,, se define

El log, x = v se lee como “el log base a logx=y < a=x
de x es v".

Asi, log, x es el exponente al que se debe elevar la base a para dar x.

Cuando se usa la definicién de logaritmos para intercambiar entre la forma lo-

Por tradicién, el nombre de la funcion  garitmica log,x = y y la forma exponencial @’ = x, es itil observar que, en ambas

logaritmica es log,, no s6lo una sola le-  formas, la base es la misma:
tra. También, normalmente se omiten

los paréntesis en la notacidn de funcidn Forma logaritmica
y se escribe Bk T
log(x) = log, x R
log,x=y¥ a*=x
|

1 Formas logaritmica y exponencial

Las formas logaritmica y exponencial son ecuaciones equivalentes, si una es cierta
entonces la otra también lo es. Por lo tanto, se puede intercambiar de una forma a la
otra como en las siguientes ilustraciones.

Forma logaritmica Forma exponencial
logp 100 000 = 5 10° = 100 000
log,8 = 3 P =g

iogs(§) = -3 2=
logss=r =gz

Es importante entender que log, x es un exponente. Por ejemplo, los niimeros de
la columna derecha de la tabla del margen son los logaritmos (base 10) de los ni-



X ’ﬂﬂm:
i 4
10° 3
10? 2
10 |

1 0
107! -1
10 g -
10 -3
10°* -4

Propiedad de la funcion inversa:

F(fix)) = x
') ==
y=agLa>l

yEX

Figura 2
Grifica de la funcién logaritmica
f(x) = log,x

La notacion de flecha se explica en la
pégina 301.
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meros de la columna izquierda. Este es el caso para todas las bases, como se ilustra
en el ejemplo siguiente.

"Ejemplo 2 Evaluar los logaritmos @
a) log;o1000 =3 porque 10" = 1000

b) log;32=5  porque 2°=32

c) log,p0.1 = —1 porque 107'=0.1

d) log;s4 = % porque lﬁ'.ﬂ =4 [ ]

Cuando se aplica la propiedad de la funcién inversa descrita en la pdgina 227 a
f(x) = a*y f'(x) = log,x, se obtiene

log(a®) =x x€ER
a'olet = y x>0

Se listan ésta y otras propiedades de logaritmos analizadas en esta seccion.

Propiedades de los logaritmos

Propiedad Razdn

1. log,1 =0 Se debe elevar a a la potencia 0 para obtener 1.

2 log,a=1 Se debe elevar a a la potencia | para obiener a.

3. log.a*=x Se debe elevar a a la potencia x para obtener a”.

4, g%t =y log, x es la potencia a la cual se debe elevar a para
obtener x.

"Ejemplo 3 Aplicar las propiedades de los logaritmos
Se ilustran las propiedades de los logaritmos cuando la base es 5.

logsl =0 Fropiedad 1 logss =1 Fropiedad 2

logs5* =8  Fropiedad 3 Seel2 = 12 Propiedad 4 2

Graficas de funciones logaritmicas

Hay que recordar que si una funcién f uno a uno tiene dominio A y rango B, enton-
ces su funci6n inversa f ' tiene dominio B y rango A. Puesto que la funcién expo-
nencial f(x) = a® con a # 1 tiene dominio R y rango (0, oo), se concluye que su
funci6n inversa, f '(x) = log,x, tiene dominio (0, o) y rango R.

La grifica de f~'(x) = log,x se obtiene reflejando la gréifica de f(x) = a* en
la recta y = x. En la figura 2 se muestra el caso a > 1. El hecho de que y = a”* (para
a > 1) sea una funcién que crece muy ripido para x > 0 implica que y = log, x es
una funcién que crece muy lento para x > 1 (véase el gjercicio 84).

Puesto que log, 1 = 0, la interseccidn con el eje x de la funcidn y = log,xes 1. El
¢je y 5 una asintota vertical de y = log, x porque log,x — —oo cuando x — 07,
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Hulios /Dewtch Collsction /
Coriiz

Cumplimiento de la ley

Las matemdticas ayudan al cum-
plimiento de la ley en formas nu-
merosas y sorprendentes, desde
la reconstruccion de trayectorias
de bala, determinar la hora de una
muerte, hasta calcular la probabi-
lidad de que una muestra de ADN
sea de una determinada persona.
Un uso interesante es en la inves-
tigacion de personas extraviadas.
Si una persona ha estado perdida
durante varios afios, esa persona
podria tener un aspecto bastante
distinto del de su fotografia mds
reciente disponible. Esto es par-
ticularmente cierto si la persona
extraviada es un nifio. ; Alguna vez
se ha preguntado cémo se veria 5,
10 o 15 afios a partir de ahora?
Los investgadores han encon-
trado que diferentes partes del
cuerpo crecen a distintas tasas. Por
ejemplo, habrd notado que la ca-
beza de un bebé es mucho mis
grande con respecto a su cuerpo
que la de un adulto. Como otro
ejemplo, la relacién de largo del
brazo a la altura es § en un nifio,
pero cerca de § en un adulto. Me-
diante la recoleccion de datos y el
anilisis de grificas, los investiga-
dores pueden determinar las fun-
ciones gue modelan ¢l crecimiento.
Como en todos los fendmenos de
crecimiento, las funciones expo-
nenciales v logaritmicas desempe-
fian un papel crucial. Por ejemplo,
la fdrmula que relaciona el largo del
brazo [ con la altura h es | = ae™
donde a y k son constanies.
(continia)
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"Ejemplo 4 Graficacion de una funcién logaritmica mediante
el trazo de puntos

Bosqueje la grifica de f(x) = log,x.
Solucién Para construir una tabla de valores, se eligen los valores x como poten-

cias de 2 de modo que pueda hallar con facilidad sus logaritmos. Se grafican estos
puntos y se unen con una curva lisa como en la figura 3.

X log,x ’
2 3 3 flx) = log, x
- 2 5
2 1 |
1 0
=1 —} ——t—
2 -2 =1 8 *
- i -3 -2
- —4 -3
—4
Figura 3 ]

En la figura 4 se muestran las grificas de la familia de funciones logaritmicas con
bases 2, 3, 5 y 10. Estas grificas se dibujan reflejando las grificas de y = 2, y = 3,
y=5"yy= 10" (véase la figura 2 en la seccién 4.1) en la linea y = x. Se pueden
trazar también puntos como ayuda para bosquejar estas graficas, como se ilustra en
el ejemplo 4.

¥yi
y = log,x
y=log;x
y=log,x
y=log,x
x

Figura 4
Una familia de funciones logaritmicas

En los dos ejemplos siguientes se grafican funciones logaritmicas comenzando
con las grificas bdsicas de la figura 4 y usando las transformaciones de la seccidn 2.4,



Al estudiar vanas caracteristicas fi-
sicas de una persona, los hidlogos
matemdticos modelan cada carac-
teristica mediante una funcion goe
describe como cambiaa con el bem-
po. Los modelos de caracteristicas
fuciales se pueden programar en
una computadora puara dar una fo-
tografia de como cambia la apa-
riencia de una persona con el
tiempo. Estas fotografias ayodan a
las agencias encargadas de ejer-
cer la ley para localizar a personas
extraviadas.
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"Ejemplo 5 Reflexion de graficas de funciones logaritmicas
Bosqueje la grifica de cada funcion.

a) glx) = —logyx b) h(x) = logy(—x)

Solucion

a) Se comienza con la grifica de f(x) = log, x y se refleja en el eje x para obtener
la grifica de g(x) = —log,x en la figura 5(a).

b) Se comienza con la grifica de f(x) = log,x y se refleja en el eje y para obtener
la grifica de h{x) = log,(—x) en la figura 5(b).

¥

-1 ﬁl

hix) = logl=x) I

=Y

glxl = =log,x

Figura 5 a) b)

plo 6 Desplazamiento de graficas de funciones
logaritmicas
Encuentre el dominio de cada funcién y bosqueje la gréfica.

a) glx) = 2 + logsx b) hix) = logyy(x — 3)

Solucion

a) La grifica de g se obtiene de la grifica de f(x) = logsx (figura 4) desplazin-
dola dos unidades (véase figura 6). El dominio de fes (0, oc).

ot

gix) =2+ log,x

T
.a+._..-

]

fix) = logsx

I/T’T-';’-Ir‘—:-
X

Figura 6

b) La grifica de h se obtiene de la grifica de f(x) = log,px (figura 4) desplazin-
dola a la derecha tres unidades (véase la figura 7 en la pdgina siguiente). La



John Napier (1550-1617) fue un
terrateniente escocés cuyo pasa-
tiempo eran las matemdticas. Lo
conocemos hoy dia debido a su in-
vento: los logaritmos, que publicd
en 1614 bajo el titulo Description
of the Marvelows Rule of Logarithms
(Una descripcidn de la regla ma-
ravillosa de los logaritmos). En la
época de Napier, los logaritmos se
usaban exclusivamente para sim-
plificar cilculos complicados, Por
ejemplo, para multiplicar dos ni-
meros grandes se escrnibirian como
potencias de 10, Los exponentes
son simplemente los logaritmos de
los mimeros. Por ejemplo,

4532 x 57783
= (529 5 (TS

= (4800
= 261 872 564

La idea es que multiplicar poten-
cias de 10 es ficil (simplemente se
suman sus exponentes). Napier
produjo tablas exiensas que dan
los logaritmos (o exponentes) de
nimeros. Desde la llegada de las
calculadoras y computadoras, los
logaritmos ya no se usan para esle
propdsito. Sin embargo, las funcio-
nes logaritmicas han encontrado
muchas aplicaciones, algunas de
las cuales se describen en esie ca-
pitulo.

Napier escribié sobre muchos
temas. Uno de sus trabajos mas
pintorescos es un libro titwlado A
Plaine Discovery of the Whole Re-
velation of Saint John, en el gue
predice que el mundo terminaria en
el afo 1700,
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recta x = 3 es una asintota vertical. Puesto que log,; x se define sélo cuando
x =0, el dominio de h(x) = log,4(x — 3) es

[x|x=3>0}={x|x>3} =(3,0)

Yi Asintota
14 s

flx) = log,x

Figura 7

Logaritmos comunes
Ahora se estudian logaritmos con base 10.

Logaritmo comun

El logaritmo con base 10 se llama logaritmo comin y se denota omitiendo la
base:
log x = logux

De la definicion de logaritmos se puede encontrar ficilmente que
log 10 = 1 y log 100 = 2

Pero, ;como se calcula log 507 Se necesita hallar el exponente y tal que 10* = 50, Es
evidente que 1 es muy pequefio y 2 es demasiado grande. Por lo tanto,

1 <logh0 <2
Para obtener una mejor aproximacion, se puede intentar hallar una potencia de 10

mis proxima a 50. Por fortuna, las calculadoras cientificas estin equipadas con una
tecla | Los | que da de manera directa los valores de logaritmos comunes.

plo 7  Evaluacion de logaritmos comunes

Use una calculadora para hallar los valores apropiados de f{x) = log x y use los
valores para bosquejar la grifica.

Solucion Se construye una tabla de valores, usando una calculadora para evaluar
la funcién en esos valores de x que no son potencias de 10. Se grafican esos puntos
y se unen mediante una curva suave como en la figura 8.



La respuesta humana al sonido
y a la intensidad luminosa
es logaritmica

La escala de decibeles se estudia en la
seccion 4.5.
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. b x ¥
'I..
0.01 -2
=1

0.1 -1 jid. e =las
05 | -0301 | .
1 0 0 ' n o1 x
» - 3 6 8 10 12
5 0.699
10 1

Figura 8 =

Los cientificos modelan la respuesta humana a estimulos (como sonido, luz o
presion) por medio de funciones logaritmicas. Por ejemplo, la intensidad de un so-
nido se debe incrementar muchas veces antes de percibir que la sonoridad se ha du-
plicado. El psicélogo Gustav Fechner formulé la ley como

!
S=k Iﬂg(f—)
1]

donde § es la intensidad subjetiva del estimulo, / es la intensidad fisica del estimu-
lo, I, representa la intensidad fisica umbral y & es una constante que es diferente en
cada estimulo sensorial.

Ejemplo8 Logaritmos comunes y sonido

La percepcidn de la sonoridad B (en decibeles, dB) de un sonido con intensidad
fisica f (en W/m®) estd dada por

I
B =10 ]ng(f—)
0

donde /, es la intensidad fisica de un sonido apenas audible. Encuentre el nivel de
decibeles (sonoridad) de un sonido cuya intensidad fisica [ es 100 veces la de [,

Solucién El nivel B de decibeles se encuentra usando el hecho de que [ = 100/,

|
B =10 ]DE(F) Definicién de B

0o
1004,

= 10 log I = 1001,

Iy
= 10 log 100 Cancelar [
=10-2 =20 Definicién de log
La sonoridad del sonido es 20 dB. =

Logaritmos naturales

De las posibles bases a para logaritmos, resulta que la eleccién mds conveniente para
los propoésitos de cdlculo es el mimero e, que se definié en la seccidn 4.1.
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Logaritmo natural

La notacidn In es una abreviatura El logaritmo con base ¢ se llama logaritmo natural y se denota por In:
para la palabra en latin logarithmus
naturalis, Inx = log.x

La funcidn logaritmo natural y = In x es la funcién inversa de la funcién expo-
nencial y = . Ambas funciones se grafican en la figura 9. Por la definicion de fun-
ciones inversas, se tiene

‘ Inx=y < ' =2x :

Figura 9 i |
Grifica de la funcién

logarftmica natural y=x

Si se sustituye @ = ¢ y se escribe “In” por “log,” en las propiedades de logarit-
mos mencionadas antes, se obtienen las siguientes propiedades de los logaritmos

naturales.
Propiedades de los logaritmos naturales
Propiedad Razon
1.In1=0 Se tiene que elevar e a la potencia 0 para obtener 1.
2. lne=1 Se tiene que elevar ¢ a la potencia 1 para obtener e.
3. lne"*=x Se tiene que elevar ¢ a la potencia x para obtener e’
A = x In x es la potencia a la cual ¢ debe ser elevada para

obtener x.

Las calculadoras estdn equipadas con una tecla [ v | que da de manera directa los
valores de los logaritmos naturales.

wplo 9 Evaluar la funcién logaritmo natural

Definicion de logaritmo natural
1 K

b) ].I:I(—1 =lpe?= -2 Definicién de logaritmo natural
&

c) In 5 = 1.609 Use la tecla [LN] en la calculadora =
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Ejemplo 10 Hallar el dominio de una funcién logaritmica
Encuentre el dominio de la funcién f{x) = In(4 — x%).

Solucion Como con cualquier funcién logaritmica, In x se define cuando x > 0.
Por lo tanto, el dominio de f es

(x4 = x*> 0} = {x] 2 <4} = {x||x| <2}

={x|-2<x<2}=(-22) u
Ejemplo 11  Dibujar la grafica de una funcién logaritmica
Dibuje la gréfica de la funcién y = x In(4 — x*) y empléela para hallar las asfntotas
3 y valores locales mdximo y minimo.
Solucion Como en el ejemplo 10 el dominio de esta funcidn es el intervalo
. (=2, 2), asf que se elige el rectingulo de visién [—3, 3] por[—3, 3] La grifica se
| muestra en la figura 10, y de ésta se ve que las rectas x = —2 y x = 2 son asintotas
-3 3 verticales.
: La funcién tiene un punto médximo local a la derecha de x = 1 un punto mini-
mo local a la izquierda de x = —1. Al hacer un acercamiento y seguir la grifica
-3 con el cursor, se encuentra que el valor mdximo local es aproximadamente 1.13
y esto ocurre cuando x = 1.15. De manera similar (o al observar que la funcidn es
Figura 10 impar), se encuentra que el valor minimo local es casi —1.13, y ocurre cuando
y=xIn(4 — ) x=—1.15. =
¥ Ejercicios
1-2 ®» Complete la tabla con la forma exponencial logaritmica 3-8 » Exprese la ecuacidn en forma exponencial.
apropiada de la ecuacién, como en el ejemplo 1. 3. a) logs25 =2 b) logs1 =0
4. a) log,;,0.1 = —1 b) logg 512 =3
1. Forma Forma : :
logaritmica exponencial S. &) logy2 =3 b} log,(3) = -3
orat= 1 olpsi=s  Dlogd=]
logg6d = 2 7.a) nS=x b)lny=35
g =4 8. &) In(x + 1) =2 b) In(x = 1) = 4
8’ = 512
logy(3) = =1 9-14 = Exprese la ecuacion en forma logaritmica.
8 l=g 9. a) 57=125 b) 107 = 0.0001
10. a) 10° = 1000 b) 812 =9
2. Forma Forma 11. a) 87" = b) 277 =}
logaritmica exponencial 12. a) 4 =0.125 b) 77 = 343
4 =64 13. a) &' = b)e’=y
logs2 =} 14. 8) ™' = 0.5 b) €™ = ¢
4 =g
log, (1) = —2 15-24 = Evalte la expresion.
loga (1) = -1 15. 8) log,3 b) log, 1 ¢ logy3?
474 = & 16. a) log,5* b) log, 64 ¢) loge9
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17. a) log,36 b) log,81 ¢) log, 7"
18. a) log,32 b) log, 8" c) loggl
19, a) logs() b) log,; V10 ¢} logs0.2
20. a) logs 125 b) loge7 ¢) logg V3
21, a) 287 h) 3end g) e™F
22. a) "" b) 10%# ¢ 10%E¥
23, a) log,0.25 b) Iné£* ¢} In(1/e)
24. a) log, V2 b) log,(i) c) log,8

25-32 w Use la definicidn de la funcidn logaritmica para
hallar x.

25. a) log;x =35 b) log, 16 = x
26. a) logsx =4 b) log,,0.1 = x
27. a) log, 243 =x b) log,x =13
28. a) log,2 ==x b) logyx =2
29, a) log,gx =2 b) logsx =2
30. a) log, 1000 = 3 b) log,25 = 2
3. a) log, 16 =4 b) log,8 =3
32, a) log,6 =% b) log,3 =3

33-36 ® Use una calculadora para evaluar la expresidn,
correcta hasta cuatro decimales.

33, a) log2 b) log 35.2 c) log(3)

M. a) log 50 b) log V2 ¢ log(3Vv2)
35. a) In5 b) In25.3 ¢} In{l + v3)
36. a) In 27 b) In7.39 c) In54.6
3740 = Encuentre la funcién de la forma y = log, x cuya gri-
fica se da.

37. ¥4 8. ¥

9,2)

41-46 » Compare la funcidn logaritmica con una de las grifi-
cas marcadas I-VI.

41. f(x) = =Inx
43, fix) =2+ Inx
45. f(x) = In{2 — x)

42. f(x) = In{x - 2)
4. f(x) = In{—x)
46. f(x) = —In(—x)

I y m

11

vyy o Vi yp oo

=

47. Dibuje la grifica de y = 4", después utilicela para dibujar la
gréfica de y = log,x.

48. Dibuje la grifica de y = 3", luego empléela para dibujar la
grificade y = log, x.

49-58 » Grafique la funcidn sin trazar los puntos, sino a partir
de las grificas de las figuras 4 y 9. Exprese el dominio, rango y
asintota.

49. f(x) = logy(x — 4) 50. flx) = —logyx

51. g(x) = logs(—x) 52. g(x) = In{x + 2)
53. y=2 + logyx 54. y=logyx—1) -2
55. y=1-logypx 56. y =1+ In[—x)

57. y=|Inx| 58. y=In|x]|



5§59-64 ® Encuentre el dominio de la funcién.

59,

61. g(x) = logs(x* = 1)

63.
64,

60. f(x) = logs(8 — 2x)
62. g(x) = In(x — x%)

f(x) = logplx + 3)

h(x) = Inx + In(2 — x)
hix) = Vx — 2 = logg(10 — x)

5 65-70 = Dibuje la grifica de la funcién en un rectingulo de
visidn adecuado y empléela para hallar el dominio, las asintotas
¥ los valores locales miximo y minimo.

635.
ﬂ-!

69.

s 7.

B 72

y = logy(l — &%) 66. y = In(x* - x)
y=x+Inx 68. y = x{Inx)*

1
P'% 70. y = xlog,y(x + 10)

Compare las tasas de crecimiento de las funciones
flx) = Inx y g{x) = Vx dibujando sus gréficas en una pan-
talla comiin en el rectdngulo de visién [—1, 30] por [—1, 6]

a) Dibujando las grificas de las funciones
fR)=1+m1+x) y  gl)=Vx
en un rectingulo de vision adecuado, muestre que in-
cluso cuando una funcidn logaritmica comienza més

alta que una funcidn radical, en dltima instancia es al-
canzada por la funcidn radical.

b) Encuentre, correctas hasta dos decimales, las soluciones
de la ecuacién Vx = 1 + In(l1 + x).

l 73-74 ® Se da una familia de funciones.

a)
b)

73.

Dibuje las grificas de la familiaparac =1,2,3 v 4.
;. Cémo estin relacionadas las grificas del inciso a)?

flx) = log(ex) 74, fix) =clogx

75-76 ® Se da una funcidn f(x).

a)
b)

75.

Encuentre el dominio de la funcidn f.
Encuentre la funcidn inversa de f.

f(x) = logy(log,ox)

76. f(x) = In(In(In x))

T1.

95
] +2¢

a) Encuentre la inversa de la funcién f(x) =

b) ;Cuidl es el dominio de la funcidn inversa?

Aplicaciones

78.

Absorcion de luz  Un espectrofotémetro mide la concen-
tracion de una muestra disuelta en agoa al irradiar una luz
por ésta y registrar la cantidad de luz que emerge. En otras
palabras, si se conoce la cantidad de luz absorbida, se puede
calcular la concentracién en la muestra. Para cierta sustan-

™.

B,

81.

81,
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cia, la concentracién (en moles/litro) se encuentra por medio
de la férmula
|
C= -liﬂﬂln(—)
lo
donde [ es la intensidad de la luz incidente e [ es la intensi-

dad de luz que emerge. Encuentre la concentracidn de la
sustancia si la intensidad es [ es 70% de [,

Fechado con carbono La edad de un objeto antiguo se
puede determinar por la cantidad de carbono 14 radiactivo
que permanece en él. Si D es la cantidad original de car-
bono 14 y D es la cantidad restante, entonces la edad A del
objeto (en afios) se determina por
D

A Eiﬁ'?ln(ﬂu)
Encuentre la edad de un objeto si la cantidad D de carbono
14 que permanece en el objeto es 73% de la cantidad origi-
nal D,

Colonia de bacterias Cierta cepa de bacterias se divide
cada tres horas. Si una colonia comienza con 50 bacterias,
entonces el tiempo ¢ (en horas) requerido para que la colonia
crezca a N bacterias se expresa como

log(N/50)
i log 2
Calcule el tiempo requerido para que la colonia crezca a un
millon de bactenas.

Inversion  El tiempo requerido para duplicar la cantidad
de una inversidn a una tasa de interés capitalizable de ma-
nera continua estd dado por

Determine el tiempo requerido para duplicar una inversion
en 6 por ciento, 7 por ciento y 8 por ciento.

Carga de una bateria La tasa a la que se carga una
bateria es més lenta si la bateria estd més cerca de su carga
méxima Cy. El tiempo (en horas) requerido para cargar una
baterfa descargada por completo hasta una carga C se ex-

presa como
c
= —k ] = —

[ ]n( cu)

donde k es una constante positiva que depende de la bateria.
Para cienta bateria, k = (.25, Si esta bater{a estd totalmente
sin carga, ;cudnto tiempo tomard cargar hasta 90% de su
carga méxima C,?
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83, Dificultad de una tarea La dificultad en “lograr un obje- Descubrimiento - Debate

tivo™ {como usar el ratén para dar clic en un icono en la pan-

talla de la computadora) depende de la distancia al ob-jetivo 84.

y el tamafio de éste. De acuerdo con la ley de Fitts, el indice
de dificultad (ID), estd dado por

24/W
o log(24/W)
log 2
donde W es el ancho del objetivo v A es la distancia al cen-

tro del objetivo. Compare la dificultad de dar clic en un
icono cuyo ancho es de 5 mm con la de dar clic en uno

de 10 mm de ancho. En cada caso, suponga que el ratén #3.

estd a 100 mm del icono.

.

R6.

87.

Altura de la grifica de una funcidn logaritmica Supon-

ga que la grifica de y = 2* se traza en un plano coordenado

donde la umidad de medicion es una pulgada.

a) Mouestre que a una distancia 2 pies a la derecha del
origen la altura de la grifica es aproximadamente
265 millas.

b) Sila grifica de y = log,x se traza en el mismo conjunto
de ejes, ;qué tan lejos a la derecha del origen se tiene
gue ir antes de que la altura de la curva alcance 2 pies?

Googolplex Un googol es 10'™, y un googolplex es
102 Encuentre

log(log{googol)) vy log(log(log(googolplex )

Comparacion de logaritmos ;Qué es mis grande,
log, 17 o logs 247 Explique su razonamiento.

Namero de digitos en un entero  Compare log 1000
con el nimero de digitos en 1000. Haga lo mismo para

10 000. ;Cuéintos digitos tiene cualquier niimero entre 1000
y 10 0007 ; Entre cudles dos valores debe quedar el loga-
ritmo comiin de tal nimero? Use sus observaciones para
explicar por qué el nimero de digitos en cualguier entero
positivo x es [log x| + 1. (El simbolo [n] es la midxima
funcidn de enteros definida en la seccidn 2.2.) ;Cudntos
digitos tiene el niimero 2'™?

En esta seccién se estudian las propiedades de los logaritmos. Estas propiedades
dan a las funciones logaritmicas una amplia variedad de aplicaciones, como se verd

en la seccidn 4.5.

Leyes de los logaritmos
Puesto que los logaritmos son exponentes, las leyes de los exponentes dan lugar a

las leyes de los logaritmos.

Leyes de los logaritmos

Sea a un nimero positivo, con a # 1. Sea A, B v C nimeros reales cua-
lesquieracon A >0y B > 0.

Ley

Descripcion

1. log,(AB) = log,A + log,B  El logaritmo de un producto de nimeros es

2. lug,(%) = log. A —

3. log,(A°) = Clog, A

la suma de los logaritmos de los nimeros.
El logaritmo de un cociente de mimeros es
la diferencia de los logaritmos de los
numeros.

El logaritmo de una potencia de un nimero
es el exponente multiplicado por el
logaritmo del nimero,

log, B
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® Demostracion Se hace uso de la propiedad log,a* = x de la seccién 4.2,

Ley 1. Sealog,A = u y log, B = v. Cuando se escriben en forma exponencial,
estas ecuaciones se convierten en

a' = y a=B8
Asi log (AB) = log,(a"a") = log,(a""")
=u+v=logA+ log,B
Ley 2. Usando la ley 1, se tiene

ot = (4] - e (4) +

A
por lo tanto, I:::g,,(E) = log,A — log, B

Ley 3. Sealog,A = u. Entonces a" = A, por lo tanto

log,(AS) = log(a")® = log(a"®) = uC = Clog, A =
"Ejemplo1 Uso de las leyes de los logaritmos s
para evaluar expresiones ﬁ
Evalde cada expresion.
a) log,2 + log, 32 b) log, 80 — log,5 c) —ilog8

Solucion
a) log,2 + log,32 = log,(2-32) Ley 1
= log,64 = 3 Forgque 64 = 47

b) log,80 — log,5 = log,(%) Loy 2
= log,16 = 4 Forgue 16 = 2*
¢) —1log8 = log 8! i
- lng(%] Propiedad de exponentes negativos
~ —0.301 CONE e I I .

Expansion y combinacion de expresiones logaritmicas

Las leyes de los logaritmos permiten escribir el logaritmo de un producto o un co-
ciente como la suma o diferencia de logaritmos, Este proceso, conocido como ex-
pansidn de una expresion logaritmica, se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2 Expandir expresiones logaritmicas
Use las leyes de los logaritmos para expandir o desarrollar cada expresion.
ab
a) log,(6x b) logg(x*y® c !n(m)

Solucion
a) log,(6x) = log,6 + log,x Ley 1



CAPITULO 4 Funciones exponenciales y logaritmicas

b) logs(x’y") = logsx” + logsy® Ley 1
= 3logsx + 6logsy Ley 3
ab
¢) In|l == | = In(ab) - m Ve Ley 2
) ( %) (ab) &

=Ina+Ilnb—Inc”? Ley 1
=lna+Inb—1lnc ley3 N

Las leyes de los logaritmos permiten también invertir el proceso de expansidn
hecho en el ejemplo 2. Es decir, se pueden escribir sumas y diferencias de logarit-
mos como un solo logaritmo. Este proceso, llamado combinacidn de expresiones lo-
garftmicas, se ilustra en el siguiente ejemplo.

.| Combinar expresiones logaritmicas

Combine 3 log x + 1 log(x + 1) en un solo logaritmo.
Solucion
3logx + s log(x + 1) = log x* + log(x + 1)"? Ley 3
= log(x*(x + 1)) Ley 1 5

p4 Combinar expresiones logaritmicas

=

Combine 3Ins + 3Int — 4 In(r* + 1) en un solo logaritmo.

Solucion
Ims+ime—4ln(2+1)=lhs*+ W - (> +1)*  Ly3
= In(s*t"?) — In(s* + 1)* Ley 1
” £V
=|n m Ley 2 ]

ADVERTENCIA Aunque las leyes de los logaritmos indican cémo calcular el
logaritmo de un producto o cociente, no hay regla de correspondencia para el lo-
garitmo de una suma o diferencia. Por ejemplo,

log,(x + v) X]D.Eal' + log, v

De hecho, se sabe que el lado derecho es igual a log,(xy). También, no simplifique
de manera inapropiada cocientes o potencias de logaritmos. Por ejemplo,

log 6 6
m IBE(E) y (log, x)* XE log, x

Los logaritmos que se emplean para modelar diversas situaciones tienen que ver
con el comportamiento humano. Un tipo de comportamiento es qué tan rdpido olvi-
damos las cosas que hemos aprendido. Por ejemplo, si se aprende dlgebra a cierto
nivel de desempeiio (p. ej., 90% en una prueba) y después no se usa el dlgebra du-
rante un tiempo, jcudnto se retendrd después de una semana, un mes o un afio?
Hermann Ebbinghaus (1850-1909) estudid este fendmeno y formuld la ley descrita
en el siguiente ejemplo.



Olvidar lo que se aprende es
una funcidn logaritmica de

cudnto hace que se aprendid.
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m Ley del olvido

La ley de Ebbinghaus del olvido establece que si se aprende una tarea a un nivel de
desempefio Py, entonces después de un intervalo de tiempo ¢ el nivel de desempefio
P satisface

log P = log Py — clog(t + 1)
donde ¢ es una constante que depende del tipo de tarea v r se mide en meses.

a) Despeje P.

b) Si su puntuacién en una prueba de historia es 90, ;qué puntuacién esperaria
obtener en una prueba similar dos meses después? ; Después de un afio?
(Suponga que ¢ = 0.2.)

Solucion

a) Primero se combina el miembro derecho.
logP =logPy—clog(t + 1)  Ecuacién dada
log P = log P, — log{t + 1)° Ley 5

log P = log —2 Ley 2
e SRR “
P . Forque |
= : rque log es
{'+l] ung a8 ung
b) Aqui Py = 90, ¢ = 0.2, y 1 se mide en meses.
90
En dos meses: t=2 Y P=m"?2
90

En un afio: r=12 ¥ 54

Pe—mmm0uu o
1z + 1)

Se esperaria que las puntuaciones después de dos meses y un afio sean 72 y 54,
respectivamente. ]

Cambio de base

Para algunos propdsitos, se encuentra que es (itil cambiar de logaritmos de una base
a logaritmos de otra base. Suponga que se da log, x y se quiere hallar log, x. Sea

y = log,x
Se escribe esto en forma exponencial y se toma el logaritmo, con base a, de cada lado.
b =x Forma exponencial
log,(b*) = log,x Tome el log, de cada lade
ylog b = log x Ley 3

_ log,x
log, b

¥ Divida entre log, b

Esto demuestra la siguiente férmula.
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ae puede escnibir la formula de cambio
de base como

|
logx = (1::;;: )lﬂg,.t

Por consiguiente, log, x s solo un
miltplo constante de log, x; la cons-

tante .
“ log, b

Se obtiene la misma respuesia si s usa
logy o In:

In 5
Inghﬁ _ -i;'J H = ().77398

Formula de cambio de base

log, x
log, b

log,x =

En particular, si x = a, entonces log,a = | y esta férmula se convierte en

Ahora se puede evaluar un logaritmo para cualguier base usando la férmula del
cambio de base para expresar el logaritmo en términos de logaritmos comunes o lo-
garitmos naturales y luego usar una calculadora.

06 Evaluar logaritmos con la formula a
de cambio de base

Use la férmula de cambio de base y logaritmos comunes o naturales para evaluar
cada logaritmo, correcto hasta cinco decimales.

a) logg3 b) log,20

Solucion
a) Se usa la formula de cambio de baseconb =8 ya = 10:

b) Se usa la férmula de cambio de base conb = 9y a = ¢

In 20
logy20 = =" =~ 136342
%8s n9 =

7 Usar la formula de cambio de base para graficar
una funcién logaritmica

Use una calculadora de graficacion para graficar f(x) = loggx.

o 36 Solucion Las calculadoras no tienen una tecla para log,, asi que se usa la

! férmula de cambio de base para escribir
=1 In x

flx) = logex = -~
Figura 1 n
P S In x Puesto que las calculadoras tienen una tecla v se puede introducir esta nueva
b In 6 forma de la funcidn y graficarla. La grifica se muestra en la figura 1. L]

%M Ejercicios
1-12 = Evalde la expresion. 5, log,192 — log, 3 6. log,s9 + log,, 16

L. log; V27 Lt 7. log,6 — log; 15 + log, 20

3. log4 + log 25 4. log

W 1000 8. IDE] 100 — .E'DEJ, 18 — IIJE]SI]



10. log, 8%
12. In{ln &)

9. log, 16'™
11. log(log 10"}

13-38 = Use las leyes de los logaritmos para desarrollar la
expresion.

13. log,(2x) 14. logs(5y)
15, log,(x{x — 1)) 16. ]“;Es%
17. log 6" 18. In vz
19. log,(AB®) 20. log, W17
21. logs(x Vy) 22 logs(xy)"
1
23, log; Wx? + 1 24. 1“&(:?)
25, InVab 26. InV3r%
) ()
27. lug( e 28. log{ 7~
"4+ 1 =
29, lng,(%) 30. logsy > s
y 3’
stu(2) e
33, log Wi + y? 34, ln( X )
g V't y AT
35. | ug\/ ¥ +4 - 36 logVaxVyV:
(x* + 1)}x*-7)
P 10
s l"( x+4 ) = Iug(.r{.:’ + 1)(x* + 2)

3948 ™ Use las leyes de los logaritmos para combinar la
expresion.

39. log,5 + 5log,2

41. log;A + log, B — 2 log, C
42. logs(x* — 1) — logs(x — 1)
43, 4logx — Hog(x + 1) + 2log(x — 1)

44, Infa + b) + Infa — b) — 2Ine

45. In5 + 2Inx + 3In(x* + 5)

46. 2(logsx + 2 logsy — 3 logsz)

47. 1log(2x + 1) + i[log(x — 4) — log(x* — x* — 1)]
48, log. b + clog,d — rlog,s

49-56 ® LUse la formula de cambio de base y una calculadora
para evaluar el logaritmo, correcto hasta seis decimales. Use log-

aritmos naturales o comunes.

49, log, 5
1. log; 16

50. logs2
52. log;92

40. log 12 + 3 log 7 — log 2
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log; 2.61 4. log,532
log, 125 56. log,,2.5
. Use la férmula de cambio de base para mostrar que
log,x = i].l.i
T

Después use este hecho para dibujar la gréifica de la funcion
flx) = logsx

. Dibuje las grificas de la familia de funciones y = log, x para

a =2, ¢, 5y 10 en la misma pantalla, con el rectingulo de
visién [0, 5] por[—3, 3] ;Cémo estdn relacionadas estas
grificas?

. Use la férmula de cambio de base para mostrar que

1
loge = ——
B = 10

60. Simplifique: (log,5)(logs7)

61. Muestre que —In{x — Vx* — 1) =

In{x + Vx* - 1)

Aplicaciones
62. Olvido Use laley de Ebbinghaus del olvido (ejemplo 5)

para estimar la puntuacién de un alumno en una prueba de
biologia dos afios después de que obtuvo una puntuacidn

de B0 en una prueba que abarca el mismo material. Suponga
que ¢ = 0.3 y 1 se mide en meses.

63. Distribucion de la riqueza Vilfredo Pareto (1848-1923)

observd que la mayor parte de la riqueza de un pais la
poseen algunos miembros de la poblacién. El principio de
Pareto es

logP =logc—klog W

donde W es el nivel de riqueza (cudnto dinero tiene una per-

sona) ¥ P es el niimero de personas en la poblacidén que

tiene esa cantidad de dinero.

a) Resuelva la ecuacidn para P.

b) Supongaque k = 2.1, ¢ = 8000 y W se mide en millo-
nes de dblares. Use el inciso a) para hallar el ndmero de
personas que tienen dos millones o mids. | Cudntas per-
sonas tienen 10 millones o mas?

64. Biodiversidad Algunos bidlogos modelan el nimero de

especies S en un drea fija A (como una isla) mediante la
relacidn especies-frea

logS=logc + klogA

donde ¢ y k son constantes positivas que dependen del tipo
de especies y el hidbitat,
a) De la ecuacion despeje 5.
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b) Use el inciso a) para mostrar que si & = 3 entonces x| _logx
duplicar el drea incrementa el nimero de especies ocho 8) log y/ logy
s b) logy(x — y) = log,x — log,y

¢) |u55(!%) = logsa — 2 logsh
d) log2 =:zlogl
e) (log P)(log Q) = log P + log Q

] E=l|::-ge:*-lmn,g-,I:-

log b
g (log:7)" = xlog,7
h) log,a”" =a
log x
i) loglx —y)=
glx — ¥) s
65. Magnitud de estrellas La magnitud M de una estrella es i) —ln(i) =InA
una medida de cudn brillante aparece una estrella para el ojo
humano. Se define por 67. Hallar el error [ Qué es lo que no concuerda con el si-
guiente argumento?
B
M=-25 I“'E(E,) log 0.1 < 2log 0.1
donde B es el brillo real de la estrella y B, es una constante, = log(0.1)*
a) Desamrolle el lado derecho de la ecuacidn. = log 0.01
b) Use el inciso a) para nmsmquclmiem mas brillante log 0.1 < log 0.01
es una estrella menor es su magnitud.
c) Betelgeuse es mas o menos 100 veces mas brillante que .1 =n0t
Albiero. Use el inciso a) para mostrar que Betelgeuse es 68. Desplazamiento, acortamiento y alargamiento de
cinco magnitudes menos que Albiero. graficas de funciones Sea f(x) = x*. Muestre que
f(2x) = 4f(x), y explique como esto muestra que acortar
Descubrimiento » Debate la grifica de _f horizontalmente tiene el Imsnmafmuu que
alargarla verticalmente. Después, use las identidades
66. /Verdadero o falso? Analice cada ecuacién y determine e** = ¢%¢* y In(2x) = In 2 + In x para mostrar que para
si es verdadera para todos los valores posibles de las varia- g(x) = &', un desplazamiento horizontal es lo mismo que un
bles. (Ignore los valores de las variables para las que cual- alargamiento vertical y que para &i(x) = In x, un acortamien-
quier término no estd definido.) to horizontal es lo mismo que un desplazamiento vertical.

LYY ::.ociones exponencisles y logaritmicas

En esta seccidn se resuelven ecuaciones relacionadas con funciones exponenciales y
logaritmicas. Las técnicas que se desarrollan aqui se usardn en la siguiente seccién
para resolver problemas de aplicacion.

Ecuaciones exponenciales

Una ecuacidn exponencial es aquella en 1a que la variable ocurre en el exponente. Por
ejemplo,

2*=17
La variable x presenta una dificultad porque estd en el exponente. Para tratar con esta
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dificultad, se toma el logaritmo de cada lado y luego se usan las leyes de los logarit-
mos para “bajar a x” del exponente.

2* =17 Ecuacién dada
In2*=In7 Aplique el In en cada miembro
xln2=In7 Ley 3 (baje el exponente)
X - t-ﬂ Despeje x
In2

= 2 RO7 Resultado de= la calculadora

Recuerde que la ley 3 de las leyes de los logaritmos establece que log, A® = Clog,A.
El método que se usa para resolver 2* = 7 es representativo de como resolver ecua-
ciones exponenciales en general.

Normas para resolver ecuaciones exponenciales

1. Aisle la expresion exponencial en un lado de la ecuacion.

2. Tome el logaritmo de cada lado, luego utilice las leyes de los logaritmos para
“bajar el exponente™.

3. Despeje la variable.

Ejer 1‘1! ' Resolver una ecuacién exponencial
Encuentre la solucién de la ecuacién 3**% = 7, correcta hasta seis decimales.

Solucion Se toma el logaritmo comiin de cada lado y se usa la ley 3.

¥*i=7 Ecuacién dada
log(3*%) = log 7 Tome el log de cada lado
Se podria haber usado logaritmos (x + 2)log3 = log 7 Ley 3 (baje &l exponente)
naturales en lugar de logantmos log 7
comunes. De hecho, usando s+ 2= o M Divida antre %
los mismos pasos, se obtiene log 3
in7 log 7
£ =— — 2= —() 228756 X = = 2 Eeste 2
In3 log 3
= —().228756 Fesultado de la calculadora ]

Compruebe su respuesta Al sustituir x = —0,228756 en la ecuacién original y usar
una calculadora, se obtiene

3 -022HT56)+2 o 7 ‘,r




Fechar con carbono radiactivo es
un méodo que emplean los ar-
quedlogos para determinar la edad
de objetos antiguos. El didxido de
carbono en la atmdsfera contiene
siempre una fraccion fija de car-
bono radiactivo, carbono 14 ("C),
con una vida media de casi 5730
afios, Las plantas absorben didxi-
do de carbono de la atmdsfera, que
después pasa a los animales a tra-
vés del alimento. Asi, todas las
criaturas vivas contienen las mis-
mas proporciones fijas de "C a "*C
no radiactivo como la atmésfera.

Después que un organismo
muere, deja de asimilar “C, y la
cantidad de "*C en él comienza a
disminuir en forma exponencial.
Se puede determinar el tiempo tras-
currido desde la muerte del orga-
nismo midiendo la cantidad de "“C
que gueda en él.

Por ejemplo, si un hueso de bu-
rro contiene 73% de la cantidad de
“*C que contenia cuando el animal
estaba vivo y si éste mund hace 7
anos, entonces por la férmula del de-
caimiento radiactivo (seccion 4.5),

0.73 = (1.00) {25730

De esta ecuacion exponencial se en-
cuentra que § = 2600, de modo que
el hueso tiene aproximadamente
2600 afios de antigiiedad.
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"Ejemplo2 Resolucién de una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacién 8¢** = 20,

Solucién Se divide primero entre 8 a fin de aislar el término exponencial en un
lado de la ecuacion.

8e™* = 20 Ecuacién dada
e =1 Divida entre &
Ine**=In25 Tomar el In de cada lado
2x=1In235  Fropiedad de In
x= — :.5 Dividir entre 2
= 0458  Resultado de la calculadora [

Compruebe su respuesta Al sustituir x = 0.458 en la ecuacidn original y usar una

calculadora, se obtiene
geA0458) o 20 v

_Ejemplo3 Resolver una ecuacién exponencial
en forma algebraica y grafica

Resuelva la ecuacién e’ ** = 4 de forma algebraica y grifica.

F\
=

Solucion 1: algebraica

Puesto que la base del término exponencial es e, se emplean logaritmos naturales
para resolver esta ecuacion.

e =4 Ecuacién dada
In(fe* *) =In4 Tome el In de cada lado
J—2x=In4 Propiedad de In
2r=3—-In4

x=143-1In4) = 0807
Se debe comprobar que esta respuesta satisface la ecuacion original.

Solucion 2: grafica

Se grafican las ecuaciones y = ¢* >y y = 4 en el mismo rectdngulo de visién que
el de la figura 1. Las soluciones ocurren donde se cruzan las grificas. Al ampliar el
punto de interseccidn de las dos gréficas, se ve que x = (.81, ]



81w = ¢, se obtiene la ecuacidon
cuadritica

w-w—6=0
que se factoriza como

(w-3)w+2)=0

Compruebe sus respuestas

x=1{

3(0)e’ + 0" =0
r=-3

3=3)e? + (-3)%e?

==0e + Q¢ =0
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Ejemplo 4 Una ecuacion exponencial de tipo cuadratico
Resuelva la ecuacion ™ — ¢* — 6 = 0,
Solucion Para aislar el término exponencial, se factoriza.
- —6=0
(e —e—6=0
(e* =3)e*+2)=0

Ecuacién dada
Ley de los exponentes

Factorizar (una forma cuadratica
an &)

e +2=0

e*=13 e'= =2

Propledad del producte cero

La ecuacion e* = 3 conduce a x = In 3. Pero la ecuacitn ¢* = —2 no tiene solucidn
porque " > () para toda x. Asi, x = In 3 = 1.0986 es la tinica solucién. Se debe
comprobar que esta respuesta satisface la ecuacion original. ]

‘Ejemplo5 Resolver una ecuacién exponencial
Resuelva la ecuacion 3xe* + x’e* = (.
Solucion Primero se factoriza el lado izquierdo de la ecuacidn.

xe® + xle* =0 Ecuacién dada

w3 +xje" =0 Factorice los factores comunes
x3+x)=0 Divida entre ¢" (porque 2" # 0)
x=10 0 3+x=0 Propledad det producto cero
Por lo tanto, las soluciones sonx = 0y x = —3. ]

Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacidn logaritmica es aquella en la que ocurre un logaritmo de la variable. Por
ejemplo,

Para despejar x, se escribe la ecuacién en forma exponencial.
x+2=2 Forma exponencial

x=32-2=130 Despejar x

Otra forma de considerar el primer paso es elevar la base, 2, a cada lado de la
ecuacion.

2"""‘”2] - 25 Elevar 2 a cada lado
x+2=2

x=32-2=30 Despejar x

Propiedad de los logaritmos

El método empleado para resolver este problema es caracteristico. Se resumen los pa-
S0S COMO SIgue.
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MNormas para resolver ecuaciones logaritmicas

1. Aisle el término logaritmico en un lado de la ecuacién; podria ser necesario
combinar primero los términos logaritmicos,

2. Escniba la ecuacidn en forma exponencial (o eleve la base a cada lado de la

ecuacion).

3. Despeje la variable.

"Ejemplo 6 Resolver ecuaciones logaritmicas
De cada ecuacion despeje x.
a)lnx=8 b) log,{25 — x) =3
Solucién
a) Inx =8 Ecuacion dada

X=e Forma exponencial

Por lo tanto, x = ¢® = 2081.
Este problema se puede resolver también de otra forma:

Inx=28§ Ecuacidn dada
2% = g8 Eleve 2 a cada lado

x=g Propiedad de In

b) El primer paso es reescribir la ecuacion en forma exponencial.

Compruebe su respuesta logy(25 — x) = 3 Ecuacidn dada

Si x = 17, se obtiene 25 — x=2° Forma exponencial (o elevar 2 a cada lado)
log,(25 — 17) = log,8 = 3 v 25-x=8
x=25-8=17 n

' Resolver una ecuacién logaritmica

= o

Resuelva la ecuacion 4 + 3 log(2x) = 16.

Soluciéon Se afsla primero el término logaritmico. Esto permite escribir la
ecuacion en forma exponencial,

Compruebe su respuesta 4 + 3log(2x) = 16 Ecuacidn dada
Si x = 5000, se obtiene 3 log(2x) = 12 Reste 4
4 + 3 log 2(5000) = 4 + 3 log 10 000 log(2x) = 4 Divida entre 3
=4 +
4+ 3(4) 2x = 10¢ Forma exponencial (o eleva 10 a cada lado)
=16 v

x = 5000 Divida entre 2 ™
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'Ejemplo8 Resolver una ecuacion logaritmica a

de manera algebraica y grafica
Resuelva la ecuacién log(x + 2) + log(x — 1) = 1 de forma algebraica y gréfica.

Solucion 1: algebraica
Primero se combinan los términos logaritmicos usando las leyes de los logaritmos.

log[(x + 2)(x — 1)] =1 Ley 1

Compruebe sus respuestas

o el (x+2)(x—1)=10 Forma exponencial (o eleve 10 a cada lado)
log(—4 + 2} + log(—4 — 1) X*+x-2=10 Desarrolle el lado izquierdo
= log(~2) + log(-5) 2 g 0
Caias i x+x=12=10 Reste 10
s (x+4)x—3)=0 Factorice
log(3 +2) + log(3 - 1) x=—4 0 x=3
= log 5 +log2 = log(5-2) T Se comprueban estas posibles soluciones en la ecuacién original y se encuentra que
=log10 =1 x = —4 no es una solucién (porque no estdn definidos los logaritmos de nimeros

negativos), pero x = 3 es una solucidn. (Véase Compruebe sus respuestas.)

Solucion 2: grafica

Primero se mueven los términos a un lado de la ecuacidn:
log(x + 2) + log(x—1)—1=10
Luego se grafica
y=log(x+2) +log(x—1) -1

como en la figura 2. Las soluciones son las intersecciones con el eje x de la grifica.
Asi, la dinica solucidn es x = 3,

Figura2z 3 =

"Ejemplo 8 Resolver una ecuacién logaritmica
de manera grafica

Resuelva la ecuacién x* = 2 In(x + 2).

En el ejemplo 9, no es posible aislar s~ Solucién Primero se mueven todos los términos a un lado de la ecuacién
algebraicamente, asi que se debe

resolver la ecuacion de manera grifica. x*=2In(x+2)=0

Luego se grafica
y=x*—-2In(x + 2)
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La intensidad de luz en un lago
disminuye con la profundidad

como en la figura 3. Las soluciones son las intersecciones con el eje x de la grifica.
Al ampliar las intersecciones, se ve que hay dos soluciones:

x = —(.7] ¥y x = 1.60

T

Figura 3 =l ]

Las ecuaciones logaritmicas se emplean para determinar la cantidad de luz que
llega a varias profundidades en el lago. (Esta informacién ayuda a los bidlogos a de-
terminar el tipo de vida que puede soportar un lago.) Cuando la luz pasa por el agua
(u otros materiales transparentes como vidrio o pldstico), se absorbe parte de ella. Es
facil ver que mientras mds turbia es el agua mds luz se absorbe. La relacién exacta
entre absorcién de luz y la distancia que viaja la luz en un material se describe en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 10 Transparencia de un lago
Si [y e [ denotan la intensidad de 1a luz antes y después de pasar por un material y x

es la distancia (en pies) que viaja la luz en el material, entonces de acuerdo con la
ley de Beer-Lambert
L(1).-
s W

donde k es una constante que depende del tipo de material.
a) De la ecuacion despeje 1.

b) Para cierto lago k = 0.025 y la intensidad luminosa es [, = 14 limenes (1m).
Encuentre la intensidad de luz a una profundidad de 20 pies.

Solucion
a) Primero se aisla el término logaritmico.
() '
—=In|— ] =x Ecuacidn dada
K Iy
I
hl(—) = —kx Multipligue por —k
Iy
4 —kx y
— =g Forma exponencial
Iy
I= g™ Multiplique por I,

b) Se determina / por medio de la formula del inciso a).
I=[e™ Del incleo a)
= 147000 4 =14 k= 0,025, x =20
= §.49 Resultado de la calculadora

La intensidad de luz a una profundidad de 20 pies es aproximadamente 8.5 Im. w
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Interés compuesto

Recuerde las férmulas para el interés que se encontraron en la seccién 4.1. Si se in-
vierte un principal P a una tasa de interés r durante un periodo de r afios, entonces la
cantidad A de la inversién se expresa como

A=Pl +r) Interés simple (durante un afio)
Ar) = P( 1.+ i) Interés compuesto n veces por afio

A1) = Pe" Interés capitalizable de manera continua

Se pueden usar logaritmos para determinar el tiempo que tarda el principal en in-
crementarse hasta una determinada cantidad.

iplo 11 Hallar el término para que se duplique una
inversion
Se invierte una suma de 5000 délares a una tasa de interés de 5% por afio. Calcule

el tiempo requerido para que se dupligue el dinero si el interés se compone segiin el
método siguiente.

a) Semianual b) Continuo
Solucién

a) Se usa la férmula para el interés compuesto con P = 5000 délares, A(r) =
10 000 délares, r = 0.05, n = 2, y resuelva la ecuacién exponencial resultante

para t.

mm(u%):mmm F(1+;)F;:ﬁ«
(1.025)* =2 Divida ertre 5000
log 1.025% = log 2 Tome &l log de cada lado
2rlog 1.025 = log 2 Ley 3 (baje el exponente)
= ﬂ Divida entre 2log 1.025
2 log 1.025
t=14.04 Resultado de la calculadora

El dinero se duplicard en 14.04 afios.

b) Use la férmula para el interés capitalizable de forma continua con P = 5000
ddlares, A(r) = 10 000 délares, r = 0.05, y despeje ¢ de la ecuacitn exponen-
cial resultante.

5000¢"% = 10000 £ = A

=2 Divida entre 5000
Ine"™ =1n2 Tome el In de cada lado
005 =In2 Propledad de In
= E Pivida entre 0.00
0.05
r= 13.86 Eesultado de la calculadora

El dinero se duplicard en 13.86 afios. [
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Ejemplo 12 Tiempo requerido para que crezca una inversion
Se invierte una suma de 1000 ddélares a una tasa de interés de 4% anual. Encuentre
el tiempo requerido para que la cantidad crezca a 4000 délares si el interés se capi-
taliza de forma continua.
Solucion Se usa la férmula para el interés capitalizable en forma continua con
P = 1000 délares, A(t) = 4000 délares, r = 0.04, y de la ecuacitn resultante
despeje 1.

1000*™ = 4000 Pt = A

% = 4 Divida entre 1000
004 =In4 Tome &l In de cada lado
= E Pivida entre 0.04
0.04
1= 34 66 Resultado de la calculadora
La cantidad serd 4000 ddlares en casi 34 afios y 8 meses. -

Si una inversidn gana interés compuesto, entonces el rendimiento porcentual

anual (RPA) es la tasa de interés simple que produce la misma cantidad al final de
un afio.

3 Calcular el rendimiento porcentual anual

Determine el rendimiento porcentual anual para una inversién que gana interés a
una tasa de 6% anual, capitalizable diariamente.

Solucién Después de un afio, un principal P crecerd hasta la cantidad

w

0.06 \**
A=Pl 1 +— = P(1.06183
(1+%52)" = priosisy
La férmula para el interés simple es
A=PFl+r
Al comparar se puede observar que 1 + r = 1.06183, por lo tanto r = 0.06183. Asi
que el rendimiento porcentual anual es 6.183 por ciento. ]
XYW Ejercicios :
1-26 ® Encuentre la solucién de la ecuacién exponencial, 13, 804 = 5 14. 3 =0,
comrecta hasta cuatro decimales.
15, 590 = 7 16. % =16
1. 10*=125 2. 10=4
" i 17. ! = 200 18. (1" =175
oL 4 =2 19, 5% = 4**! 20, 10'"* = 6*
8. 11_# =7 6. slk—l =35 21. 21:+:I - 3:—1 22, -?.lﬂ - 51—:
7. 3¢* = 10 8. 2¢'* =17 3. 00 0 _
9. £ =2 10. 4(1 + 10°) =9 Tl 4e 147"

1. 4+3% =38 12. 2% = 34 25. 100(1.04)* = 300 26. (1.00625)'* = 2



27-34 ® Resolver la ecuacidn.
27, x* =2 =

29. dx'e ¥ = e ¥ =
A ¥ -3e*+2=0

33 Y +de*-21=0

28, x?10F — x10" = 2(107)
. et +xe*—e'=0
.- —-6=0

M- 127-1=0

35-50 = Resolver la ecuacidn logaritmica para x.

35, lnx =10 36. In(2 + x) = 1

37. logx = —2 38, log(x — 4) = 3

39. log(3x + 5) = 2 40. log,(2 — x) = 3

4L 2=In(3 = x) =0 42, logy(x* —x-2) =2

43, log;3 + log;x = log; 5 + logy(x — 2)

44. 2logx = log2 + log(3x — 4)

45. log x + log(x — 1) = log(4x)

46. logsx + logs(x + 1) = logs20

47, logs(x + 1) — logs(x — 1) = 2

48. logx + log(x — 3) =1

49. logy(x — 5) + logs(x + 3) = 1

50. In{x — 1) +In{x + 2) = 1

51. ;Para qué valor de x se cumple lo siguiente?
log(x + 3) = logx + log 3

52. ;Para qué valor de x se cumple que (log x)* = 3log x7
53, Despeje x; 22Mms = L
54. Despeje x: log,(logyx) = 4

55-62 ® Use un dispositivo de graficacidn para hallar las solu-

ciones de la ecuacidn, correcta hasta dos decimales.
55. nx=3-x

86. logx =x* -2

57. x* — x = log(x + 1)

58. x = In(4 — x7)

89, "= —x
60, 27" =x-1
6l. 47F = Vx

6. ¥ —2=3x-x

63-66 ® Resvelva la desigualdad.
63. log(x = 2) + log(9 —x) < 1
6d. 351:15;154

65. 2< 10" <5 66. xle* — 27 <0

SECCION 4.4 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Aplicaciones

67,

69,

70.

71,

72,

T

4.

76.

Interés compuesto  Una persona invierte 5000 délares
en una cuenta que paga 8.5% de interés anual, capitalizable
cada trimestre.

a) Encuentre la cantidad después de tres afios.

b) ;Cudnto tiempo tomaréd para que se duplique la inversidn?

Interés compuesto  Una persona invierte 6500 ddlares

en una cuenta que paga 6% de interés anual, capitalizable de

forma continua.

a) ;Cudl es la cantidad después de 2 afios?

b) ;Cudnto iempo tomard para que la cantidad sea 000
dblares?

Interés compuesto Calcule el tiempo requerido para que
una inversidn de 5000 ddlares crezca a 8000 a una tasa de
interés de 7.5% por afio, capitalizable cada trimestre.

Interés compuesto Nancy quiere invertir 4000 délares
en certificados de ahorro que producen una tasa de interés
de 9.75% por afio, capitalizable cada medio afio. ;Cudn
largo debe elegir el periodo a fin de ahorrar una cantidad de
5000 ddlares?

Duplicar una inversién ;En cudnto tiempo se duplica
una inversion de 1000 ddlares si la tasa de interés es 8.5%
anual, capitalizable de manera continua?

Tasa de interés Una suma de 1000 délares se invirtié

durante cuatro afios, y la tasa de interés se capitalizd cada
medio afio. Si esta suma asciende a $1435.77 en el tiempo
dado, jcuil fue la tasa de interés?

Rendimiento porcentual anual Encuentre el
rendimiento porcentual anual para una inversién que gana
8% anual, capitalizable mensualmente.

Rendimiento porcentual anual Encuenire el
rendimiento porcentual anual para una inversién que gana
51 % por afio, capitalizable de manera continua.
Decaimiento radiactivo Una muestra de 15 g de yodo
radiactivo se desintegra de una manera que la masa restante
después de 1 dias estd dada por m(r) = 15¢™"™ donde m(r)
se mide en gramos. ;Después de cudntos dias hay sélo 5 g
restantes?
Paracaidismo La velocidad de un paracaidista ¢t segundos
después de saltar se expresa como v(r) = 80{1 — ¢ %),
;Después de cudntos segundos la velocidad es 70 pies/s?
Poblacion de peces Un lago pequefio contiene cierta es-
pecie de pez. La poblacién de peces se modela mediante la
funcidn

10

1+ e

donde P es el nimero de peces en miles y ¢ se mide en afios
desde que se aprovisiond el lago.
a) Encuentre la poblacién de peces después de tres afios.
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b} ;Después de cudntos afios la poblacién de peces llega a
50007

T8. Transparencia de un lago Los cientificos ambientales
miden la intensidad de la luz a varias profundidades en un

lago para determinar la transparencia del agua. Ciertos nive-
les de transparencia se requieren para la biodiversidad de la
poblacién de macrdfitas. En cierto lago la intensidad de la
luz a una profundidad x estd dada por

I = lnc-ﬂﬂ!r

donde [ se mide en limenes y x en pies.

a) Determine la intensidad [ a una profundidad de 30 pies.

b) ;A qué profundidad la intensidad de la luz ha dis-
minuido a f = 57

79. Presion atmosférica La presion atmosférica P (en kilo-
pascales, kPa) a la altura h (en kilémetros, km) estd gober-
nada por la férmula

P h
‘“(E) Ty

donde k = 7 y Py = 100 kPa son constanies.
a) Despeje P de la ecuacidn.

b) Use el inciso a) para calcular la presién P a una altitud
de 4 km.

80. Enfriamiento de una maquina Suponga que conduce
un automévil en un frio dia de invierno (20°F en el exterior)
y la méquina se sobrecalienta (a cerca de 220°F). Cuando se
estaciona, la méquina comienza a enfriarse. La temperatura
T de la méquina r minutos después de que se estaciona satis-
face la ecuacidn

m( T;mm) = 0.1l

a) Despeje T de la ecuacion.

b) Use el inciso a) para determinar la temperatura del mo-
tor después de 20 min (r = 20).

81. Circuitos electronicos Un circuito electrénico contiene
una bateria que produce un voltaje de 60 volts (V), un resis-
tor con una resistencia de 13 ohms ({1), ¥ un inductor con
una inductancia de 5 henrys (H), como se muestra en la
figura. Por medio del cdlculo, se puede demostrar que
la corriente [ = I(r) (en amperes, A) ¢ segundos después de
que se cierra el interruptor es [ = §§(1 — ¢ '),

a) Use esta ecuacion para expresar el tiempo f como una
funcién de la corriente /[
b) ;Después de cudntos segundos la corriente es 2 A7

131}

Switch

82. Curva de aprendizaje Una curva de aprendizaje es una
griifica de una funcidn P(r) que mide el desempefio de
alguien que aprende una habilidad como una funcidn del
tiempo de entrenamiento f. Al comienzo, la tasa de apren-
dizaje es rdpida. Luego, conforme se incremente el desem-
pefio y se aproxime a un valor méximo M, disminuye la tasa
de aprendizaje. Se ha encontrado que la funcién

P(t)y=M—- Ce™
donde k y C son constantes positivas y C < M es un modelo
razonable para el aprendizaje.
a) Exprese el tiempo de aprendizaje  como una funcidn
del nivel de desempefio P.
b) Para un saltador con pértiga en entrenamiento, la curva
de aprendizaje esti dada por
P(1) = 20 — 14 0%2%
donde P(r) es la altura que puede saltar después de r me-
ses. ; Después de cudnios meses puede saltar 12 pies?
¢) Dibuje una grifica de la curva de aprendizaje del in-ciso
b).

\
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Descubrimiento « Debate

K3, Estimacion de una solucion  Sin resolver en realidad
la ecuacidn, encuenire dos nimeros enteros entre los que
debe quedar la solucién de 9° = 20. Haga lo mismo para
9" = 100. Explique cémo llego a sus conclusiones.

tiene una solucién? ;Qué indica lo anterior acerca de la gré-
fica de la funcién f(x) = x'***? Confirme su respuesta por
medio de un dispositivo de graficacion.

. Ecuaciones disfrazadas Cada una de estas ecuaciones se

pueden transformar en una ecuacidén de tipo lineal o

84. Una ecuacion sorprendente Tome los logaritmos para

mostrar gue la ecuacion

P =y

no tiene solucidn. [ Para qué valores de k la ecuacidn

x'hoex = g

cuadritico al aplicar la sugerencia. Resuelva cada ecuacion.
(@) (x — 1)U = 100(x — 1) [Tome el log de cada

lado.)

(b) log,x + log,x + loggx = 11 [Cambie los logaritmos
a la base 2.]

€) -2 =3 [Escriba como una
cuadritica en 2°.]

Modelado con funciones
exponenciales y logaritmicas

Muchos procesos que ocurren en la naturaleza, como el crecimiento poblacional, de-
caimiento radiactivo, difusién de calor y muchos otros, se pueden modelar por medio
de funciones exponenciales. Las funciones logaritmicas se emplean en modelos para
la sonoridad del sonido, la intensidad de terremotos y muchos otros fenémenos. En
esta seccion se estudian los modelos exponencial y logaritmico.

Modelos exponenciales de crecimiento
poblacional

Los bidlogos han observado que la poblacién de una especie duplica su tamafio en un
periodo fijo. Por ejemplo, en condiciones ideales cierta poblacién de bacterias se du-
plica en tamaifio cada tres horas. Si el cultivo se inicia con 1000 bacterias, entonces
después de tres horas habrd 2000 bacterias, después de otras tres horas habrd 4000,
etcétera. Sin = n(r) es el nimero de bacterias después de ¢ horas, entonces

n(0) = 1000

n(3) = 1000-2

n(6) = (1000+2)+2 = 1000+ 2*
n(9) = (1000-2%)+2 = 1000-2°
n(12) = (1000-2%)-2 = 1000-2*

De este patr6n parece que el niimero de bacterias después de ¢ horas se modela me-
diante la funcion
a(f) = 100022

En general, suponga que el tamafio inicial de una poblacion es ng y el periodo
de duplicacion es a. Entonces el tamafio de la poblacién en el tiempo ¢ se modela
mediante

n(t) = ny2”

donde ¢ = 1/a. Si se conociera el tiempo de triplicacién b, entonces la formula serfa
n(t) = ny3” donde ¢ = 1/b. Estas formulas indican que el crecimiento de bacterias
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Figura 1

se modela mediante una funcidn exponencial. ; Pero qué base se debe usar? La res-
puesta es e, porque entonces se puede demostrar (por medio del cdlculo) que la
poblacién se modela mediante
n(t) = nge”

donde r es la tasa relativa de crecimiento de la poblacidn, expresada como una pro-
porcidn de la poblacidn en cualquier tiempo. Por ejemplo, si r = 0.02, entonces en
cualquier instante ¢ la tasa de crecimiento es 2% de la poblacién en el instante 1.

Observe que la férmula para el crecimiento poblacional es la misma que para el
interés compuesto en forma continua. De hecho, el mismo principio funciona en am-
bos casos: el crecimiento de una poblacion (o una inversién) por periodo es propor-
cional al tamafio de la poblacién (o la cantidad de la inversién). Una poblacién de
1 000 000 se incrementard mis en un afio que una poblacién de 1000; de la misma

manera, una inversién de 1 000 000 délares crecerd mds en un afio que una inversién
de $1000.

Modelo de crecimiento exponencial

Una poblacion que experimenta erecimiento exponencial crece segin el modelo
n(r) = nge"
donde n(t) = poblacién en el tiempo ¢
ny = tamano inicial de la poblacion

r = tasa relativa de crecimiento (expresada como una propor-
cion de la poblacion)

t = tiempo

En los ejemplos siguientes se supone que las poblaciones crecen de forma expo-
nencial.

"Ejlemplo 1 Predecir el tamaiio de la poblacién

La cuenta inicial de bacterias en un cultivo es 500. Mas tarde un biélogo realiza una
cuenta muestral de bacterias en el cultivo y encuentra que la tasa relativa de creci-
miento es 40% por hora,

a) Encuentre una funcién que modele el mimero de bacterias después de t horas.
b) ;Cudl es la cuenta estimada después de 10 horas?
¢) Trace la gréifica de la funcidn n(r).

Solucidn
a) Se usa el modelo de crecimiento exponencial con ny, = 500 y r = 0.4 para obtener
n(t) = 500e™*
donde ¢ se mide en horas,

b) Por medio de la funcién del inciso a), se encuentra que la cuenta de bacterias
después de 10 horas es

n(10) = 500e°41'% = 500¢* = 27 300
c) La gréfica se muestra en la figura 1. ]
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B8  Ejlemplo2 Comparar diferentes tasas de crecimiento
poblacional

En el afio 2000 la poblacidn del mundo fue 6.1 miles de millones y la tasa relativa
de crecimiento fue 1.4% por afio. Se afirma que una tasa de 1% por afo haria una
diferencia importante en la poblacion total en s6lo unas décadas. Pruebe esta afir-
macidn estimando la poblacidén del mundo en el afio 2050 con una tasa relativa de
crecimiento de a) 1.4% por afio y b) 1.0% por afio.

Grafique las funciones de poblacidn para los siguientes 100 afios para las dos
tasas de crecimiento en el mismo rectingulo de visidn.

Solucion
a) Por el modelo de crecimiento exponencial, se tiene
n(t) = 6,124

donde n(r) se mide en miles de millones y r se mide en afios desde 2000. De-
bido a que el afio 2050 es 50 afios después de 2000, se encuentra

n(50) = 6.1 = 6,17 =~ 12.3

La poblacidn estimada en el afio 2050 es aproximadamente 12.3 miles de
millones.

b) Se usa la funcidn

n(t) = 6.1
y se encuentra que n(50) = 6.1e"7'%" = 61" = 10.1

100 La poblacion estimada en el afio 2050 es aproximadamente 10.1 miles de
millones.

Las grificas de la figura 2 muestran que un cambio pequedio en la tasa relativa de
crecimiento, con el tiempo, hard una gran diferencia en el tamaifio de la poblacidn. m

slo 3 Hallar la poblacion inicial

Cierta raza de conejos se introdujo en una pequeiia isla hace unos ocho afios. La
poblacion actual de conejos en la isla se estima en 4100, con una tasa de creci-
miento relativa de 55% por afio.

& . ?ﬁ,_-,m ! a) ¢Cuil fue el tamafio inicial de la poblacién de conejos?
B o : -#&iﬁ J b) Estime la poblacitn 12 afios a partir de ahora.

Solucién
a) Del modelo de crecimiento exponencial, se tiene

ﬂ[f} — ﬂuf:‘ﬂ'ﬂr

y se sabe que la poblacidn en el tiempo 1 = 8 es n(8) = 4100. Se sustituye lo
que se conoce en la ecuacion vy se despeja ng:

4100 = nge®s®

_ 4100 _ 4100 _
0T 0w 8145

50

Asi, se estima que se introdujeron en la isla 50 conejos.
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Otra forma de resolver el inciso b) es
permitir que ! sea el nimero de afios a
partir de ahora. En este caso, n; = 4100
(la poblacidn actual), y la poblacién 12
afios a partir de ahora serd

n(12) = 4100”2 = 3 millones

b) Ahora que se conoce ny, se puede escribir una férmula para el crecimiento
poblacional:

n(t) = 50
Doce anos a partir de ahora, r = 20 y
n(20) = 505 = 2 993 707

Se estima que la poblacion de conejos en la isla, 12 afios a partir de ahora serd
de alrededor de 3 millones. ]

. En realidad puede alcanzar un nimero tan alto la poblacién de conejos del ejem-
plo 3(b)? En realidad, cuando la isla tiene sobrepoblacidn de conejos, el crecimiento
se reducird debido a la escasez de alimento y otros factores. Un modelo que toma en
cuenta esta clase de factores es el modelo de crecimiento logistico descrito en En-
fogue en el modelado, pigina 392.

o Ml chrk it 04 Proyecciones de poblacion mundial

La poblacidn del mundo era mas o
de 6.1 miles de millones en
2000}, v se incrementd en 1.4% por

La poblacion del mundo en 2000 fue de 6.1 miles de millones y la tasa de creci-
miento relativo era de 1.4% por afio. 5i el crecimiento de la poblacion continda a
este ritmo, jcudndo Hegard a 122 000 millones?

afo. Asumiendo que cada persona
ocupa un promedio de 4 pies” so-
bre la superficie de la Tierra, el
modelo exponencial para el creci-
miento poblacional proyecta gue

Solucion Se usa la funcién de crecimiento poblacional con iy = 6.1 miles de
millones, r = 0.014, y n(t) = 122 miles de millones. Esto conduce a la ecuacién
exponencial, de la cual se despeja r.

004 _ gsn
por el afio 2801 habrd espacio sélo 6.1e™"" = 122 noe"* = n(t)
para estar de pie! (El drea de la su- 001 — 90y Db samtee &1
perficie terrestre total del mundo es ¢ s e
de alrededor de 1.8 » 10'* pies’)) Ine™* = In 20 Tome el In de cada lado
0.014¢ = In 20 Propiedad del In
1 o 2 Divida entre 0.014
e, WVIAS SRS LY.
0.014
= 21398 Resultado de la calculadora

Asi, la poblacién llegard a 122 000 millones en aproximadamente 214 anos, es de-
cir, en el afio 2000 + 214 = 2214 ]

"Ejemplo5 = Namero de bacterias en un cultivo &
Un cultivo comienza con 10 000 bacterias, y el nimero se duplica cada 40 minutos.
a) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias en el tiempo t.
b) Encuentre el nimero de bacterias después de una hora,
c¢) ;Después de cudntos minutos habrd 50 000 bacterias?

B8  d) Bosqueje una grdfica del nimero de bacterias en el tiempo 1.

Solucion

a) Para hallar la funcidn que modela el crecimiento de la poblacidn, es necesanio
hallar la tasa r. Para esto, se emplea la férmula para el crecimiento poblacional
conng = 10000, t = 40 y () = 20000, y luego se despeja r.



50000
=2
ﬁ ci LT
= nif) = 10000 ¢ P
3 .
P
0
Tiempo (min)
Figura 3
Las vidas medias de los elementos
radiactivos varian de muy largas a
muy cortas. A continuacion se dan
algunos ejemplos.
" Elemento Vida media
| Torio 232 14.5 miles de
millones de afios
Uranio 235 4.5 miles de
millones de afios
| Torio 230 80 D00 afios
| Plutonio 239 24 36{) afios
Carbono 14 5 730 afios
Radio 226 1 604 afios
| Cesio 137 30 afios
- Estroncio 90 28 anos
Polonio 210 140 dias
Torio 234 25 dias
| Yodo 135 8 dias
Radén 222 3.8 dias
| Plomo 211 3.6 minutos
Kriptdn 91 10 segundos
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10 000 = 20 000 nge’™ = nt)

e =2 Divida entre 10 000
Ine* = In2 Tome el In de cada lado
40r=In2 Propiedad del In
r=1“—2 Divida entre 40
40

r=0.01733 Eesultado de la calculadora

Ahora que se sabe que r = (.01733, se puede escribir la funcién para el cre-
cimiento poblacional:

a(t) = 10 000"

b) Por medio de la funcién determinada en el inciso a) con r = 60 min (una hora),
se obtiene

n(60) = 10 000" 4% = 28 287
Asf, el nimero de bacterias después de una hora es aproximadamente 28 000,

c) Se usa la funcién que se encontrd en el inciso a) con nt) = 50 000 y de la
ecuacién resultante se despeja r.

10 000e°%™ = 50000  ne™ = n(t)

il Divida entre 10 000
Ine®®™¥ = In 5 Tome el In de cada lado
0.01733t =In35 Propiedad del In

In5
= Divida entre 0.01733
0.01733 St
r=929 Resultado de la calculadora

La cuenta de bacterias llegard a 50 000 en aproximadamente 93 min.
d) La gréfica de la funcién n(t) = 10 000e"*'"** se muestra en la figura 3. n

Decaimiento radiactivo

Las sustancias radiactivas decaen de manera espontinea al emitir radiacién. La tasa
de decaimiento es directamente proporcional a la masa de la sustancia. Esto es and-
logo al crecimiento poblacional, excepto que la masa del material radiactivo dismi-
nuye. Se puede demostrar que la masa m(r) que permanece en el tiempo f s¢ modela
mediante la funcién

m(t) = mee™™

donde r es la tasa de decaimiento expresada como una proporcién de la masa y my
es la masa inicial. Los fisicos expresan la tasa de decaimiento en términos de la
vida media, el tiempo requerido para que se desintegre la mitad de la masa. Se puede
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obtener la tasa r a partir de esto como sigue, Si h es la vida media, entonces una
Desechos radiactivos masa de 1 unidad se convierte en | unidad cuando r = h. Al sustituir esto en el mo-
Los isétopos radiactivos dafiinos se delo, se obtiene
producen siempre que ocurra una

P " g r

reaccidn nuclear, ya sea como re- s =1 m(t) = me
S o . ) e o |ﬂ{%) = —rh Tome ¢l In de cada lado
atomica, un accidente nuclear co-
mo el de Chernobyl en 1986 o la . | In(2~") i
produccitn de electricidad sin ac- 2 5T espeje r
cidentes en una planta nuclear.

Un material radiactivo produ- _In2 .
cido en bombas atomicas es el 156 F- h In2™ = —ln £ porla ley 3

topo estroncio 90 ("Sr), con una i J x . , :
vids media de 28 sfios. Bt 56 de- Esta dltima ecuacion permite hallar la tasa r a partir de la vida media h.

posita como el calcio en el tejido

6sc0 humano, donde puede causar Modelo de decaimiento radiactivo
lencemia y otros cinceres. 5in em-

bargo, en las décadas desde que se
detuvo la prueba atmosférica de ar-
mas nucleares, las concentraciones

Si my es la masa imicial de una sustancia radiactiva con vida media h, entonces
la masa restante en el tiempo ¢ se modela mediante la funcién

de ™Sr en el ambiente han bajado a m(t) = mge ™"
un nivel que ya no representa una
amenaza para la salud. donde r = E

Las plantas de energia nuclear h

producen plutonio 239 radiactivo
(**Pu), que tiene una vida media de

24 360 afios. Como resultado de su e
larga vida media, el ““Pu podia  Ejemplo 8 Decaimiento radiactivo ﬁ

tar amenaza 1
EHF;::L d:r::m LRV d:I EI El polonio 210 (*"Po) tiene una vida media de 140 dfas. Suponga que una

Por lo tanto, se debe tener mucho muestra de esta sustancia tiene una masa de 300 mg.

cuidado para desecharlo en forma a) Encuentre una funcién que modele la cantidad de la muestra que queda en el
apropiada. La dificultad de garanti- tiempo 1.

zar la segunidad de los desechos ra-
diactivos eliminados es una razon ) Calcule la masa que queda después de un afio.

de que haya controversia en cuanto ¢) ;Cudnto tiempo tarda la muestra en desintegrarse a una masa de 200 mg?

a las plamias de energia nuclear. d) Dibuje una gréfica de la masa de la muestra como una funcién del tiempo.

Solucion

a) Usando el modelo para el decaimiento radiactivo con my = 300 y
r = (In2/140) = 0.00495, se tiene

m(t) = 300e™ "%
b) Se usa la funcién hallada en el inciso a) con r = 365 (un afio).
m(365) = 300e™"0M9065) = 49 256

Asf, aproximadamente 49 mg de *'"Po permanecen después de un afio.

¢) Use la funcién determinada en el inciso a) con m(t) = 200 y despeje  de la
ecuacion resultante.

300 9 = 200 m({t) = mezs""

o~ D004USE % Divida entre 300

In ¢ 0904 = |n § Tome el In de cada lado
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mit) —0.00495¢ = In 3 Propledad del in
E = lﬂ.% Divid tre —0.00405
E 3.[.‘.} = DL 5 viuda &R =LA o
:'s - m(r) = 300 ¢ %% t= 819 Resultado de |a calculadora
El tiempo requerido para que la muestra disminuya a 200 mg es de alrededor de
100 82 dias.
(d) En la figura 4 se muestra una gréfica de la funcién m(r) = 300e "%, L
ﬂ‘| 50 150 t ——
Tiempo (d ias) Ley del enfriamiento de Newton
Figura 4 La ley de Newton del enfriamiento establece que la tasa de enfriamiento de un objeto

es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y sus alrededores, siem-
pre que la diferencia no sea muy grande. Por medio del cdlculo, de esta ley se puede
deducir el siguiente modelo.

Ley del enfriamiento de Newton

Si Dy es la diferencia de temperatura inicial entre un objeto y sus alrededores,
y si sus alrededores tienen temperatura T, entonces la temperatura en el
tiempo f se modela mediante la funcion

) =T, + De™™

donde k es una constante positiva que depende del tipo de objeto.

Ejemplo 7 Ley del enfriamiento de Newton
Una taza de café tiene una temperatura de 200°F y se coloca en una habitacidn que
tiene una temperatura de 70 °F. Después de 10 min la temperatura del café es 150°F,
a) Encuentre una funcién que modele la temperatura del café en el instante r.
b) Calcule la temperatura del café después de 15 min.
c) ¢En qué momento el café se habri enfriado a 100°F?
d) Ilustre mediante el trazo de una gréfica la funcién de temperatura.

Solucion
a) La temperatura del ambiente es T, = 70°F, y la diferencia de temperatura ini-

cial es
Dy = 200 — 70 = 130°F

Por lo tanto, por la ley del enfriamiento de Newton, la temperatura después de ¢
minutos se modela mediante la funcién

1) = 70 + 130e™

Se necesita hallar la constante k relacionada con esta taza de café. Para ha-
cer esto, se usa el hecho de que cuando 1 = 10, la temperatura es 7(10) = 150.
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Por lo tanto, se tiene

70 + 130e™'™ = 150 T,+De ®=T(1)
130e "™ = 80 Reste 70
e 1= 4 Divida entre 130
~10k = In & Tome &l In de cada lado
k=—Int Divida entre —10

k = 0.04855 Resultado de la calculadora
Al sustituir este valor de k en la expresién para T(r), se obtiene
T(t) = 70 + 130e~ 004
b) Se usa la funcién hallada en el inciso a) con r = 15.
T(15) = 70 + 130e ~0045%15) =~ 133°F

T(°F) & ¢) Se usa la funcién encontrada en el inciso a) con T{t) = 100 y de la ecuacitn re-
sultante se despeja 1.
200% 70 + 130e~0%485% = 100 T, + D% =T(t)
T = 70 + 130~ 2M8551 lBﬂe'M" = 10 Reste 70
g OMES o 5 Divida entre 130
=7 I —0.04855¢ = In Tome el In de cada lado
=70
= ]n—i% Divida entre —0.04555
o —0.04855 )
0 10 20 30 40 {(min) t = 30.2 Resultado de la calculadora
Figura El café se habrd enfriado a 1({(°F después de casi media hora.
Temperatura del café después de ¢ d) La gréfica de la funcién de temperatura se bosqueja en la figura 5. Observe que
minutos la recta r = 70 es una asintota horizontal. (; Por qué?) ]

Escalas logaritmicas

Cuando una constante fisica varia en un intervalo muy grande, suele ser conveniente
tomar su logaritmo a fin de tener un conjunto més manejable de nimeros. Se analizan
tres situaciones de este tipo: la escala de pH, que mide la acidez; la escala Richter,
que mide la intensidad de los terremotos, y la escala de decibeles, que mide la inten-
sidad de los sonidos. Otras cantidades que se miden en escalas logaritmicas son la in-
tensidad de luz, la capacidad de informacidn y la radiacidn.

LA ESCALA DE pH Los quimicos median la acidez de una disolucién dando su
concentracién de ion hidrégeno hasta que Sorensen, en 1909, propuso una medida
mds conveniente. El defini6

| pH = —log[H"] I




pH para algunas sustancias

comuneas

Sustancia pH
Leche de magnesia 10,5
Agua de mar BO-%.4
Sangre hurnana 1.3=1.5
Galletas T0-8.5
Sémola de maiz 6.9-79
Leche de vaca h4-6.8
Espinacas x4 e
Tomates 4.14.4
Naranjas 3040
Manzanas 20-313
Limas 1.3=2.0
Acido de haterias 1.0
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donde [H*] es la concentracién de los iones hidrégeno medida en moles por litro
(M). El hizo esto para evitar niimeros muy pequefios y exponentes negativos. Por
ejemplo,

sl [H'] = 107°M,  entonces pH = —log, {1074 = —(—-4) = 4

Las disoluciones con un pH de 7 se definen como neurras, aquellas con pH < 7
son dcidas v las que tienen pH = 7 son bdsicas. Observe que cuando se incrementa
el pH en una unidad, [H" ] disminuye por un factor de 10.

_Ejemplo 8 Escala de pH y concentracién de ion hidrégeno

a) Se midio la concentracion de ion hidrégeno de una muestra de sangre humana
y se encontré que es[H*] = 3.16 x 107" M. Determine el pH y clasifique la
sangre como dcida o bésica.

b) La lluvia mis dcida medida alguna vez ocurrié en Escocia en 1974; su pH fue
2.4. Determine la concentracion de ion hidrégeno.

Solucién

a) Con una calculadora se obtiene
pH = —log[H"] = —log(3.16 X 107%) = 7.5
Puesto que es mayor que 7, la sangre es bdsica.

b) Para hallar la concentracién de ion hidrégeno, se necesita despejar [H" | en la
ecuacion logaritmica

log[H"] = —pH
Por lo tanto, se escribe en forma exponencial.
[H*] = 107
En este caso, pH = 2.4, por lo tanto
H ] =100 =40x 107'M n

LA ESCALA RICHTER En 1935, el gedlogo estadounidense Charles Richter (1900-
1984) definid la magnitud M de un terremoto como

I : |
‘ M= Iugg |

donde [ es la intensidad del terremoto (medida por la amplitud de una lectura de
sismografo tomada a 100 km del epicentro del terremoto) y 5 es la intensidad de un
terremoto “estdndar” (cuya amplitud es | micra = 107 ¢m). La magnitud del terre-
moto estindar es

&
M=log—=logl =0
5
Richter estudio muchos terremotos que ocurrieron entre 1900 y 1950. El mas gran-

de tuvo una magnitud de 8.9 en la escala Richter y el mds pequefio tuvo una magni-
tud de 0. Esto corresponde a una relacidn de intensidades de 800 000 000, de modo
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que la escala Richter proporciona nimeros mds razonables con los cuales trabajar,

Terremotos mas grandes Por ejemplo, un terremoto de magnitud 6 es diez veces més fuerte que uno de mag-
" Lugar Fecha Magnitud nitud 5.

Chile 1960 9.5 Ejemplo8 Magnitud de terremotos

Alaska 1964 g.2

Alaska 1957 9.1 El terremoto de 1906 en San Francisco tuvo una magnitud estimada de 8.3 en la es-
. Kamchatka 1952 9.0 cala Richter. En el mismo afio ocurrié un poderoso terremoto en la frontera entre

Surmatra 2004 9.0 Colombia y Ecuador y su intensidad fue cuatro veces mayor. ;Cudl fue la magnitud

Ecuador 1906 8.8 del terremoto de Colombia y Ecuador en la escala Richter?

Alaska 1965 8.7
| Tibet 1950 8.6 Solucién Si/es la intensidad del terremoto de San Francisco, entonces de la

Kamchatka 1923 8.5 definicion de magnitud se tiene

Indonesia 1938 8.5 I

Islas Kunl 1963 8.5 M = log E =83

La intensidad del terremoto de Colombia y Ecuador fue 4/, de modo que su magni-
tud fue

4
M=Ingf=1ugd+lngé=lng4+ﬁ,3m3,9 ]

Ejemplo 10 Intensidad de terremotos

El terremoto de Loma Prieta en 1989 que sacudid a la ciudad de San Francisco tuvo
una magnitud de 7.1 en la escala Richter. ; Cudntas veces mas intenso fue el terre-
moto de 1906 (véase el ejemplo 9) que el de 19897

Solucion Si [, e I, son las intensidades de los terremotos de 1906 y 1989, en-
tonces se requiere hallar / /I Para relacionar esto con la definicién de magnitud, se
divide numerador y denominador entre §.

log it = log ﬂ Divida el numerador y el denominador entre 5
I, L/S
= log 4. log L Ley 2 de los logaritmos
L} L}
=83 —71= 12  Definicién de magnitud de terremoto
Por lo tanto,
ooty — 10" = 16
h
El terremoto de 1906 tuvo una intensidad de 16 veces el de 1989, .

LA ESCALA DE DECIBELES El oido es sensible a una variedad extremadamente
amplia de intensidades de sonido. Se toma como intensidad de referencia I, = 10™"*
W/m® (watts por metro cuadrado) a una frecuencia de 1000 hertz, que mide un so-
nido que es apenas audible (el umbral de audicién). La sensacién psicolégica de
sonoridad varia con el logaritmo de la intensidad (la ley de Weber-Fechner) y, por
lo tanto, el nivel de intensidad B, medido en decibeles (dB), se define como

!
B = 10log —
Iy




SECCION 4.5 Meodelado con funciones exponenciales y logaritmicas a7

El nivel de intensidad del sonido de referencia apenas audible es
Los niveles de intensidad de soni-

dos que es posible escuchar varian
desde muy fuertes hasta muy sua-
ves. A continuacion se dan algunos

E:'ﬂfﬁ?&f;ﬂfm fﬂ:ﬁ: 'Ejemplo 11  Intensidad sonora del despegue de un avion

mente. Encuentre el nivel de intensidad en decibeles de una turbina de avién durante el
despegue si la intensidad se mide a 100 W/m?®.

I
B= mlngf= 10log 1 = 0dB
0

Fuente de sonido B(dB)

Despegue de un avion 140 Solucion De la definicién de nivel de intensidad se puede observar que

Mani_llﬁ neumatico 130 ; 107

gﬁﬂi‘;ﬁl i B = 10log - = 10log 175 = 101og 10" = 140 dB

Trénsito intenso 80

Trinsito ordinano 70 Por lo tanto, el nivel de intensidad es 140 dB. =
Conversacién normal 50

Susurro 30 La tabla del margen lista los niveles de intensidad de decibeles para algunos
Murmullo de hojas 10-20 sonidos comunes que varfan del umbral de la audicién humana al despegue de avidn
Umbral de audicion 0

del ejemplo 11. El umbral de dolor es mis o menos 120 dB.

X3 Ejercicios

1-13 ® En estos ejercicios se usa el modelo de crecimiento

poblacional,

b) Use la funcidn del inciso a) para estimar la poblacion de

zorras en ¢l afio 2008,
1. Cultivo de bacterias El niimero de bacterias en un cul- ¢) Trace una grifica de la funcién de poblacidn de zorras
para los afios 2000-2008.

tivo se modela mediante la funcidn
n(t) = 500™* .' -
donde 1 se mide en horas.
a) ;Cudl es el nimero inicial de bacterias?
b) ;Cuil es la tasa relativa de crecimiento de esta poblacidn
de bacterias? Exprese su respuesta como un porcentaje.
¢) ;Cudntas bacterias estin en el cultivo después de tres

horas?
d) ;Después de cudntas horas la cantidad de bacterias llega . 4 _
a 10 0007 Vo bl Moy
Z. Poblacion de peces El nimero de cierta especie de
peces se modela mediante la funcidn 4. Poblacion de un pais La poblacidén de un pais tiene una

n(r) = 12601

donde f se mide en afios y n(r) se mide en millones.

a) ;Cudl es la tasa relativa de crecimiento de la poblacidn
de peces? Exprese su respuesta como porcentaje.

b) ;Cuil seri la poblacion de peces después de cinco afios?

¢) ;Después de cudntos afios la cantidad de peces llega a
30 millones?

d) Trace una grifica de la funcidn de poblacidn de peces n{r).

Poblacion de zorras La poblacién de zorras en cierta

region tiene una tasa de crecimiento relativa de 8% por afio.

Se estima que la poblacién en 2000 fue 18 O00.

a) Encuentre una funcién que modele la poblacidn r afios
después del afio 2000.

tasa de crecimiento relativa de 3% por afio. El gobierno esti
intentando reducir la tasa de crecimiento a 2%. La
poblacion en 1995 fue aproximadamente 110 millones. En-
cuentre la poblacion proyectada para el afio 2020 para las
condiciones siguientes.

a) La tasa de crecimiento relativa permanece en 3% por afio.
b) La tasa de crecimiento relativa se reduce a 2% por afio.

5. Poblacion de una ciudad La poblacidn para cierta ciu-

dad fue 112 000 en 1998, vy la tasa de crecimiento relativa
observada es 4% por afio.

a) Encuentre una funcién que modele la poblacién des-
pués de r aiios.

b) Encuentre la poblacidn proyectada en el afio 2004.

¢) (En qué afio la poblacidn llega a 200 0007



f.

1.

CAPITULD & Funciones exponenciales y logaritmicas

Poblacion de ranas La poblacidn de ranas en un estan-

que pequeiio crece de forma exponencial. La poblacién ac-

tual es de BS ranas y la tasa de crecimiento relativa es 18%

por afio,

a) Encuentre una funcién que modela la poblaciin des-
pués de ¢ afios.

b) Encuentre la poblacidn proyectada después de tres afios.

¢) Calcule el nimero de afios requenido para que la
poblacion de ranas llegue a 600.

Poblacion de venados En la grifica se muestra la po-

blacidn de venados en un condado de Pennsylvania entre

1996 y 2000. Suponga que la poblacidn crece de forma

exponencial

a) ;Cudl es la poblacidn de venados en 19967

b} Encuentre una funcién que modele la poblaciin de ve-
nados r afios después de 1996.

¢) (Cudl es la poblacién de venados proyectada en 20047
d)  En qué afio la poblacién de venados llega a 100 0007

|
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Cultivo de bacterias Un cultivo contiene 1500 bacterias
al inicio y se duplica cada 30 minutos.

a) Encuentre una funcién que modele el nimero de bacte-
rias n(t) después de  minutos.
b} Calcule el nimero de bacternias después de dos horas.

c) ;Después de cudntos minutos el cultivo contendrd 4000
bactenias?

. Cultivo de bacterias Un cultivo comienza con 8600 bac-

terias. Después de una hora la cuenta es 10 000.

a) Encuentre una funcién gue modele el nimero de bacte-
rias n(t) después de t horas.

b) Encuentre el nimero de bacterias después de dos horas.

¢) ;Después de cudntas horas se duplica el nimero de bac-
terias?

Cultivo de bacterias La cuenta en un cultivo de bactenas

fue 400 después de dos horas y 25 600 después de seis ho-

ras.

a) ;Cudl es la tasa relativa de crecimiento de la poblacién
de bacterias? Exprese su respuesta como un porcentaje.

b) ;Cudl fue el tamafio inicial del cultivo?

¢} Encuentre una funcion que modele el nimero de bacte-
rias n(t) después de 1 horas.

d) Calcule el nimero de bacterias después de 4.5 horas,

e) (Cuindo el mimero de bacterias serd 50 0007

11. Poblacion mundial La poblacidn del mundo fue 5.7
miles de millones en 1995 v la tasa de crecimiento relativa
observada fue 2% por afio.

a) (Enqué afio se habrd duphcado la poblacion?
b) (En qué afio se habri triplicado la poblacién?

12. Poblacion de California La poblacion de California fue
10 586 223 en 1950 y 23 668 562 en 1980. Suponga que la
poblacidn crece en forma exponencial.

a) Encuentre una funcidn que modele la poblacion r afios
después de 1950.

b) Determine el tiempo requerido para que se dupligue la
poblacidn.

¢) Use la funcién del inciso a) para predecir la poblacidn
de California en el afio 2000. Busque el dato de la
poblacidén real de California en 2000 y compare.

13. Bacterias infecciosas Una cepa infecciosa de bacterias
se incrementa a una tasa de crecimiento relativa de 200%
por hora. Cuando cierta cantidad critica de bacterias estd
presente en el torrente sanguineo, una persona se enferma.
5i una sola bacteria infecta a una persona, la concentracitn
critica se alcanza en 24 horas. ; Cudnto tiempo toma alcan-
zar la concentracion critica si la persona es infectada con 10
bacterias?

14-21 ® En estos ejercicios se emplea el modelo de decaimien-
to radiactivo.

14. Radio radiactivo La vida media del radio 226 son 1600
afios. Suponga que tiene una muestra de 22 mg.
a) Encuentre una funcidn que modele la masa restante des-
pués de r afios.
b) ;Qué cantidad de la muestra queda después de 4000 afios?
c) ;Después de cuinto iempo quedan solamente 18 mg de
muesira?
15. Cesio radiactivo La vida media del cesio 137 son 30
afios. Suponga que se hene una muestra de 10 g.
a) Encuentre una funcion que modele la masa restante des-
pués de r afios.
b) ;Qué cantidad de la muestra queda después de B0 afios?
¢) (Después de cuinto tiempo sélo quedarin 18 mg de la
muestra?
16. Torio radiactivo La masa m(r) restante después de r dias
de una muestra de 40 g de torio 234 esti dada por

m(t) = 40e 00T
a) ;Después de 60 dias cudl es la cantidad de muestra
restante?
b) ;Cudnto tiempo debe transcurrir para que sélo queden
10 g de la muestra?
c¢) Calcule la vida media del torio 234,
17. Estroncio radiactive La vida media del estroncio 0 son

28 afios. [ Cudnto iempo tarda una muestra de 50 mg en
desintegrarse a una masa de 32 mg?
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18. Radio radiactivo El radio 221 tiene una vida media de 30 s.

19,

20.

21.

4 Cudnto tiempo tarda en desintegrarse 95% de la muoestra?
Hallar la vida media Si 250 mg de un elemento radiac-
tivo disminuyen a 200 mg en 48 horas, calcule la vida media
del elemento.

Radon radiactive Después de 3 dias una muestra de

radén 222 ha disminuido a 58% de su cantidad original.

a) ;Cual es la vida media del radon 2227

b) ;En cudnto tiempo la muestra disminuye a 20%% de su
cantidad original?

Fechado con carbono 14 Un antefacto de madera de una

tumba antigua contiene 65% de carbono 14 que estd pre-

sente en drboles vivos. ;Hace cudnto tiempo fue hecho el

artefacto? (La vida media del carbono 14 son 5730 afios.)

22. Fechado con carbono 14 Se estima que la ropa de entie-

rro de una momia egipeia contiene 59% del carbono 14 que

contenfa originalmente. ;Hace cudnto tiempo fue enterrada
la momia? (La vida media del carbono 14 es de 5730 afios.)

23-26 = En estos ejercicios se emplea la ley del enfriamiento
de Newton.

13'

Enfriamiento de la sopa En una fiesta se sirve un tazdén
de sopa caliente. Comienza a enfriarse segin la ley del en-
friamiento de Newton, de modo que su temperatura en el in-
stante r se determina mediante

i) = 65 + 145¢ 02

donde r se mide en minutos y T se mide en °F.

a) ;Cudl es la temperatura inicial de la sopa?

b) ;Cuil es la temperatura después de 10 min?

¢) ;Después de cudnto tiempo la temperatura serd de 100°F?

Hora de la muerte La ley del enfriamiento de Newton se
emplea en investigaciones de homicidios para determinar la
hora de la muerte. La temperatura corporal normal es de
08.6°F. Inmediatamente después de la muerte el cuerpo
comienza a enfriarse. Se ha determinado de manera experi-
mental que la constante en la ley de Newton del enfriamien-
to es aproximadamente k = (0.1947, asumiendo que el
tiempo se mide en horas. Suponga que la temperatura del
entorno es de 60°F.
a) Encuentre la funcién (1) que modela la temperatura ¢
horas después de la muerte.
b) Sila temperatura del cuerpo es de 72°F, ;hace cudnto
tiempo fue la hora de la muerte?

15. Enfriamiento de un pavo Se saca del horno un pavo

asado cuando su temperatura ha alcanzado 185°F y se
coloca en una mesa en una habitacion donde la temperatura
es de 75°F.

Modelado con funciones exponenciales y logaritmicas

= 26

s

a) Si la temperatura del pavo es de 150°F después de me-
dia hora, ;cuidl es su temperatura después de 45 min?
b) ;En cudnto tiempo el pavo se enfria a 100°F?

Agua en ebullicion Una olla llena de agua se lleva a
ebullicién en una habitacién con temperatura de 20°C. Des-
pués de 15 minutos la temperatura del agua ha disminuido
de 100°C a 75°C. Calcule la temperatura después de 10 min.
lustre graficando la funcidn de temperatura.

27-41 = Esios ejercicios tratan con escalas logariimicas.

27.

I8.

Al.

Al

Hallar el pH Se da la concentracién de ion hidrégeno de
una muestra de cada sustancia. Calcule el pH de la sustancia.

a) Jugode limén: [H*]=50% 107*M

b) Jugode tomate:[H*]=32 % 107*M

¢) Aguademar:[H']=50x10"°M

Hallar el pH Una muestra desconocida tiene una concen-
traci6n de ion hidrégeno de [H*] = 3.1 X 107" M., Deter-
mine el pH y clasifique la sustancia como dcida o bésica.
Concentracion de iones Se da la lectura de pH de una

muestra de cada sustancia. Calcule la concentracidn de
iones hidrégeno de la sustancia.

a) Vinagre: pH = 3.0
b) Leche: pH = 6.5
Concentracion de iones Se da la lectura de pH de un

vaso de liquido. Encuentre la concentracion de iones hidrd-
geno del liquido.

a) Cerveza: pH = 4.6
b) Agua:pH=73
Hallar el pH Las concentraciones de iones hidrogeno en

quesos varia de 4.0 X 107" M a 1.6 % 107* M. Determine el
intervalo correspondiente de lecturas de pH.

Concentracion de iones en vino Las lecturas de pH
para vinos varia de 2.8 a 3.8. Encuenire el intervalo corres-
pondiente de concentraciones de iones hidrdgeno..

Magnitudes de terremotos Si un terremoto es 20 veces
la intensidad de otro, jcudnto méds grande es su magnitud
en la escala Richter?

Magnitudes de terremotos El terremoto de 1906 en
San Francisco tuvo una magnitud de 8.3 en la escala
Richter. Al mismo tiempo en Japén un terremoto con mag-
nitud 4.9 causd sélo dafios menores. [ Cudntas veces mds in-
tenso fue el sismo de San Francisco que el de Japén?



