35,

;.

38,

39.

40.

CAPITULD 4 Funciones exponenciales y logaritmicas

Magnitudes de terremotos El sismo de Alaska de 1964
tuvo una magnitud de 8.6 en la escala Richter. ;[ Cudntas ve-
ces mds intenso fue éste que el de San Francisco en 19067
(Véase el ejercicio 34.)

Magnitudes de terremotos El sismo de 1994 en North-
ridge, California, tuvo una magnitud de 6.8 en la escala
Richter. Un afio después, un sismo de magnitud 7.2 golped
a Kobe, Japon. ;Cudntas veces mds intenso fue el sismo de
Kobe que el de Northridge?

Magnitudes de terremotos El sismo de 1985en la
Cindad de México tuvo una magnitud de 2.1 en la escala
Richter. El sismo de 1976 en Tangshan, China, tuvo una in-
tensidad de 1.26 veces el de la Ciudad de México. ;Cuil es
la magnitud del sismo de Tangshan?

Ruido de transito La intensidad del sonido del trdnsito
en una interseccidn ocupada se midié en 2.0 X 107° W/im?,
Determine el nivel de intensidad en decibeles.

Ruido del metro La intensidad del sonido de un tren

subterrineo se midid en 98 dB. Calcule la intensidad en
Wim®.

Comparacion de niveles de decibeles El ruido de una
cegadora mecinica se midid en 106 dB. El nivel de ruido en

Comprobacion de conceptos

L.

2.

3

4.

5.

Escriba una ecuacion que defina la funcidn exponencial
con base a.

;Cudl es el dominio de esta funcién?

. Cuil es el rango de esta funcién?
Bosqueje la forma general de la grifica de la funcidn
exponencial para cada caso.

ya>1 iij0<a<l

Si x es grande, ;qué funcidn crece mds rdpido, y = 2% 0

ytxz'?'

a)

b)
c)
d)

a) ;Como se define el nimero 7
b) ;Cudl es la funcién exponencial namural?

a)
b)
c)
d)

(Cémo se define la funcién logaritmica y = log, x?
{Cudl es el dominio de esta funcidn?

;Cudl es el rango de esta funcién?

Bosqueje la forma general de la grifica de la funcién
y=log,xsia>1l.

{Qué es el logaritmo natural?

£ Qué es el logantmo comin?

Exprese las tres leyes de los logaritmos.

€)
f)

41.

un concierto de rock se midié en 120 dB. Encuentre la
relacidn de la intensidad de la miisica de rock a la de la

cegadora mecinica.

Ley cuadrada inversa para el sonido Una ley de la
fisica establece que la intensidad del sonido es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia d desde la fuente:

I = kfd?
a) Use este modelo y la ecuacién
B= 1!‘.}1::!'5i
Iy

(descrita en esta seccidn) para mostrar que los niveles
de decibeles B, y B, a distancias d, y d, desde una
fuente de sonido se relacionan mediante la ecuacidn

d
£1=B]+zmu;§-‘
2

b) El nivel de intensidad en un concierto de rock es 120
dB a una distancia de 2 m desde las bocinas. Determine

el nivel de intensidad a una distancia de 10 m.

6. Enuncie la férmula de cambio de base

?‘i

a) ;Cdémo resuelve una ecuacidn exponencial?
b) (Cdémo resuelve una ecuacién logaritmica?

8. Suponga que se invierte una cantidad P a una tasa de interés

10.

11.
12.

ry A es la cantidad después de r afios.

a) Escriba una expresion para A si el interés es compuesto
n veces por afio.

b) Escriba una expresidn para A si el interés se compone
de manera continua.

5i el tamafio inicial de una poblacién es n,, y la poblacion

crece en forma exponencial con tasa de crecimiento relativa

r, escriba una expresién para la poblacién n(t) en el

tiempo 1.

a) ;Qué es la vida media de una sustancia radiactiva?

b) Siuna sustancia radiactiva tiene masa inicial m, y vida
media h, escriba una expresidn para la masa m(r) que
permanece en el tiempo 1.

L Qué dice la ley de Newton del enfriamiento?

4 Qué tienen en comiin la escala de pH, la escala Richter y la

escala de decibeles? ; Qué miden?



Ejercicios

1-12 = Bosqueje la gréfica de la funcién. Exprese el dominio,
el rango y la asintota.

L fix) = 2= 2. flx) =37*
oglx)=3+2° 4 glx)=5"-5

5. flx) = logy(x = 1) 6. g(x) = log(—x)

7. flx) =2 = logyx 8. flx) =3 + logs(x + 4)
9. Fix) =e* -1 10, G(x) = Le*!

1L gix) = 2Inx 12, g(x) = In{x?)

1316 = Encuentre el dominio de la funcidn.
13. f(x) = 10° + log(l — 2x) 14. g{x) = In(2 + x — x*)
15. k(x) = In{x* — 4) 16. kix) = In|x|

17-20 = Escriba la ecuacidn en forma exponencial.
17. log, 1024 = 10 18. logs37 =x
19. logx =y 20. lnc =17

21-24 = Escriba la ecuacin en forma logaritmica.
2. =64 22, 4972 =]
23. 10°=74 M. et=m

25-40 » Evalde la expresidn sin usar una calculadora.

25. log, 128 26. log, 1

27, 104 28. log 0.000001
29, In(®) 30, log, 8

31 logs(3) - B

33, logs V5 34, 2

35, log 25 + log 4 36, log; V243

37. log, 16% 38. logs250 — logs2

39. logg6 — logg3 + logg2 40, log log 10"

41-46 = Desarrolle la expresidn logaritmica.

41. Iﬂg{ﬁﬂiﬂ3} 42. log,(x Vx* + 1)
x =1 433
4. 241 “. ]DE(y*{.x - lj’)
(1 - 5x)* vVt + 12
“‘l“"’( 5 g ) “']"({Hmwr—a“)

47-52 = Combine en un solo ogaritmo.
47. log 6 + 4log 2 48. log x + log(x"y) + 3 log ¥
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49. 3 logs(x — y) — 2log,(x* + %)

50. logs2 + logs(x + 1) — logs(3x + 7)
51. log(x — 2) + log(x + 2) — {log{x® + 4)
52. {[In(x — 4) + 5In(x* + 4x)]

53-62 » Resuelva la ecuacion. Encuentre la solucion exacta si
es posible; de lo contrario aproxime hasta dos decimales.

53, log,(l —x) =4 84, 2%3=7
85, 534 =24 56. In{2x — 3) = 14
57. ¥ =10 58, 2'7T = S

59, logx + log(x + 1) = log12
ﬁﬂ- !-Ugl{.l' - 5:| - 1&3;{1‘ = 2} - ]
6L x%e™ + 2xe®* = g™ 62. 2 =5

63-66 » Use una calculadora para hallar la solucién de la
ecuacidn, correcta hasta seis decimales.

63, 5" = 0,63 64, 2% =7
65, 52+ = 3ai 66. ¢ % = 10 000

ﬁ 67-70 = Dibuje una grifica de la funcién y empléela para de-

terminar las asintotas y los valores locales miximo y minimo.
67. y = M2 68. y=2x"-Inx
69. y = log(x” — x) 70. y = 10" — 5*

71-72 » Encuentre las soluciones de la ecuacidn, correctas

hasta dos decimales.
7L 3logx=6—2x TL 4-x=¢™

73-74 » Resuelva la desigualdad en forma grifica.

TAlnx>x-2 74. * < 4x*

ﬁ 75. Use una gréfica de f(x) = ¢* — 3¢™* — 4x para encontrar,

aproximadamente, los intervalos en los que f es creciente y
en los que es decreciente.

76. Encuentre una ecuacién de la recta mostrada en la figura.

¥4
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77. Evalie log, 15, correcto hasta seis decimales.

78. Resuelva la desigualdad: 0.2 < logx < 2.

79. ;Cudl es mds grande, log, 258 o log, 6207

80. Encuentre el inverso de la funcidn f(x) = 2" y exprese su
dominio y rango.

81. Si se invierten 12 000 délares a una tasa de interés de 10%
por afio, encuentre la cantidad de la inversién al final de tres
afios para cada método de capitalizacion.

a} Semianual b) Mensual
¢) Diano d) Continuo

82. Se invierte una suma de 5000 délares a una tasa de interés
de 81% por afio, capitalizable cada medio afio.

a) Encuentre la cantidad de la inversion después de un afio
y medio.

b} ;Después de qué periodo la inversidn llega a 7000
délares?

83. La poblacién de gatos callejeros en un pueblo pequedio
crece de manera exponencial. En 1999, el pueblo tenia 30

gatos callejeros y la tasa de crecimiento relativa era de 15%
anual.

a) Encuentre una funcién que modele la poblacidn de
gatos callejeros n{r) después de ¢ afios.
b) Determine la poblacidn proyectada después de 4 afios.
¢) Calcule el nimero de afios requerido para que la
poblacidn de gatos callejeros llegue a 500.
84. Un cultivo contiene al inicio 10 000 bacterias. Después de
una hora la cuenta de bacterias es 25 000.
a) Determine el periodo de duplicacién.
b) Calcule el nimero de bacterias después de tres horas.
85. El uranio 234 tiene una vida media de 2.7 % 10° afios.
a) Determine la cantidad restante de una muesira de 10 mg
después de mil afios.
b) ;Cudnto tarda en descomponerse esta muestra hasta que
su masa es de 7 mg?
86. Una muestra de bismuto 210 se descompone a 33% de su
masa original después de ocho dias.
a) Calcule la vida media de este elemento.
b) Determine la masa restante después de 12 dias.

87. La vida media del radio 226 es 1590 afos.

a) Siuna muestra tiene una masa de 150 mg, encuentre
una funcién que modele la masa que permanece des-
pués de ¢ afios,

b) Determine la masa que queda después de 1000 afios.
¢) Después de cudntos afios sélo quedan 50 mg?

88. La vida media del paladio 100 es cuatro dias. Después de 20
dias una muestra ha sido reducida a una masa de 0.375g.
a) [ Cuil es la masa inicial de la muestra?

b) Encuentre una funcidn que modele la masa restante
después de r dias.

€) ;Cudl es la masa después de tres dias?
d) [Después de cudntos dias s6lo quedardn 0.15 g?
89. La grifica muestra la poblacidn de una rara especie de ave,
donde  representa afios desde 1999 y n(r) se mide en miles.
a) Encuentre una funcidn que modele la poblacidn de aves
en ¢l tiempo  en la forma n(r) = nye™.
b) ;Cudl se espera que sea la poblacidn de aves en el afio

20107
firh ok
4000
(5 31’;%! #
3000
Poblacién St
de aves 2000+ == —
1000

o] 1 2 I

VE
Afios desde 1999

90. Un motor de automdvil corre a una temperatura de 190°F.
Cuando se apaga el motor, se enfria de acuerdo con la ley
del enfriamiento de Newton con constante k = 0.0341,

donde el tiempo se mide en minutos. Encuentre el tiempo
necesario para que el motor se enfrie a 90°F si la temper-
atura circundante es 60°F.

91. La concentracién de iones hidrogeno de claras de huevo
frescas se midid como

[H*] =13 X 10*M

Determine el pH vy clasifique la sustancia como dcida o
bisica.

92. El pH del jugo de limdn es 1.9. Calcule la concentracion del
ion hidrégeno.

93, Siun sismo tiene una magnitud de 6.5 en la escala Richter,
Jcudl es la magnitud de otro sismo cuya intensidad es 35 ve-
ces mayor?

94. El ruido que produce un martillo neumdtico al taladrar se
midid en 132 dB. El sonido del susurro se midié en 28 dB.
Encuentre la relacion de intensidades entre el taladrado y el

SUSUrTo.
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. Grafique las funciones v = 2"y ¥y = log, x en los mismos ejes.

Bosqueje la grifica de la funcidn f{x) = log(x + 1) y exprese el dominio, rango y
asintota.

. Evalie cada expresion logaritmica.

a) log, V27 b} log,80 — log, 10
c) logy4 d) logg4 + loge9
Use las leyes de los logaritmos para desarrollar la expresitn,

3 .t:+1
l""'E‘!.'J;:*{.r1+4}

. Combine en un solo logaritmo: Inx — 2In(x® + 1) + In(3 — x*)

Encuentre la solucidn de la ecuacidn, correcta hasta dos decimales.
a) 27'=10 b) 5In(3 —x)=4
c) 10**3 = ¥ d) log,(x + 2) + logy(x — 1) =2
. El tamafio inicial de un cultivo de bacterias es 1000. Después de una hora la cuenta de
bacterias es 8000.

a) Encuentre una funcién que modele la poblacién después de f horas.

b) Calcule la poblacidn después de 1.5 horas.

¢) ;Cudndo la poblacién llega a 15 0007

d) Bosqueje la grifica de la funcién de poblacidn.

Suponga que se invierten 12 000 délares en una cuenta de ahorros que paga 5.6% de in-
terés anual.

a) Escriba una férmula para la cantidad en la cuenta después de ¢ afios si el interés se
capitaliza cada mes.

b) Determine la cantidad en la cuenta después de tres afios si el interés se compone
cada dia.

¢} ;Cudnto tiempo tarda la cantidad en la cuenta en crecer a 20 000 délares si el in-
terés se compone cada medio afio?
E.l
Sea _ﬂ:.:] = F
a) Grafique fen un rectdngulo de visidn apropiado.
b} Exprese las asintotas de f.

¢) Encuentre, correcto hasta dos decimales, el valor local minimo de f y el valor de x
en el que ocurre.

d} Encuentre el rango de f.

e
8) Resuelva la ecuacidn 3% 2x + 1. Exprese cada solucién correcta hasta dos
decimales.



Enfoque en el modelado
Ajuste de curvas exponenciales y de potencia a datos

En Enfoque en el modelado (pdgina 320) se aprendié que la forma de un diagrama de
dispersién ayuda a elegir el tipo de curva a usar en ¢l modelado de datos. En la
primera grifica de la figura 1 se puede observar con claridad que se ajusta a una recta
¥ la segunda a un polinomio cibico. Para la tercera gréfica se podria usar un poli-
nomio de segundo grado. Pero, jqué pasa si se ajusta mejor a una curva exponencial?
;C6émo se decide esto? En esta seccifn se aprenderd cémo ajustar curvas exponen-
ciales y de potencia a datos y cémo decidir qué tipo de curva se ajusta mejor a los
datos. Se aprenderd también que para grificas de dispersién como las de las dos l-
timas gréficas de la figura 1, los datos se pueden modelar mediante funciones loga-
ritmicas o logisticas.

' [
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S

Tabla 1 Poblacién mundial

Ano Poblacion mundial
(r) (P en millones)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2520
1960 3020
1970 3700
1980 4450
1990 5300
2000 6060

Modelado con funciones exponenciales

Si un diagrama de dispersién muestra que los datos se incrementan con rapidez, es
posible que se desee modelar los datos por medio de un modelo exponencial, es de-

cir, una funcion de la forma
( flx) = Ce& —‘

donde C y k son constantes. En el primer ejemplo se modela la poblacién mundial
mediante un modelo exponencial. Recuerde de la seccidn 4.5 que la poblacitn tiende
a incrementarse de manera exponencial.

Ejemplo 1

En la tabla 1 se da la poblacion del mundo en el siglo XX.

a) Trace un diagrama de dispersion y note que un modelo lineal no es apropiado.

b) Encuentre una funcién exponencial que modele el crecimiento de la poblacidn.

c) Dibuje una gréfica de la funcién que encontré junto con el diagrama de disper-
sidn. ; Cémo se ajusta el modelo a los datos?

d) Use el modelo que encontré para predecir la poblacién mundial en el afio 2020.

Un modelo exponencial para la poblacion mundial

Solucion

a) El diagrama de dispersidn se muestra en la figura 2, Los puntos graficados al
parecer no quedan sobre una recta, asi que el modelo lineal es inapropiado.
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6300
Figura 2
Dhagrama de
dispersion .
de la poblacion 900 o« v o v Vo 2000
mundial 0

b) Por medio de una calculadora para grificas y el comando ExpReg (véase la
figura 3(a)), se obtiene el modelo exponencial

Chatruknn /The Imags Bank Gotty Images

P(1) = (0.0082543) - (1.0137186)'

La poblacidn del mundo se incrementa
en forma exponencial

Este es un modelo de la forma y = Cb'. Para convertir esto a la forma y = Ce",
se usan las propiedades de los exponentes y los logaritmos como sigue:

1.0137186' = 10T, . o

= ol In 10137186 nAf =Bin A

= XN In LO13TI86 = 0.013625
Asi, se puede escribir el modelo como
P(t) = 0.0082543¢"015%

c) De la grifica de la figura 3(b), se puede observar que el modelo al parecer se
ajusta bastante bien a los datos. El periodo de crecimiento poblacional relativa-
mente lento se explica por la depresion de la década de 1930 y las dos guerras

mundiales.

6300
ExpReg

y=a*b*x :
a=.0082543035 !

b=1.013718645 /,-”

1900 +« ¢ o« 0 o v v 2000
Figura 3 0

Modelo exponencial a) b)
para la poblacidén mundial

d) El modelo predice que la poblacién mundial en 2020 serd

P{ZﬂZﬂ} - ﬂ,mgzjq&e[ﬂmm&:[m}
~ 7 405 400 000 )
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Modelado con funciones de potencia

Si el diagrama de dispersion de los datos bajo estudio se asemejan a la grifica de
vy =ax’, y = ax"*, o a alguna otra funcion de potencia, entonces se busca un mo-
delo de potencia, es decir, una funcidn de la forma

flx} = ax”

donde a es una constante positiva ¥ n ¢s cualquier nimero real.

— En el ejemplo siguiente se busca un modelo de potencia para algunos datos as-

— trondmicos. En astronomia, la distancia en el sistema solar se mide en unidades
astronomicas. Una wnidad astrondémica (UA) es la distancia media de la Tierra al
Sol. El periode de un planeta es el tiempo que tarda en dar una vuelta completa
alrededor del Sol (medido en afios terrestres). En este ejemplo se deduce la relacién
notable, descubierta por Johannes Kepler (véase la pdgina 780), entre la distancia
media de un planeta desde el Sol y su periodo.

Ejemplo 2 Un modelo de potencia para periodos planetarios

Tabla 2 Distancias y periodos En la tabla 2 se muestra la distancia media o de cada planeta desde el Sol en

de los planetas unidades astronémicas y su periodo T en afios.
Planeta d T a) Bosqueje un diagrama de dispersidn. jEs apropiado un modelo lineal?
Mercurio|  0.387 0.241 b} Encuentre una funcién de potencia que modele los datos.
Venus 0.723 0.615 c) Dibuje una grifica de la funcion que encontrd v el diagrama de dispersion en la
Tierra 1.000 1.000 misma grifica. ; Qué tan bien se ajusta el modelo a los datos?
Marte 1.523 1.881

d) Use el modelo que encontrd para determinar el periodo de un asteroide cuya

JSiELr:u :522“:' ;!;32‘3' distancia media al Sol es 5 UA,
et b s Solucion
Neptuno 30.086 164.784
Plutén 39.507 248.350 a) El diagrama de dispersion mostrado en la figura 4 indica que los puntos gra-
ficados no se ubican a lo largo de una recta, asi que es inapropiado un modelo
lineal.
260
Figura 4
Diagrama de dispersion 0 45
de datos de planetas 0

b) Por medio de una calculadora para graificas v el comando Pwrkeg (véase la
figura 5(a)). se obtiene el modelo de potencia

T = 1.0003964" "
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Si se redondea tanto el coeficiente como el exponente a tres cifras significati-
vas, se puede escribir el modelo como

T=d"

Esta es la relacién que descubrié Kepler (véase la pdgina 780). Sir Isaac
Newton utilizé después su Ley de la gravedad para deducir en forma tedrica su
relacidén, y de este modo proporcioné evidencia cientifica firme de que la Ley

de la gravedad debe ser cierta.
¢) La grifica se muestra en la figura 5(b). El modelo al parecer se ajusta muy bien
a los datos.
260
PurReg :
y=a*x*b : /
a=1.000396048

b=1.499661718 : /

Hnm E ﬁ i "'I.-....I i [ i i i i 45
Modelo de potencia para 0
los datos de los planetas. a) b)

d) En este caso, d = 5 UA y, por lo tanto, el modelo produce
T = 1.00039-5"4% = 11,22
El periodo del asteroide es aproximadamente 11.2 afios. u

Linealizacion de d4atys

Se ha empleado la forma de un diagrama de dispersidn para decidir qué tipo de mo-
delo usar —lineal, exponencial o de potencia—. Esto funciona bien si los puntos de
datos se ubican sobre una recta. Pero es dificil distinguir un diagrama de dispersién
que sea exponencial a partir de uno que requiere un modelo de potencia. Asi, para
ayudar a decidir qué modelo usar, se pueden linealizar los datos, es decir, aplicar
una funcién que “enderezca” al diagrama de dispersidn. El inverso de la funcidn de
linealizacion es entonces un modelo apropiado. Ahora se describe como linealizar
datos que pueden ser modelados por funciones exponenciales o de potencia.

= Linealizaciéon de datos exponenciales

Si se sospecha que los puntos de datos (x, v) estdn sobre una curva exponencial y =
Ce", entonces los puntos

(x, In y)
deben quedar sobre una recta. Esto se puede ver a partir de los siguientes célculos:
Iny = In Ce® Suponga que y = Ce™ y tome el In
=Ine® +InC  Propiedad del In
=kx4+InC Propiedad dei In

Para ver que In y es una funcién lineal de x, sea ¥ = In y y A = In C; entonces
Y=hkx+ A
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Tabla3 Datos de poblacién mundial ~ Se aplica esta técnica a los datos de poblacién mundial (r, P) para obtener los pun-
tos (¢, In P) de la tabla 3. En el diagrama de dispersién de la figura 6 se observa que

’ {zhr::ﬁ:::] In P los datos linealizados se encuentran méds o menos sobre una recta, asf que debe ser
apropiado un modelo exponencial.
1900 1650 21.224
1910 1750 21.283 23
1920 1860 21.344 :
1930 2070 21.451 .
1940 2300 21.556 ' - /
1950 2520 21.648 _
1960 3020 21.829 . f,//
1970 3700 22.032 -~
1980 4450 22.216 lmzl A e S s S Rl
1990 5300 22.39] riger o
2000 6060 22.525

" Linealizacién de datos de potencia

Si se sospecha que los puntos de datos (x, y) yacen sobre una curva de potencia y =
ax”, entonces los puntos

(In x, In y)
deben estar sobre una recta. Esto se puede observar en los siguientes cédlculos:
Iny = In ax" Suponaa que ¥ = ax” y tome el In
=Ina + Inx" Fropiedad del in
=Ina + nilnx Fropiedad del In
Para ver que In y ¢s una funciénde Inx,sea¥ =Iny, X = Inx y A = In a; entonces
Y=nX+A

Aplicamos esta técnica a los datos de los planetas (d, T) de la tabla 2 para obtener los
puntos (In d, In T) de la tabla 4. En el diagrama de dispersién de la figura 7 se ob-
serva que los datos caen sobre una recta, asi que el modelo de potencia parece ser

apropiado.
Tabla 4 Tabla log-log
Ind InT 6 :

~0.94933 ~1.4230 ' A
—0.32435 —0.48613 ~

0 0 Figura 7 i /

0.42068 0.6318 Diagrama P Lt 2

1.6492 24733 log-log de los P

2.2556 3.3829 datos de la -

2.9544 4.4309 tabla 4 -

3.4041 5.1046

3.6765 5.5148

;Un modelo exponencial o de potencia/

Suponga que un diagrama de dispersién de los puntos de datos (x, y) muestran un
incremento ripido. ;Se debe usar una funcién exponencial o una funcién de poten-
cia para modelar los datos? A fin de decidir, se trazan dos diagramas de dispersidn,
uno para los puntos (x, In y) y el otro para los puntos (In x, In y). Si el primer dia-
grama de dispersidn al parecer cae a lo largo de una recta, entonces es apropiado un
modelo exponencial. Si al parecer el segundo diagrama cae a lo largo de una recta,
entonces es apropiado un modelo de potencia.
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Ejemplo3 /Un modelo exponencial o de potencia?

Los puntos de datos (x,y) se muestran en la tabla 5.
a) Dibuje un diagrama de dispersion de los datos.
b) Trace los diagramas de dispersiénde (x, Iny) y (In x, In y).

¢) ;Para modelar estos datos es apropiada una funcién exponencial o una de po-
tencia?

Tabla 5
d) Encuentre una funcién apropiada para modelar los datos.
s 2 Solucion
1 2 a) El diagrama de dispersion de los datos se muestra en la figura 8.
2 6
3 14 140
4 22
5 34
6 46 =2
7 64
B 80
: = 0 11
10 130 L L
Figurag8 0
b) Se usan los valores de la tabla 6 para trazar los diagramas de dispersion de las
figuras 9 y 10.
Tabla 6 & 5
x Inx In y
1 0 0.7
2 0.7 1.8
3 1.1 26
4 1.4 3.1 :
5 1.6 35 0 « v o v e 0 ' ' ' ' 2.5
6 1.8 38 0 0
7 1.9 4.2
8 | 21 | 44 Plgurn.9 e
9 22 4.6 ¢) El diagrama de dispersién de (x, In y) de la figura 9 al parecer no es lineal, asi
10 2.3 4.9 gue es inapropiado un modelo exponencial. Por otro lado, el diagrama de dis-

persién de (In x, In ¥) en la figura 10 es casi lineal, asi que es apropiado un
modelo de potencia.

d) Al utilizar el comando PurReg en una calculadora para grificas, se encuenitra
que la funcién de potencia que mejor se ajusta a los datos es

y = 1.85¢! ¥

La grifica de esta funcién y los datos originales se muestran en la figura 11.
140

11



392 Enfoque en el modelado

Tabla 7
Semana Bagres

0 1000

15 1500

30 3300

45 4400

60 6100

15 6900

90 7100
105 1800
120 7900

Antes de que se volvieran comunes las calculadoras para gréficas y el software de
estadistica, los modelos exponenciales y de potencia para datos solfan construirse
encontrando primero un modelo lineal para los datos linealizados. Luego se halla-
ba el modelo para los datos reales tomando exponenciales. Por ejemplo, si se en-
cuentra que v = A In x + B, entonces al tomar exponenciales se obtiene el modelo
y=¢%- '™ gy = Cx"(donde C = ¢”). Se empleaba papel de grificas especial
llamado papel logaritmico o papel log-log para facilitar este proceso.

Wlodelado con funciones logisticas

Un modelo de crecimiento logistico es una funcidn de la forma

c

L g

donde a, b y c son constantes positivas. Las funciones logfsticas se usan para mo-
delar poblaciones donde el crecimiento estd restringido por los recursos disponi-
bles. (Véanse los ejercicios 69-72 de la seccidn 4.1.)

Ejemplo 4 Aprovisionamiento de un estanque con bagres

Mucho del pescado que se vende en los supermercados en la actualidad se cria en
granjas pesqueras comerciales, y no son capturados en su hdbitat natural. Un es-
tanque en una granja de este tipo es aprovisionado al inicio con 100 bagres, y la
poblacién de peces se muestrea después a intervalos de 15 semanas para estimar su
tamaifio. Los datos de poblacién se dan en la tabla 7.

a) Encuentre un modelo apropiado para los datos.

b) Construya un diagrama de dispersion de los datos y grafique el modelo que en-
contrd en el inciso a) en el diagrama de dispersidn.

¢) ;Cémo predice el modelo que la poblacién de peces cambiard con el tiempo?

Solucién
a) Puesto que la poblacitn de bagres estd restringida por su hébitat (el estanque),
es apropiado un modelo logistico. Por medio del comando Logistic en una
calculadora (véase la figura 12(a)), se encuentra el siguiente modelo para la
poblacién de peces P(r):

ple) = — 1925
| e
QOO0
Logistic -
yscf(1+ae*(=bx}) z o
a=7.69477503 ; r*
b=.0523020764 : P
c=7924.540299 =
',—/
0. » v 0 4 6 w44 180
0
Figura 12 a) b) Poblacién de bagres v= Fit)

b) El diagrama de dispersién y la curva logfstica se muestran en la figura 12(b).
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Tiempo | Distancia
(s {m)
0.1 0.048
0.2 0.197
0.3 0.441
0.4 0.582
0.5 1.227
0.6 1.765
0.7 2.401
0.8 3.136
0.9 3.9649
1.0 4,902
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c) De la grifica de P en la figura 12(b), se ve que la poblacion de bagres se in-
crementa con rapidez hasta casi r = 80 semanas. Después disminuye el creci-
miento, y en aproximadamente 1 = 120 semanas la poblacién se equilibra y
permanece mds 0 menos constante en poco mas de T900. ]

El comportamiento que exhibe la poblacidn de bagres en el ejemplo 4 es repre-
sentativo del crecimiento logistico. Después de una fase de crecimiento ripido, la
poblacidn se aproxima a un nivel constante conocido como capacidad de transporte
del ambiente. Esto ocurre porque cuando 1 — o, se tiene e ™ — 0 (véase la seccidn
4.1} y. por lo tanto,

4 C
Pl:f]l'_—b; —

| + ae”

Asi, la capacidad de transporte es c.

Problemas

1. Poblacion de Estados Unidos.  La constitucién de Estados Unidos requiere un
censo cada 10 afios. Los datos del censo para 1790-2000 se dan en la tabla.
al Construya un diagrama de dispersidn de los datos,
bl Use una calculadora para hallar un modelo exponencial para los datos.
¢) Use su modelo para predecir la poblacidn en el censo de 2010.
d) Emplee su modelo para estimar la poblacién en 1965.

@) Compare sus respuestas de los incisos a) y d) con los valores de la tabla. ; Considera
gue ¢s apropiado un modelo exponencial para estos datos?

Pablacién Poblacidn Poblacién

Ano | {en millones) || Afo | (en millones) || Afo | (en millones)
17940 39 1870 38.6 1950 151.3

1 800 53 | 880 50.2 1960 179.3
1810 1.2 1 590 63.0 1970 203.3
1820 9.6 1900 76.2 1980 226.5
1830 12.9 1910 U2l 1990 248.7
1840 17.1 1920 106.0 2000 281.4
1850 23.2 1930 123.2

| 860 jl4 1940 132.2

2. Pelota en descenso  En un experimento de fisica una bola de plomo se deja caer
desde una altura de 5 m. Los alumnos registran la distancia que ha caido la bola cada dé-
cima de segundo. (Esto se puede hacer con una cdmara v una luz estroboscépica.)

a) Construva un diagrama de dispersion de los datos,

b) Use una calculadora para hallar un modelo de potencia.

c) Emplee su modelo para predecir cudnto ha caido la bola en 3 s.

Gastos de atencion de la salud  Los gastos de atencidn sanitaria en Estados
Unidos para 1970-2001 se dan en la tabla de la pigina siguiente, v un diagrama de dis-
persidn se muestra en la figura.

a) El diagrama de dispersidn mostrado indica un modelo exponencial?

b} Construya una tabla de los valores (1, In £) y un diagrama de dispersion. ; Parece ser
lineal el diagrama de dispersion?

LN
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Gastos de salud len miles
Afno | de millones de délares)
1970 74.3
1980 251.1
1985 434.5
1987 506.2
1990 696.6
1992 8203
1994 937.2
1996 1039.4
1998 1150.0
2000 1310.0
2001 1424.5
Tiempo (h) | Cantidad de "'l (g)
0 4.80
& 4.66
16 451
24 4.39
32 4.29
40 4.14
48 4.04

c) Encuentre la recta de regresién para los datos del inciso b).

d) Use los resultados del inciso ¢) para hallar un modelo exponencial para el cre-
cimiento de los gastos de atencidn sanitaria.

@) Use su modelo para predecir los gastos totales de atencion sanitaria en 2009,

Ed
1400 +— 3 &

1200 - -

Gastos de 1000 T—— —
salud (en miles | .

de millones 800 =

SedGiaes  Epo Ao

400 *
200 +
. i i i i
1970 1980 15

Afo

T
I

I

2000

4. Vida media de yodo radiactivo  Un estudiante intenta determinar la vida media del

yvodo radiactivo 131, El mide la cantidad de yodo 131 en una disolucion de muestra cada
8 horas. Sus datos se muestran en la tabla del margen.

a) Construya un diagrama de dispersion de los datos.
bl Use una calculadora para hallar un modelo exponencial.
c) Emplee su modelo para hallar la vida media del yodo 131.

. Ley de Beer-Lambert Cuando la luz del sol pasa por el agua de lagos y océanos es

absorbida, y mientras mids profundo penetra, disminuye mds su intensidad. La intensidad

luminosa [ a la profundidad x estd dada por la ley de Beer-Lamber:

=™

donde [, es la intensidad luminosa en la superficie v & es una constante que depende de la

turbiedad del agua (véase la pagina 364). Un bidlogo utiliza un fotdmetro para investigar

la penetracion en un lago y obtiene los datos de la tabla.

a) Use una calculadora graficadora a fin de hallar la funcion exponencial de la forma
dada por la ley de Beer-Lambert para modelar estos datos. ;Cuil es la intensidad
luminosa [ en la superficie en este dia y cudl es la constante de “turbiedad”™ para
este lago? [Sugerencia: si su calculadora da una funcion de la forma I = ab’, con-
viértala a la forma que desea usando las identidades b* = ™" = ¢*** Véase el
ejemplo 1(b).]

b) Construya un diagrama de dispersion de los datos y grafique en su diagrama de dis-
persion la funcion que encontrd en el inciso a),

¢) Silaintensidad luminosa cae por debajo de 0.15 lamenes (Im), cierta especie de
alga no puede sobrevivir debido a que la fotosintesis es imposible. Use su modelo
del inciso a) para determinar la profundidad debajo de la cual la luz es insuficiente
para que esta alga sobreviva.

La intensidad de la luz decrece
exponencialmente con la
profundidad.

Profundidad | Intensidad luminosa || Profundidad Intensidad luminosa
(pies) {lm) {pies) {Im)
5 13.0 25 1.8
10 1.6 30 1.1
15 4.5 35 0.5
20 2.7 40 0.3
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Exparimentacion con curvas de “olvido”  Todos estamos familiarizados con ¢l
&nﬁnrnndenlﬂdu Los hechos entendidos con claridad al momento de aprenderlos
por primera vez a veces se borran de la memoria a la hora del examen final. Los psicélo-
gos han propuesto varias formas de modelar este proceso. Un modelo de este tipo es la
curva de olvido de Ebbinghaus, descrito en la pdgina 355. Otros modelos utilizan fun-
ciones exponenciales o logaritmicas. Para desarrollar su propio modelo una psicéloga
lleva a cabo un experimento con un grupo de voluntarios pidiéndoles que memoricen
una lista de 100 palabras relacionadas. Ella prueba entonces cudntas de estas palabras
pueden recordar después de varios periodos. Los resultados promedio para el grupo se
muestran en la tabla.

a) Use una calculadora para gréificas a fin de encontrar la funcién de potencia de la
forma y = at® que modela el niimero promedio de palabras y que los voluntarios
recuerdan después de r horas. Después, encuentre una funcién exponencial de la
forma y = ab' para modelar los datos.

b) Construya un diagrama de dispersion de los datos y grafique en su diagrama de
dispersitn las funciones que encontrd en el inciso a).

¢) ;Cudl de las dos funciones al parecer proporciona el mejor modelo?

Tiempo Palabras recordadas

15 min 64.3
1h 45.1
8h 373

1 dia 328

2 dias 269

3 dias 25.6

5 dias 229

154 de plomie En la tabla siguiente se dan las emisiones de plomo en
Euums Unbdnshamcl ambiente en millones de toneladas métricas para 1970-1992.

a) Encuentre un modelo exponencial para estos datos.

b) Encuentre un modelo polinomial de cuarto grado para estos datos.

c) ;Cudl de estas curvas da un mejor modelo para los datos? Use grificas de los dos
modelos para decidir.

d) Use cada modelo para estimar las emisiones de plomo en 1972 y 1982,

Emisiones
Ano de plomo
1970 1949.1
1975 143.8
1980 68.0
1985 183
1988 59
1989 535
1990 5.1
1991 4.5
1992 4.7
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8. Emisiones de escape de automovil En un estudio realizado por la Office of
Science and Technology de Estados Unidos en 1972, se estimé el costo de reducir las
emisiones de automdviles en ciertos porcentajes. Encuentre un modelo exponencial
que capta la tendencia de “rendimiento decreciente™ de los datos mostrados en la tabla

siguiente.
Reduccidn de Costo por
emisiones (%) | automadvil ($)
50 45
55 55
60 62
65 70
70 80
75 90
80 100
85 200
90 375
95 600

3. (Modelo exponencial o de potencia? Los puntos de datos (x, ¥) se muestran en
la tabla.
a) Dibuje un diagrama de dispersién de los datos.
b) Trace diagramas de dispersién de (x, In y) ¥ (In x, In y).
¢) ;Cusl es més apropiada para modelar estos datos, una funcién exponencial o una
funcidn de potencia?
d) Halle una funcién apropiada para modelar los datos.

x ¥
2 0.08
4 0.12
4] 0.18
8 0.25
10 0.36
12 0.52
14 0.73
16 1.06

10. (Modelo exponencial o de potencia? Los puntos de datos (x, ¥) se muestran en
s y la tabla del margen.
10 29 a) Dibuje un diagrama de dispersi6n de los datos.
20 82 b) Trace los diagramas de dispersién de (x, Iny) y (In x, In y).
30 151 ¢) ;Cudl es mds apropiada para modelar estos datos, una funcitn exponencial o una
40 235 funcién de potencia?
23 E d) Halle una funcién apropiada para modelar los datos.
70 546
80 669
o0 797




Tiempo Nimero
{dias) de jejenas
0 10
2 25
4 66
6 144
8 262

10 374
12 446
16 492
18 498
Toneladas meétricas
Afo de carbén mineral
1950 882
1960 839
1970 B94
1980 899
1990 005
2000 909

11.

12
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Crecimiento poblacional logistico  La tabla y el diagrama de dispersién dan la

poblacidn de jejenes en un recipiente de laboratorio cerrado en un periodo de 18 dias.

a) Use el comando Logistic en su calculadora con el fin de hallar un modelo logis-
tico para estos datos.

b) Use el modelo para estimar el tiempo cuando hay 400 jejenes en el recipiente.

1 -

0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 !
Dias

Modelos logaritmicos  Un modelo logaritmico es una funcidn de la forma
y=a+blnx

Muchas relaciones entre variables en el mundo real se pueden modelar mediante este

tipo de funcién. La tabla y el diagrama de dispersién muestran la produccién de carbén

mineral (en toneladas métricas) de una pequefia mina en el norte de la Columbia

Britdnica.

a) Use el comando LnReg en su calculadora con el fin de hallar un modelo logarit-
mico para estas cifras de produccidn.

b} Use el modelo para predecir la produccién de carbén mineral de esta mina en 2010.

Ck .
54 -
Toneladas 900+ - T
métricas
decarb6n 8957 :
mineral  ggn é
B85+ -
[ ]
4 : ; } ' 4 -
1940 1960 1980 2000 f
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Esquema del capitulo

En este capftulo y en el siguiente presentaremos nuevas funciones llamadas funcio-
nes trigonométricas. Las funciones trigonométricas se pueden definir de dos maneras
distintas, pero equivalentes —como funciones de dngulos {l:apitulu 6) o funciones de
nnnmms reales (capftulo 5)—. | v~ o entogues e da i !
pendientes entre st de mesdo que cualgauiera e o . i ;

priniero. Tratamos ambos ﬂnfnquﬂ porque las mferentﬁ np]macmnes requieren que
estudiemos estas funciones de manera distinta. El enfoque de este capitulo se presta
particularmente al modelado del movimiento peniédico.

Si usted se ha subido a una rueda de la fortuna, entonces ya conoce el movimien-
to periédico —es decir, el movimiento que se repite una y otra vez—. Este tipo de
movimiento es comin en la naturaleza. Piense en la salida y en la puesta diarias del
Sol (dia, noche, dia noche, . . .), la variacién diaria en los niveles de las mareas (alta,
baja, alta, baja, . . .), las vibraciones de una hoja en el viento (izquierda, derecha, iz-
quierda, derecha, . . .), o bien, la presitn en los cilindros del motor de un automdvil
(alta, baja, alta, baja, . . .). Para poder describir tal movimiento desde el punto de vista
de las matemiticas necesitamos una funcién cuyos valores aumenten, luego disminu-
yan, luego se incrementen, . . ., ¥ que se repita este patron indefinidamente. Para en-
tender cémo definir tal funcién, veamos la rueda de la fortuna otra vez. Una persona
que vaya en la rueda sube y baja, sube y baja, . . . . La grifica muestra qué tan alto es-
td la persona por arriba del centro de la rueda de la fortuna en el tiempo . Observe
que mientras la rueda gira la gréfica sube y baja en forma repetida.

-

Definimos la funcidn trigonométrica seno de manera similar. Empezamos con un
circulo de radio 1, y para cada distancia t a lo largo del arco del circulo que termina
en (x, y) definimos el valor de la funcién sen r como la altura, o bien, la coordenada vy,
de ese punto. Para aplicar esta funcitn a situaciones del mundo cotidiano aplicamos
las transformaciones que aprendimos en el capitulo 2 para acorntar, ampliar o despla-
zar la funcién con el fin de ajustar la variacion que estamos modelando.

Hay seis funciones trigonométricas, cada una con propiedades especiales. En este
capftulo estudiamos sus definiciones, gréificas y aplicaciones. En la seccién 5.5, vemos

399
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cdmo se pueden utilizar las funciones trigonométricas para modelar el movimiento
armonico.

-
| X

T
NP,

.II+_'F==1

Figura 1
Circulo unitario

En esta seccién exploramos algunas propiedades del circulo de radio 1 con centro en
el origen. Estas propiedades se aplican en la seccién siguiente para definir las funcio-
nes trigonomeétricas.

Circulo unitario

El conjunto de puntos a una distancia de 1 a partir del origen es un circulo de radio 1
(véase figura 1). En la secciéon 1.8 aprendimos que la ecuacion de esta circunferencia
esr+y =1

Circulo unitario

El circulo unitario es el que tiene un radio igual a 1 y su centro estd en ¢l
origen de un plano xy. Su ecuacién es

P+y=1

o1 Un punto en el circulo unitario

Demuestre que el punto F(%ﬁ ?) estd en el circulo unitario.

Soluciéon Necesitamos demostrar que este punto cumple con la ecuacidn del
circulo unitario, es decir, X + y* = 1. Puesto que

(2 - () 3+~

P estd en el circulo unitario. -

plo2 Localizacion de un punto en el circulo unitario

El punto P(V/3/2, y) estd en el circulo unitario en el cuadrante IV. Encuentre su
coordenada y.

Solucion Puesto que el punto estd en el circulo unitario, entonces

31
(%)
|
2 ey
e e
y 3 &
=+l
Y==3

Como el punto estd en el cuadrante IV, su coordenada y debe ser negativa, asf
=5
que y = =% -
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Puntos sobre la circunferencia del circulo unitario

Suponga que 7 es un nimero real. Recorramos una distancia r a lo largo del circulo
unitario, empezando en el punto (1, 0) y desplazdndonos en sentido contrario al de
las manecillas del reloj si r es positiva, o bien, en el sentido de las manecillas del re-
loj si t es negativa (figura 2). Asi llegamos al punto P(x, y) sobre el circulo unitario.
El punto P(x, ¥) obtenido de esta manera se llama punto sobre la circunferencia

determinado por el nimero real 1.
Yi Yi
F[-.:.JI-I'I‘*..— r =\
0 1 x 0 / 1 x
..-lll".
P(x, y)

a) Punto P{x, y) sobre la circunferencia b) Punto P(x, y) sobre la circunferencia
Figura 2 determinado port > 0 determinado por r < 0

La circunferencia del circulo unitario es C = 2w(1} = 2. Entonces, si un punto
empieza en (1, 0) y se desplaza en el sentido contrario al de las manecillas del reloj a
lo largo de toda la circunferencia y regresa a (1, (), se desplaza una distancia de 2.
Para desplazarse medio camino alrededor del circulo, recorre una distancia de
1(27) = . Para moverse un cuarto de la distancia alrededor del circulo, recorre
una distancia de {(27) = m/2. ;En dénde se encuentra este punto cuando recorre estas
distancias a lo largo del circulo? Segtn la figura 3, vemos por ejemplo que cuando
recorre una distancia de o iniciando en (1, 0), el punto final es (=1, 0).

ya ¥i ¥i ¥i

% PR I W % P

P(0,—1)

i

Figura 3 =
Puntos sobre la circunferencia Eje i Determinacion de los puntos

: iy npio 4 -
determinados port = 3, 7,5 ¥ 2% sobre la circunferencia ﬁ

Calcule el punto sobre la circunferencia del circulo unitario determinado por
cada nimero real r.
T

a) t = 3w by t=—-m E}IE-E

Solucién De acuerdo con la figura 4 observamos lo siguiente.
a) El punto determinado por 37 es (-1, 0).
b) El punto determinado por —m es (=1, 0).
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b T
/.

L%

¢) El punto determinado por —/2 es (0, —1).

Y& ¥

W
ol

\u_/ l =:: \c: | i
Pi0,-1)
Observe que valores diferentes de r pueden determinar el mismo punto. -

El punto terminal P{x, v) determinado por t = /4 es la misma distancia desde (1, 0)
que de (0, 1) a lo largo del circulo unitario (véase figura 5).

¥i
y=x

NP Y

\

0 1 x

Figura 5

Puesto que el circulo unitario es simétrico con respecto a la recta y = x, se infiere
que P queda sobre la recta y = x. De este modo, P es el punto, en el primer cuadrante,
donde se cortan la circunferencia X’ + y* = 1 y larecta y = x. Al sustituir y por x en
la ecuacién de la circunferencia, tenemos

2t =1 Combinacién de términps semejantes
2 | ook
Xt =— Divigidn entre 2
2
I e ,
x==x V3 Obtencion de las ralces cuadradas

Como P estd en el primer cuadrante, X = 1/V2 y como ¥y = X, énfonces tenemos
también y = 1/V/2. Por lo tanto, el punto determinado por /4 es

A dp) (29



Figura 7
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Se pueden aplicar métodos similares para calcular los puntos sobre la circunferencia
determinados por t = /6 y t = /3. Véanse ejercicios 55 y 56. En la tabla 1 y en la
figura 6 se dan los puntos para algunos valores especiales de .

Tabla 1
Punto
f determinado por ¢
1] (1, 0}
: (£
'T ': \‘:__ "L_J':J
3 (3 %)
5 (0, 1)

Figura 6

_ Determinacion de puntos sobre la circunferencia
Calcule el punto sobre la circunferencia determinado por cada ndmero real dado 1.

o 1= 5T

3w
W3 6

a) f=—
4

Solucion

a) Sea P el punto determinado por —m/4, y sea O el punto determinado por /4.
A partir de la figura 7(a) vemos que el punto P tiene las mismas coordenadas
que (, pero no el signo. Puesto que P esti en el cuadrante IV, su coordenada x

es positiva y su coordenada v es negativa. Por consiguiente, €l punto sobre la
circunferencia es P(V2/2,—V2/2).

Yi ¥i

[

a9
,/E
2l Gl
o

D
N

\1/

b) c)

o
b - |
C
=Y

b) Sea P el punto sobre la circunferencia determinado por 374, v sea O el punto
determinado por /4. En la figura 7(b) observamos que el punto P tiene
las mismas coordenadas que (., pero el signo es distinto. Como P estd en el cua-
drante 11, su coordenada x es negativa y su coordenada y es positiva. Por consi-
guiente, el punto es P{—V/2/2, V2/2).



404 CAPITULO 5 Funciones trigonométricas de nimeros reales

c) Sea P el punto sobre la circunferencia determinado por —5m/6 v sea Q el pun-
to definido por /6. De acuerdo con la figura 7(c), vemos que el punto P tiene
las mismas coordenadas que Q, pero signo distinto. Puesto que P estd en el cua-
drante [1I, sus coordenadas son negativas. Por consiguiente, el punto es

P(~V3/2, -}) E

Numero de referencia

Segtin los ejemplos 3 y 4, vemos que para encontrar el punto sobre la circunferencia
en cualquier cuadrante sélo es necesario conocer el punto “correspondiente”™ en el
primer cuadrante. Usamos el concepto de niimero de referencia como un auxiliar en
el cdlculo de los puntos sobre la circunferencia.

Numero de referencia

' Sea t un nimero real. El ndmero de referencia f asociado a r es la distancia
miis corta a lo largo del circulo unitario entre el punto sobre la circunferencia de-
terminado por ¢ y el eje x.

En la figura 8 se ilustra que para calcular el nimero de referencia f es (til saber en
qué cuadrante estd el punto que se determind mediante . Si el punto quedo en los cua-
drantes 1 o 1V, donde x es positivo, encontramos { desplazindonos a lo largo del
circulo hasta el eje positive x. Si queda en los cuadrantes 11 o I11, donde x es negativa,
encontramos ! recorriendo el circulo hasta el eje x negativo.

-

Yi Yi Yi Vi

Figura 8
Nimero de referencia 1 para 7

5 Determinacion de los nimeros de referencia ﬁ

Encuentre el nimero de referencia para cada valor de r.

S T 2
H,‘li‘—? h}i‘—T LJI—__T d) +=530
Solucion Encontramos los nimeros de referencia en la figura 9 como sigue.
a) t=m-— 5—17- =7
f V]

2 T &
b) 1=2m R
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c) I= 11__2_11‘_31:
3 3

d) f=2m — 580 =048

1 yi

:é\
r
.

™,
NP

Uso de los numeros de referencia para los puntos sobre

la circunferencia

Para determinar el punto P definido por cualquier valor de 1, seguimos los pasos
siguientes:

1. Encontrar el nimero de referencia 1.
2. Encontrar el punto sobre la circunferencia (a, b) definido por 7,

3. El punto determinado por t es P(*a, =b), donde los signos se eligen de
acuerdo con el cuadrante en el cual estd este punto sobre la circunferencia.

6 Uso de los nimeros de referencia
para hallar los puntos sobre la circunferencia

Calcule el punto sobre la circunferencia determinado por cada uno de los nlimeros
reales f.

ST T 2T
E e— h —_— _— e —
a) t 5 )t p c) 3

Solucion Los niimeros de referencia asociados con estos valores de t se calcula-
ron en el ejemplo 5.

a) El ndmero de referencia es I = /6, el cual define el punto sobre la circunferen-
cia (V3/2, }) segiin la tabla 1. Puesto que el punto determinado por ¢ estd en el
cuadrante I1, su coordenada x es negativa y su coordenada y es positiva. Por con-
siguiente, el punto sobre la circunferencia deseado es

( N 1)
29

b) El niimero de referencia es i = /4, el cual determina el punto sobre la cir-
cunferencia ( V2/2, V2/2) de acuerdo con la tabla 1. Como el punto estd en
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¥a

(5
2

P
=

0

an
NP

=T

¢l cuadrante IV, su coordenada x es positiva y su coordenada y es negativa. Por
consiguiente, el punto sobre la circunferencia deseado es
(v_’f uv_‘f)
3 2
¢) El nimero de referencia es { = /3, el cual determina el punto sobre la

circunferencia G ‘lu‘@f!] segin la tabla 1. Como el punto determinado por r
estd en el cuadrante III, sus coordenadas son ambas negativas. Por lo tanto, el

punto deseado es ( 1 _"""E )
R .

Puesto que la circunferencia del circulo unitario es 24, el punto sobre la circunfe-
rencia determinado por ¢ es el mismo que el determinado port + 2w ot — 27. En
general, podemos sumar o restar 27 cualquier nimero de veces sin cambiar el punto

sobre la circunferencia determinado por 1. Aplicamos esta observacidn en el ejem-
plo siguiente para hallar los puntos sobre la circunferencia para r grandes.

Ejemplo 7 Determinacion del punto sobre la circunferencia
para t grandes

Calcule el punto sobre la circunferencia definido por ¢ = -2%11.

Solucion Puesto que
(=BT 5T
6 6
vemos que el punto sobre la circunferencia determinado por ¢ es el mismo que el

de 5m/6 (es decir, restamos 47r). Entonces, por el ejemplo 6(a) el punto buscado es

Figura 10 (—V3/2, 1). (Véase figura 10.) "
BEEE Ejercicios
1-6 ® Demuestre que el punto estd en el eirculo unitario, 13-18 = El punto P estd en el circulo unitario. Encuentre Flx, y)
. (4 3) 1.( 12 N ("." 14) a partir de la informacidn proporcionada.
+ 3 S el 13, Lacoordenada x de Pes $ y la coordenada y es
L (_E _IV’E) " (_V"f_:r 2 " ("v’ﬁ g) positiva,
7T 7 ’ 3'3 6 '6
14. La coordenada v de Pes —} y la coordenada x es
7-12 ® Determine la coordenada faltante de P si sabemos que positiva,
P estd en el circulo unitano en el cuadrante dado
15. Lacoordenada y de Pes$ y la coordenada x es
Coordenadas Cuadrante negativa.
LA-% ) I .
16. La coordenada x de F es positiva y la coordenada y de P
8. P -3%) v es = V/3/5.
9. ; Il
P{1 Y 17. La coordenada x de P es — V/2/3 y P queda abajo
10. P{sr ] 1 del eje x.
1. A, -3 AY
12. P-4, } . 18. La coordenada x de P es — y P queda por encima

del eje x.



19-20 = Encuentre  y el punto sobre la circunferencia deter-
minado por ¢ para cada punto de la figura. En el gjercicio 19, ¢
aumenta en incrementos de m/4; en el ejercicio 20, r aumenta
en incrementos de /6.
19, 20.

Y Yi

1

21-30 » Calcule el punto Px, y) sobre el circulo unitario definido
por el valor dado de 1.

w 3w
21. ¢ - 22 ¢ 2
5w T
ﬂ-..l'—? 24.1—?
T S
T--'S-I—'-3 3&:-3
37, 28, 1= -2
3
iw 1l
H‘.I‘——T 3“.!—-?

31. Suponga que el punto definido por  es el punto (3, 1) del
circulo unitario. Encuenire el punto sobre la circunferencia
definido por cada uno de los siguientes valores.

a) w—1t b) —t
c) w+1 d) 2w + ¢

32. Suponga que el punto determinado por ¢ es el punto (5, V7/4)

del circulo unitario. Encuentre el punto determinado por

cada uno de los valores siguientes.
a) —r b) 4w + 1t
c)w—1 d) r— =

33-36 = Calcule ¢l niimero de referencia para cada valor de 1.

SE.I}IH%E h,'l:=1?1r
clt-—? ﬂ}1=%

HI}I'=5?T h].*=1%
c‘,i:=“TTr d) = ——

SECCION 5.1 Circulo unitario 407

T
h'.l-'—*'?
d)yr=35

O
h]l—"'T
d)t=-7

37-50 » Calcule a) el nimero de referencia de cada valor de ¢

y b) el punto determinado por 1.

Jﬁ.n]t=57”
c) r=-3
36. a]r=”Tw
) 1=6
:l-'J'.:=ITmIr
35'.:=%"
41.:=—2Tﬂ
. s- 2
45.:=F'%r
41'.r=“]%
H.:=%

3&.:=?
Iﬂ.r=?
41.:=—1g—r~
H.:=”Tﬂ
Ii.:=”T“
Is.:=3—:T-
HI.:=—“T“

51-54 » Mediante la figura encuenire el punto sobre la circun-
ferencia determinado por el ndmero real 1, con coordenadas con

una cifra decimal.

r=1]
t=25

£ 282
i
‘1

Descubrimiento * Debate

55, Determinacion del punto sobre la circunferencis pars
=/t Suponga que P{x, ¥) s el punto sobre la circunferencia
determinado por 1 = /6 y los puntos Q y R son los mostrados
en la figura de la pégina siguiente. ; Por qué las distancias PQ
¥ PR son iguales? Use este hecho junto con la férmula de la
distancia para demostrar que las coordenadas de P cumplen
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ion 1a i6n 2y = vV + (v — ]}z_ Simplifique esta 56. Caleculo del punto sobre la circunferencia de /3 Ahora
ecuacién utilizando el hecho de que x* + y* = 1. Resuelva que ya conoce el punto determinado por ¢ = /6, aplique la

la ecuacién simplificada y determine P(x, y).

¥i
R(0,1)

simetria para encontrar el punto determinado por 1 = /3
(véase la figura). Explique su razonamiento.

¥i

5

W

Eﬁg'

JE

b

Figura 1

.

=Y

0 1

| | - - i i
n Funciones Lrigonomeiricas de numeros reales

Una funcién es una regla que asigna a cada mimero real otro nimero real. En esta
seccidn utilizamos las propiedades del circulo unitario de acuerdo con la seccién an-
terior para definir las funciones trigonométricas.

Funciones trigonometricas

Recuerde que encontrar el punto P(x, y) sobre la circunferencia para un nimero real
dado r, recorremos una distancia r a lo largo del circulo unitario, empezando en el
punto (1, 0). Nos movemos en sentido contrario al de las manecillas del reloj si 1 es po-
sitiva y en el sentido de las manecillas si t es negativa (véase figura 1). Ahora usamos
las coordenadas x y y del punto P(x, y) para definir varias funciones. Por ejemplo, de-
finimos la funcidén llamada seno asignando a cada ndmero real r la coordenada y
del punto Plx, y) determinado por 1. Las funciones coseno, tangente, cosecante, secante
y cotangente se definen también usando las coordenadas de P(x, y).

Definicion de las funciones trigonomeétricas

Sea t un nimero real y sea Px, v) el punto del circulo unitario determinado
por 7. Definimos

sent =y cost=x I;ani‘=i (x # 0)

1 1 x
t=— #F0 = — # 0 ot =— + 0
et (¥ # 0) sec! = — (x # 0) SRS (¥ #0)

Como las funciones trigonométricas se pueden definir en términos del circulo uni-
tario, algunas veces se les llama funciones circulares.



SECCION 5.2 Funciones trigonométricas de nimeros reales

409

Relaciones de las funciones
trigonomeétricas de los angulos

Si usted estudid las propiedades trigonométricas
de los triangulos rectangulos (capitulo B), quiza se
esté preguntando coémo el seno y el coseno de un
angulo se relacionan con esta seccidn. Para saber-
lo, iniciemos con un triangulo rectangulo AOPQ.

Tridngulo rectingulo OPQ

Localice el triangulo en el plano coordenado
como se muestra, con el angulo # en la posicidn
norrmal.

Fx, v) es el punio
determinado por 1.

El punto P'(x, v} de la figura es el punto que esta
determinado por el arco t. Observe gue el tridngu-
lo OFPQ es semejante al triangulo pequeno OP'Q’
Ccuyos catetos miden xy v

Ahora, por la definicion de las funcicnes trigo-
nometricas del angulo # tenemos

- ﬂp_Pﬂ_PJ‘GF
enl="tp —oP OP
=I=
1 ¥
S E_cat.adv.=ﬂﬂ=ﬂﬂ’
hp  OP  OP
X
==X

Por la definicién de las funciones trigonométri-
cas del numero real t tenemos

SeNnt=y COStl= X

Ahora, si 8 se mide en radianes, entonces @ = t
(véase la figura). Entonces, las funciones trigono-
metricas del angulo con # dado en radianes son
exactamente las mismas que las funciones trigono-
métricas definidas en términos del punto sobre la
circunferencia determinado por el nimero real t.

Yi

Pix,v)
..-""! I
Q/l I
La medida en radianes
del angulo # es 1.

¢Por qué estudiar entonces trigonometria de
dos maneras distintas? Porque aplicaciones dife-
rentes requieren que veamos de forma distinta
las funciones trigonométricas. (Compare la sec-
cion 5.5 con las secciones 6.2, 6.4 y 6.5.)
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a
N

Figura 2

¥i
PO, 1)

=¥

Figura 3

Podemos recordar con toda facilidad
los senos ¥ los cosenos de los dngulos

o

hésicos escribiéndolos en la forma
Va2
I senf COST
0 2 Va2
6 VT/2 V3 [2
w4 vi/2 V22
w3 Vifz Vif2
w2 Va2 vif2

CAPITULO 5 Funciones trigonométricas de numeros reales

_ Evaluacion de las funciones trigonométricas
Calcule las seis funciones trigonométricas de cada nimero real t dado.

T T
a]t-3 h}:-z
Solucién

a) Segin la tabla 1 de la pdgina 403, vemos que ¢l punto determinado por
r=mf3es P[% 'Vﬁ,-"?] (Véase figura 2.) Puesto que las coordenadas son x = |

y ¥y = V3/2, entonces

Wig=m  ®gs, WyTp TV
3 K 3 4 Vif2 3
b) El punto determinado por /2 es P(0, 1). (Véase figura 3.) Entonces,
) m T | T 0
sen cos - 0 ©5¢ 5 = 1 cot T 0
Pero tan 72 y sec 72 no estédn definidas porque x = 0 aparece en el denominador
en cada una de sus definiciones. ]

Algunos valores especiales de las funciones trigonométricas se listan en la tabla 1.
Esta tabla se obtiene con facilidad de la tabla 1 de la seccién 5.1, junto con las defi-
niciones de las funciones trigonométricas.

Tabla 1 Valores especiales de las funciones trigonométricas

I sen r iCOSs tan r CsC I secr cotr
0 0 1 0 _ I _
IR IR
= ¥ ¥ | V3 v |
IEIRIESCANNE.
% | 0 = | = 0

En el ejemplo | se puede observar que algunas de las funciones trigonométricas
no estdn definidas para ciertos nimeros reales. Asf que necesitamos determinar sus
dominios. Las funciones seno y coseno estdn definidas para todos los valores de ¢.
Como las funciones cotangente y cosecante tienen y en el denominador de sus defi-
niciones, no estdn definidas cuando la coordenada y del punto P(x, y) determinado por
t sea . Esto sucede cuando ¢ = nr para cualquier entero n, de modo que sus dominios
no incluyen estos puntos. Las funciones tangente y secante tienen x en el denominador
en sus definiciones, de modo que no estdn definidas cuando x = 0. Esto sucede cuan-
do t = (w/2) + nm para cualquier entero n.



La siguiente regla nemotécnica le ayuda
a recordar cudles funciones trigonomé-
tricas son positivas en cada uno de los
cuadrantes: Todas, Seno, Tangente

o Coseno.

Seno Todas

=T

Tangente | Coseno

Lo puede recordar mejor como: “Todas
las Estudiantes Toman Célculo.”

SECCION 5.2 Funciones trigonométricas de nimeros reales an

Dominios de las funciones trigonometricas

Funcion Dominio
sen, cos Todos los nimeros reales
] 11- ]
Lan, sec Todos los niimeros reales diferentes de 3 + nr para cualquier
eniero B
COL, CS¢C Todos los nimeros reales que no sean nar para cualquier
entero n

Valores de las funciones trigonométricas

Para calcular otros valores de las funciones trigonométricas primero determinamos
los signos. Los signos de las funciones trigonométricas dependen del cuadrante en el
cual se encuentre el punto determinado por t. Por ejemplo, si el punto P(x, y) deter-
minado por ¢ estd en el cuadrante 111, entonces las coordenadas son negativas. Enton-
ces, sen I, cos [, CsC I Y sec [ son negativas, en tanto que tan f y col  son positivas.
Puede comprobar los otros valores en el recuadro siguiente.

Signos de las funciones trigonomeétricas

Cuadrante Funciones positivas Funciones negativas
I todas ninguna
1l Sen, CsC COs, sec, lan, col
Il tan, cot s€n, CSC, COS8, Sec
v COSs, seC sen, csc, tan, cot

"Ejemplo 2 Determinacion del signo

de la funcion trigonomeétrica

a) cos g— = (), porque el punto determinado por 1 = % estd en el cuadrante 1.

b) tan 4 > 0, porque el punto determinado por r = 4 estd en el cuadrante II1.

c) Sicosr<0ysenr > (), entonces el punto determinado por r tiene que estar
en el cuadrante II. .

En la seccidn 5.1 usamos el nimero de referencia para determinar el punto que define
un nimero real 1. Como las funciones trigonométricas estin definidas en términos
de las coordenadas de los puntos sobre la circunferencia, podemos utilizar el nime-
ro de referencia para encontrar valores de las funciones trigonométricas. Suponga
que f es el nimero de referencia de r. Entonces el punto sobre la circunferencia ¢ tiene
las mismas coordenadas, excepto posiblemente el signo, que el punto que determina 7.
De este modo, los valores de las funciones trigonométricas en ¢ son los mismos, excep-
to quizds el signo, que sus valores en 7. Tlustramos este procedimiento en el siguiente
ejemplo.
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'Elemple 3 Evaluacion de las funciones trigonométricas &

Determine cada uno de los valores,

2 T 197
a) cos 3 b) tan(—}) c) s::nT
Solucion

a) El nimero de referencia para 273 es w/3 (véase figura 4(a)). Puesto que el
nimero final de 2773 estd en el cuadrante II, cos (27/3) es negativo. Por

consiguiente

msz—# = —cos = = -
3 3 2

Signo Ndmero de Segdn la
referencia tabla1

b) El niimero de referencia de — /3 es /3 (véase figura 4(b)). Como el punto defi-
nido por —r/3 estd en el cuadrante IV, tan(—/3) es negativo. Por lo tanto,

15 P,
m(i)— tan = V3

Signo Nimerode Segin la
referencia  tabla 1
¢) Como (197/4) — 47 = 3m/4, los puntos determinados por 197/4 v 37/4 son
iguales. El niimero de referencia para 37/4 es 7/4 (véase la figura 4(c)). Puesto
que el punto sobre la circunferencia de 37/4 estd en el cuadrante I1, sen(37/4)
es positivo. Por consiguiente,

senw—#—scnj—w— +se.n£—£
4 4 4 2
Festade4w  Signo Nimerode Seglinla
referencia Tabla 1 [ |
Yi ¥

a) b) c)

Hasta este momento hemos podido calcular los valores de las funciones trigonomé-
tricas sdlo para ciertos valores de r. De hecho, podemos calcular los valores de funcio-
nes trigonométricas siempre y cuando ¢ sea un miltiplo de w/6, #/4, 7/3 v w/2.
;Cémo podemos calcular las funciones trigonométricas para otros valores de 1? Por
ejemplo, jcémo podemos determinar sen 1.57 Una manera es dibujar con todo cuida-
do un diagrama v leer el valor (véase ejercicios 37-44); no obstante, este método no es
muy seguro. Por fortuna hay procedimientos mateméticos que estin programados en la
calculadora cientifica (véase nota al margen en la pdgina 436) que calculan los valores
de seno, coseno y tangente que son correctos con todas la cifras decimales que se ven



Figura 5

Las funciones pares ¢ impares se
definen en la seccion 2.4,

SECCION 5.2 Funciones trigonométricas de nimeros reales 413

en la pantalla. La calculadora debe estar puesta en el modo de radianes para poder
evaluar estas funciones. Para determinar los valores de cosecante, secante y cotangen-
te usando una calculadora es necesario aplicar las relaciones reciprocas siguientes:

1 1
cscf = —— secf = —— cott = ——
sen r Cos I tan 1

Estas identidades se infieren de las definiciones de las funciones trigonométricas.
Por ejemplo, como sen ¢ = y y csc 1 = 1/y, tenemos csc ¢ = 1/y = 1/(sen 1), Las otras
se infieren de manera similar.

- Uso de la calculadora para evaluar funciones
trigonométricas

Asegurémonos de que la calculadora estd en el modo de radianes y de redondear el
resultado a seis cifras decimales; entonces tenemos

a) sen 2.2 = 0.808496 b) cos 1.1 = 0.453596
1

1
c) cot28 = = —3,553286 d) csc 0.98 = <en 0.08

tan 28

= 1.204098 L

Consideremos la relacién entre las funciones trigonométricas de ¢ y las de —1.
Segtin la figura 5, se puede observar que

sen(—f)= —y = —sent

cos(—f)=x=cost

Estas ecuaciones muestran que el seno y la tangente son funciones impares, en tanto
que el coseno es una funcién par. Es ficil observar que el reciproco de una funcidn
par es par y el reciproco de una funcidén impar es impar. Este hecho, junto con las re-
laciones reciprocas, completa nuestro conocimiento de las propiedades par-impar para
todas las funciones trigonométricas.

Propiedades pares e impares

El seno, la cosecante, la tangente y la cotangente son funciones impares; el
coseno y la secante son funciones pares,

sen(—1) = —sen? cos(—f) = cos tan{—f) = —tan f

cso(=1) = —csc i sec(—1) = sect col{—r) = —cot t

"Ejemplo5 Funciones trigonométricas pares e impares
Utilice las propiedades pares e impares de las funciones trigonométricas para deter-

minar cada uno de los valores.

snld) o)
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El valor de =

. El nimero & es la relacion de la
circunferencia de un circulo a su
didmetro. Desde épocas muy an-

| tiguas se sabe que esta relacidn es

. la misma en todos los circulos, El

. primer esfuerzo sistemdiico para

enconirar una aproximacién nu-

mérica de 7 lo hizo Arquimedes

(alrededor de 240 a.C.), quien de-

mostrd que 5 < 7 < % determi-

nando el perimetro de poligonos

regulares inscritos en un circulo y

circunscritos al mismo.

' Por el afio 480 d.C., el fisico
| chino Tsu Ch'ung-chih dio la
aproximacion

o= = 3141592, ..

la cual es correcta hasta la sexta
cifra decimal. Este valor se consi-
derd como la estimacion mis apro-
ximada hasta que el matemitico
holandés Adnanus Romanus ( 1593)
utilizé poligonos de mds de mil mi-
llones de lados para calcular 7 con
15 cifras decimales. En el siglo xvi,
. los matemiticos empezaron a usar
| series infinitas e identidades trigo-
nométricas en la bisqueda de w.
El inglés William Shanks paso 15
afios {1858-1873) aplicando estos
métodos para calcular = con 707
decimales, pero en 1946 se descu-
brid que estas cifras eran errdneas
a partir de la cifra decimal 528. En
la actualidad, con la ayuda de
' computadoras los matemiticos en
forma rutinaria determinan ¥ con
millones de cifras decimales.

| et — == = e =

Soluciéon De acuerdo con las propiedades pares-impares y la tabla 1, tenemos

T T 1 \

a) Hn(—g) - —HE-IIE = _E El seno es impar

b) {:ﬂs(—E) = C08 7= —“—ﬁ El coseno es par ]
4 4 2

Identidades fundamentales

Las funciones trigonométricas se relacionan entre si mediante ecuaciones llamadas
identidades trigonométricas. Presentamos las mds importantes en el recuadro si-
guiente.*

Identidades fundamentales

Identidades reciprocas
| | 1

CBCl = —— seCl = — cotl=——
seni Cos I tan 1

sen r Cos [

TRIL e Cq | == ——t—

Cos 1 sen r

Identidades pitagéricas

sen’t + cos’t = | tan’t + 1 = sec’t 1 + cot’t = csc’t

® Demostracion Las identidades reciprocas se infieren inmediatamente de
la definicidén de la pdgina 408. Enseguida demostramos las identidades pitagdricas.
Por definicidn, cos t = x y sen t = y, donde x y y son las coordenadas de un punto
P(x, y) en el circulo unitario. Puesto que P(x, y) estdn sobre el circulo unitario, tene-
mos x* + ¥* = 1. Por consiguiente

sen’t + cos’t = |
Al dividir ambos miembros entre cos’t (siempre que cos ¢ # 0), tenemos

2 2
sen-t  cosT l
+

cos’t cost  cos’t

R ]
— o} l —_—
cos i cos [

tan’t + 1 = sec’t

I

Hemos usado las identidades reciprocas sen rfcos 1 = tan r y 1/cos 1 = sec 1. De
manera similar, al dividir ambos miembros de la primera identidad pitagérica entre
sen’t (siempre que sen ¢ # 0) obtenemos 1 + cot’t = csc’t. u

= Nos apegamos a la convencidn usual de escribir sen’t en lugar de (sen 1), En general, escribimos sen®r en lugar
de (sen )" para todos los enteros #, excepio n = — 1. Al exponente 7 = — 1 s¢ ke asignari otro significado en la
secoitn 7.4, Naturalmente, la misma convencidn se aplica a las otras cinco funciones trigonoméiricas.
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Como su nombre lo indica, las identidades fundamentales tienen un papel esencial
en la trigonometria porque podemos usarlas para relacionar cualquier funcién trigo-
nométrica con cualquier otra. Entonces, si conocemos el valor de cualqumera de las
funciones trigonométricas en #, podemos calcular los valores de todas las otras en 1.

| Calculo de todas las funciones -
trigonomeétricas a partir del valor de una ﬁ

Sicos t = 1y testd en el cuadrante IV, calcule los valores de todas las funciones
trigonométricas en 1.

Soluciéon De acuerdo con las identidades pitagéricas tenemos

sen’t + cos’t = 1

sen’r + {%)2 =1 Sustitucidn de cos t = :'
sen’t = 1 — 3% = X Despele de sen’t
senft = ili' Otrtencién de las ralces cuadradas

Puesto que este punto esti en el cuadrante [V, sen r es negativo, de modo que
sent = —E, Ahora que ya conocemos tanto sen { como cos f, podemos calcular los
valores de las otras funciones trigonométricas usando las identidades reciprocas.

. 4+ A 3 e Sen f “i 4
SRl = —— COR | = — e
5 5 cos 1 E 3
r 1 3 : | 5 s 3
C8Cl = —— = =—— sec | = —— = — C B e B
sen f 4 cost 3 [ 4 [ ]

57 Expresar una funcion trigonométrica
en funcion de otra

Escriba tan r en funcidén de cos 1, donde r estd en el cuadrante I1I1.

Solucién Como tan 1 = sen t/cos 1, necesitamos escribir sen ¢ en términos de
cos . De acuerdo con las identidades pitagdricas tenemos

sen’t + cos’t = |

sen’t = 1 = cos’t Despeje de sen‘t

sent = *V1 — cos’r OFtencidn de las ralces cuadradas

Como sen ¢ es negativo en ¢l cuadrante I11, el signo negativo se aplica aqui. Por
lo tanto,

V1 - cost
sen f —% 1 — cos’f

 cos! cos -

tan r
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L
m"
£

1=2 ® Determine sen ! y cos ! para los valores de f cuyos puntos
al final del recorrido se muestran en el circulo unitario de la figura.
En el ejercicio 1, r aumenta en incrementos de 7/4; en el ejerci-
cio 2, f se incrementa en incrementos de /6. (Véanse ejercicios
19 y 20 de la seccidn 5.1.)

1.

el ndimero real dado.

T 2 2
3 :}sr.-n? b) cmT c]tan?
4. a) s:ns— h}mss—w cltanij
6 6
T m 11w
5& — =i — —
a) sen 5 b) ( ﬁ) €) sen P
6. &) cos — b) ms(—jl) c) cos —
3 3 3
in 5w
7. a) :‘-DET b) {:GET c) I:IJST
8. a) sen — h}smi—# c]sr,nT—ﬂ
T T Tw
!In]scna h}cscs c}cm3

'
10. a) cos h_E)

/
11. a) sen ")

{ 3w Ir 3r
12, a) su:nk—?) b) Eﬂ!(—?) c) vl'.‘ill(—?)

117 1l T
13. a) mT b) cm:T c) sﬂ:(--j-)

7 T Tar
lta}m?ﬂ l:.'isn:? c}m?

S

T

15. l}tﬂn'ﬁ- h}tﬂﬂ? E]tanT
T 2 S
16. a) m(_i) b) cmT c) cm?
™ m ™
voe(-f) we(-f)  ow(-F)
S S5 S
18. a) -ﬂ:n—; h}svm:T c) tan n
19. a) m(—i) b) cac = Tt
E 2 2 2
20. a) sec(—m) b) secw c) sec 4w
21. a) sen 13w b} cos 14w ¢) tan 157
2
22. a) san% h}m% c) mt?%

23-26 ® Encuentre el valor de cada una de las seis funciones
trigonométricas, si estin definidas, en el ndmero real dado r.
Utilice sus respuestas para completar la tabla.

23, 1=0 Mr=% 25, t=1 zﬁ.:=1;-’-
I senf | cosr | tanr CSC I S&ecr cot

0 0 l indefinida

3

T 0 indefinida
I

27-36 ® Se proporciona el punto Px, y) determinado por un
nimero real r. Encuentre sen f, cos 1 y tan [.

V5 11) ( 1 2v2

¥ o 3“- 'E*"T)
wa) 40 9
3l (— T 32 H.,H)
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3744 ® Estime el valor aproximado de la funcidn tigonomé-
irica dada usando a) la figura y b) una calculadora. Compare
los dos valores.

37. sen | :
A8, cos 0.8
39, sen 1.2
40. cos 5

41. tan 0.8
42, tan{—1.3)
. cos 4.1
sen(—5.2)

4548 ® Encuentre el signo de la expresion si el punto determi-
nado por f estd en el cuadrante indicado.

45, senrcosf, cuadrante [1 46. tan 1 sec ¢, cuadrante [V
tan f sen f

47. —————, cuadrante IIl 48, cos ¢ sec t, cualquier
d cuadrante

49-52 ® A partir de la informacién dada encuentre el cuadrante
en ¢l cual estd el punto determinado por 1.

50. tanr >0ysenr<0

52, cosr<0Oycotr<0
-

53-62 W Escniba la primera expresion en términos de la segunda
si el punto determinado por r estd en el cuadrante indicado.

53, senr,cost; cuadrante [1 54, cosr senr; cuadrante I'V
55, tant, senf; cuadrante IV 56, tanf, cos¢; cuadrante III
58, cscr, cots; cuadrante [T
59, tan f, sec r; cuadrante [I1 60, sen ¢, secr; cuadrante IV
6L. tan’r, sen t; cualquier cuadrante

49. senr>0ycost <0

Sl cscr>0ysect<0

5§7. sec t,tan t; cuadrante Il

62. sec’t sen’t, cos t;  cualquier cuadrante

63-T0 ® Determine los valores de las funciones tnigonométricas
de 1 a partir de la informacion proporcionada.

6). senr = %
64. cos1 = —31, el punto definido por 1 estd en el cuadrante 111
65. sect =3, el punto definido por 1 estd en el cuadranie I'V
66. tan ¢ = I, ¢l punto definido por 1 estd en el cuadrante 111
68, secr=2, sentr<0

70. tanr= =4, cscr>0

el punto definido por t estd en el cuadrante 11

67. tant = =3, cost>10

1

69. sent = —3, secr=<»0

T1-T8 ® Determine si la funcidn es par, impar o ninguna de
las dos.

71 f(x) = X senx 72. f(x) = x*cos 2x
74. f(x) = senx + cosx
76. f(x) = xsen’x

78. f(x) = cos(sen x)

73. flx) = sen xcos x
78, f(x) = |x|cosx
77 flx) =x* + cosx

Aplicaciones

79. Movimiento armonico El desplazamiento desde el equi-
librio de una masa oscilante unida a un resorte es ¥(f) = 4 cos
3art, donde y se mide en pulgadas y f en segundos. Calcule
¢l desplazamiento en los tiempos indicados en la tabla.

t | Ho)
0
0.25 y =0
0.50
0.75 ====. Equilibrio, y = 0
1.00
1.25 y<0

80. Ritmos circadianos La presi6n sanguinea del hombre
varia a lo largo del dia. En una cierta persona, la presién
sanguinea diastlica en reposo en el tiempo ¢ se obtiene
‘mediante B(t) = 80 + 7 sen (w1/12), donde  se mide en
horas a partir de la medianoche y B(r) en milimetros de
mercurio (mmHg). Calcule la presidn sanguinea diastélica
de esta persona
a) alas 6:00 AM. b) alas 10:30 AM. ¢) al mediodia
d) alas 8:00 pm.

81. Circuito eléctrico Después de que se cierra el intermuptor
en el circuito mostrado, la corriente ¢ segundos méds tarde es
I(t) = 0.8¢* sen 10¢. Calcule la corriente en los tiempos

a) r=01syb) r=05s

L -
W L=1%Fh
E=6X10°1
C =917 uf
R — E =45 % 10°V

Iy
E

821. Salto con bungee Una muijer salta, sujeta a un eldstico,
desde un punto alto hacia el rio que corre abajo, y rebota una

y otra vez. En el tiempo ¢ segundos después de saltar, su al-
tura H en metros por arriba del rio se representa mediante
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H(t) = 100 + 75¢ *cos(] r). Calcule su altura en los tiem- #4. Mas formulas de reduccion Por medio del teorema
pos sefialados en la tabla. de “dngulo-lado-dngulo™ de la geometria elemental, los
tridngulos CDOQ y AOB de la figura son congruentes. Expli-
que cémo esto demuestra que si B tiene coordenadas (x, y).
O IO ) Y feeiin ., TR — entonces D tiene coordenadas (—, x). Luego explique c6mo

R — . la figura muestra que las siguientes férmulas de reduccidn
son vélidas.

Descubrimiento * Debate

83. Formulas de reduccion Una férmula de reduccidn es
una gue se usa para “reducir” la cantidad de términos en una
funcidn trigonométrica. Explique como la figura muesira
que las siguientes formulas de reduccidn son vilidas:

sen(t + w) = —sent cos(t + 7) = —cost
tan(t + =) = tan¢
Yi

TN
(A
w

m Graficas trigonomeétricas

La grifica de una funcién nos proporciona una mejor idea de su comportamiento. De
este modo, en esta seccion graficamos las funciones seno y coseno y ciertas transfor-
maciones de estas funciones. Las otras funciones se grafican en la seccidn siguiente.

Graficas de las funciones seno y coseno

Para ayudamos a graficar las funciones seno y coseno primero observemos gue dichas
funciones repiten sus valores segiin un patrén. Para ver exactamente como sucede es-
to, recuerde que la circunferencia de un circulo unitario es 27, Se infiere entonces que
el punto Px, y) determinado por el nimero real r es el mismo que el determinado por
r + 27. Puesto que las funciones seno y coseno se definen en términos de las coor-
denadas de P{x, y) se infiere que sus valores no cambian al afiadir cualquier miltiplo
entero de 27r. En otras palabras

sen(r + 2nmw) = sent para cualquier entero n
cos(t + 2nw) = cost para cualquier entero n
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Por lo tanto, las funciones seno y coseno son periddicas de acuerdo con la defi-
nicién siguiente. Un funcién f es periddica si hay un nimero positivo p tal que
f(r + p) = fi1) para toda 1. Tal mimero positivo minimo, si es que existe, es el periodo
de f. Si f tiene periodo p, entonces se dice que la gréfica de f en cualquier intervalo de
longitud p es un periodo completo de f.

Propiedades periodicas del seno y el coseno

Las funciones seno y coseno tienen periodo 2

sen(r + 27) = sent cos(t + 2w) = cos

Tabla 1 Entonces las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de
: e i longitud 2. Para trazar las grificas, primero graficamos un periodo. Para trazar las
griificas en el intervalo 0 = r = 2 7, podriamos intentar elaborar una tabla de valores y
6. | 5 {0 usar dichos puntos para dibujar la gréfica. Puesto que una tabla as{ estd incompleta,
5 . - veamos con mds detalle las definiciones de estas funciones.
T Tenga presente que sen { es la coordenada v del punto P(x, y) en el circulo unitario
o 1-0 0 =] determinado por el ndmero real . ;Cémo varia la coordenada y de este punto cuando !
I aumenta? Es ficil ver que la coordenada y de P(x, y) aumenta hasta 1, luego disminu-
wreror| 0=l =140 ye repetidamente hasta — 1 a medida que el punto P(x, ¥) recorre el circulo unitario
Yar (véase figura 1). En efecto, a medida que t aumenta desde 0 hasta /2, y = sen ¢ aumen-
?42# -1=0 0—1 ta desde 0 hasta 1. Conforme ¢ se incrementa de /2 hasta 7, el valor de y = sen ¢
disminuye desde | hasta 0. En la tabla 1 se muestra la variacién de las funciones
seno y coseno para f entre 0 y 2.
Yk Ya
m‘f r_'_”': I‘_'I _____________ y=senf
fy
- l im
0 1 0 I t
Figura 1
Para trazar la grifica con mayor exactitud, determinamos otros pocos valores
de sen ¢ y cos t en la tabla 2. Podriamos determinar mds valores con la ayuda de una
calculadora.
Tabla 2
lalzlzl=zlE) &= | | =]l || = [H=].
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
| 3 V3 | | V3 V3 |
L Y E Y A E Y e TE P Tyl ] S
va | 1 1 V3 V3 1 1 V3
cos | 1 T E () - E — 5 -1 = _: —, 5 }] E —3‘ |
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Ahora utilizamos esta informacién para graficar las funciones sen t v cos ¢ para ¢
entre () y 277 en las figuras 2 y 3. Estas son las grificas de un periodo. Obtenemos las
grificas completas aprovechando el hecho de que estas funciones son periddicas y su
periodo es 27 y siguiendo el mismo patron a la izquierda y a la derecha en cada in-
tervalo sucesivo de longitud 2.

La grifica de la funcidn seno es simétrica con respecto al origen. Asi se esperaba,
ya que el seno es una funcién impar. Puesto que la funcidn coseno es una funcion
par, su grifica es simétrica con respecto al eje v.

[—Periodo 20—

M

1 ¥ = cosi

Vs O . WO |

+—Periodo 27

Graficas de transformaciones de seno y coseno

En seguida consideramos las grificas de funciones que son transformaciones de las
funciones seno y coseno, para lo cual, las técnicas de graficacion de la seccién 2.4 son
muy ttiles. Las grificas que se obtienen son muy importantes para entender las aplica-
ciones a las situaciones fisicas como el movimiento arménico (véase seccion 5.5), pero
algunas de ellas son grificas hermosas que son interesantes por derecho propio,

Lo comiin es usar la x para denotar la variable en el dominio de una funcién. Enton-
ces, de aqui en adelante usamos la letra x y escribimos y = senx, v = cos .y, v = tan x
y asi sucesivamente para denotar estas funciones.

'Eijemplo 1 Curvas del coseno

Trace la grifica de cada funcidn.
a) fix)=2 + cosx b) glx) = —cos x
Solucion

a) Lagrificade y = 2 + cos x es la misma que la grifica de ¥ = cos x, pero se des-
plaza hacia arriba 2 unidades (véase figura 4(a)).
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b) La grifica de vy = —cos x en la figura 4(b) es la reflexién de la grifica de
y = cos x en el gje x.

glx)i

fix)=2 +cosx

Figura 4

El alargamiento y el acoramiento
de las grificas se estudian en la
secciom 2.4

a) b) &

Grafiquemos y = 2 sen x. Empezamos con la gréfica de y = sen x y multiplicamos
la coordenada y de cada punto por 2. Esto tiene el efecto de alargar verticalmente la
grifica por un factor de 2. Para graficar y = 1 sen x, empezamos por graficar y = sen
x y multiplicamos la coordenada y de cada punto por 4. El efecto de esta operacién es
acortar verticalmente la gréfica por un factor de § (véase figura 5).

Figura 6
En general, para las funciones

y=asenx y ¥y =acosx

el nimero | a | se llama amplitud y es el valor més grande que alcanzan estas funcio-
nes. Las grificas de y = a sen x para varios valores de a se ilustran en la figura 6.

¥i
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El alargamiento horizontal y el acorta-
miento se analizan en la seccion 2.4,

Figura 8

'Ejemplo2 Alargamiento de la curva del coseno
Determine la amplitud de y = —3 cos x y trace la grifica.

Solucion Laamplitud es | =3 | = 3, por lo que el valor més grande que alcanza
la grifica es 3 y el mds pequedio es —3. Para trazar la grifica empezamos por graficar
¥ = cos x, alargar verticalmente la grifica por un factor de 3 y reflejarla en el eje x.
Asi se obtiene la grifica de la figura 7.

Vi
y=—3cosx

Figura 7 »

Puesto que las funciones seno y coseno tienen periodo de 2, las funciones
y = asen kx y ¥ = acos kx (k > 0)

completan un periodo cuando kx varia desde 0 hasta 27r, es decir, para0 = kx = 2w, 0
bien, para 0 = x = 2/k. De modo que estas funciones completan un periodo cuando
x varia entre 0 y 2m/k y, por lo tanto, tienen periodo 21 /k. Las gréficas de estas
funciones se llaman curvas seno y curvas coseno, respectivamente. Con frecuencia, a
las curvas seno y coseno se les llama curvas sinusoidales.

Curvas seno Y coseno

Las curvas seno y coseno
yv=asenkx. ¥y y=acoskx (k>0)
tienen amplitud | a | y periodo 2/k.
Un intervalo adecuado para graficar en €l un periodo completo es [0, 27 /k].

Para ver como el valor de k afecta la grifica de y = sen kx, grafiquemos la curva
seno y = sen 2x. Puesto que el periodo es 27/2 = m, la gréifica completa un periodo en
el intervalo () = x = « (véase higura 8(a)). En el caso de la curva seno vy = scni:c. el
periodo es 27 = 1 = 41, y de este modo la grafica completa un periodo en el inter-
valo 0 = x = 41 (véase figura B(b)). Observamos que el efecto es acortar la grifica
horizontalmente si k > 1 o alargar la grifica en el sentido horizontal s1 k < 1.

=




Figura 9

o3
uafa
wly
g +
iy
=T

Figura 10

Yi
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Para comparar, en la figura 9 ilustramos las gréficas de un periodo de la curva
seno y = a sen kx para varios valores de k.

Y
¥ = gsenx
.ﬂ—-r
4 -
ﬂ S5 ﬁ-gr X
B & | 1
v =gsenly y=gsenzx y=asenzx

_Ejemplo3 Amplitud y periodo

Determine la amplitud y el periodo de cada una de las funciones, y trace la grifica.

a) y =4 cos 3x b) y = —2sen ix
Solucion
a) Obtenemos la amplitud y el periodo de la forma de la funcidén como sigue:
amplitud = |a| = 4
¥y = 4 cos 3x
en  ew
perioan = =T— = -

2

La amplitud es 4 y el periodo es 27/3. La gréfica se muestra en la figura 10
b) Enel casode y = —2 sen }x,

amplitud = |a| = |-2| =2
. 2
penadn=,—1r=4w
2
La grifica se muestra en la figura 11. =

Las grificas de las funciones de laformay = asenkix — b)y y = acos kix — b)
son simplemente curvas seno y coseno desplazadas en el sentido horizontal por una
cantidad | b |. Se desplazan a la derecha si b > (), o bien, a la izquierda si b < 0, El
nimero b es el desplazamiento de fase. Resumimos las propiedades de estas funcio-
nes en el recuadro siguiente.

Curvas seno y coseno desplazadas

Las curvas seno Y COSEN0

v =asenkix — b) y y=acosklx — b) (k > 0)
tienen amplitud | a |, periodo 27 /k y desplazamiento de fase b.

Un intervalo adecuado para graficar un periodo completo es
[b.b + (2m/k)].
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Figura 12

He aqui otro método para determinar
un intervalo adecuado en el cual grafi-
car un periodo completo. Puesto que el
periodo de y = sen x es 27, la funcidn
y = 3 sen 2{x — 7) se tendrd un perio-
do completo cuando 2(x — ) varie
desde 0 hasta 2.

Inicio del periodo: Final del periodo:
Xx—3)=0 x—3) =27
x=%=0 x-%=n=
xw= x

De este modo graficamos un periodo en
el intervalo [§, i)

m

Las grificas de y =sm(.: *%)y}r = s.en(.r+ ﬁ)sei.lustmnmlaﬁgum 12.

’/,-_r = sen(x — i)
i
3

¥
’(,-_r = senlx + -4
14 i
T
_z {0 5w 2r X
[ [
¥ = sen X

"Elemplo 4 Una curva seno desplazada

Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de fase de y = 35:111(: = E).

y grafique un periodo completo.

4

Solucion Determinamos la amplitud, el periodo y el desplazamiento de la fase

de la forma de la funcién como sigue:

Puesto que el desplazamiento de la fase es 7/4 y el periodo es , se tiene un
periodo completo en el intervalo

T T Sw
i e | m—
[4' 4 “’] [4' a
Como un auxiliar para trazar la grifica, dividimos este intervalo en cuatro partes
iguales, luego graficamos una curva seno con amplitud 3 como la de la figura 13,

Figura 13

¥k
- Periodo o -
Desplazamiento -
de fase
w
F
0
4 Fl
Amplitud 3
...3...‘[




También podemos determinar un peno-
do completo como sigue:

Inicio del periodo: Final del periodo:

2+ =0 2 + 4 =27
2y = -4 =4
x= —F x = &

Entonces graficamos un periodo en el
intervalo [~ §, ¥F].

En la seccidon 1.9 se proporcionan
criterios para escoger un rectingulo de
visidn aceptable.
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=

"Ejemplo5 Una curva seno desplazada

Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de la fase de

3 29
= E Lﬂﬁ(h + T)

y grafique un periodo completo.

Solucion Primero escribimos esta funcion en la forma y = a cos k{x — b) Para

hacerlo, sacamos como factor el 2 de la expresion 2x + —;T para tener
3 T
Y 2 P IR
I II ( 3 )]

3
amplitud = |a| = 2

Por lo tanto, obtenemos

iod 2w 2w
EHONI 7 e e
T k2
desplazamiento de fase = b = —g Desplazamiento de %; la izquierda

A partir de esta informacidn se infiere que un periodo de esta curva del coseno inicia
en —m/3 y termina en (—/3) + 7 = 2m/3. Para trazar la gréfica en el intervalo
[—r/3, 27r/3], dividimos este intervalo en cuatro partes iguales y graficamos una
curva coseno con amplitud § como se muestra en la figura 14,

=3 o+ )

T

Amplitud 3

rala +
|

- ' Periodo

i
]

Figura 14

Uso de los dispositivos para graficar
para trazar funciones trigonométricas

Cuando usamos una calculadora para graficar o una computadora para trazar una fun-
cion es importante elegir con mucho cuidado un rectingulo de visién con objeto de
generar una grifica aceptable de la funcion. Esto se refiere especialmente a las fun-
ciones trigonométricas. El ejemplo siguiente muestra que si no se pone atencidn, es
ficil producir una grifica engafnosa de una funcion trigonométrica.
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La apariencia de las grificas de la

IS Eleccion del rectangulo de vision a

Grafique la funcién flx) = sen 50x en un rectingulo de visién aceptable.

Solucién En la figura 15(a) se ilustra la grifica de f que se genera en una calcula-
dora para graficar usando un recténgulo de visién [—12, 12] por[—1.5, 1.5]

A primera vista, la grifica parece ser aceptable, pero si modificamos el rectingulo
de vision a los mostrados en la figura 15, entonces la grifica luce muy diferente,
Algo raro sucedid.

figura 15 depende de la calculadora o 15 15
computadora que se utilice. Las grifi-
cas que obtenga en su propia calculado-
ra podrian ser distintas a estas figuras, y
también pueden ser inexactas. —12 12 -10 10
-1.5 =13
a) b)
1.5
—6 F
Figura 15 . .
Gréficas de f{x) = sen S0x M :
en diferentes rectdngulos de £ )
vision

Para explicar las grandes diferencias en el aspecto de estas grificas y para deter-
minar un rectingulo de vision aceptable necesitamos determinar el periodo de la
funcidn v = sen 50x:

v a N L F g
periodo = %0 2% 0.126
Esto sugiere que debemos tratar sélo con valores pequefios de x con objeto de mos-
trar sélo algunas oscilaciones de la gréfica. Si escogemos el rectingulo de visidn
[—0.25, 0.25] por [— 1.5, 1.5], entonces obtenemos la gréfica ilustrada en la figura 16.

3

AWANAWAN
VAVAVAY,

—]_

Figura 16
fix) = sen 50x

Ahora vemos qué fue lo que sucedié en la figura 15. Las oscilaciones de y = sen
50x son tan rdpidas que cuando la calculadora grafica puntos y los une, 1gnora la



La funcidn h del ejemplo 7 es pe-
riddica; su periodo es 2. En ge-
neral, las funciones que son sumas
de funciones de la lista siguiente
1, cos kx, cos 2kx, cos 3kx, ...
sen kx, sen 2kx, sen 3kx. . ..

son periddicas. Aunque al parecer
estas funciones son especiales, son
en realidad fundamentales para des-
cribir todas las funciones perid-
dicas que surgen en la prictica. El
matemitico francés 1. B. J. Founier
(véase pigina 536) descubrid que
casi todas las funciones periddicas
se pueden expresiar Como una suma
(por lo regular, una suma infinita)
de estas funciones. Es notable por-
que significa que cualquier situa-
cidn en la que ocurra una variacion
periddica se puede expresar en for-
ma matemética, usando las funcio-
nes seno y coseno. Una aplicacion
modena del descubrimiento de
Fourier es la codificacion digital del
sonido en los discos compactos.

2
-1.5

-2
Figura 18
y = Fcosbmx

SECCION 5.3 Gréficas trigonométricas 427

mayor parte de los mdximos y minimos y, por lo tanto, se tiene una falsa impresién
de la grifica. ]

_Ejemplo 7 Una suma de las curvas seno y coseno

Grafigue f(x) = 2 cos x, g(x) = sen 2x y h(x) =
para ilustrar el método de la adicién grifica.

2 cos x + sen 2x en una sola pantalla

Solucion Hay que observar que h = f + g, de modo que la grifica se obtiene
sumando las coordenadas vy correspondientes de las grificas de f y g. Las grificas
de f, g v h se ilustran en la figura 17,

3
— y=2cosx
_x Iz N,
2 2 ¥y = sen 2x
= y=lcosx + sen 2x
Figura 17 g [

"Ejemplo8 Una curva coseno con amplitud variable

Grafique las funciones y = x°, vy = —x* y y = x? cos 6mx en una sola pantalla.

Comente y explique la relacidn entre las grificas.

Solucion En la figura 18 se muestran las tres gliﬁcas en un rectingulo de vision
de[—1.5, 1.5] por[-2, 2] Alpmur la grﬁﬁca de v = x* cos 6mx queda entre las
grificas de las funciones y = x2y y = —x%,

Para entender esto, recuerde que los valores de cos 6@x queda entre —1 y |,
es decir,

-l =cosbmx=1

para todos los valores de x. Al multiplicar las desigualdades por x* y observar que
r= 0, tenemos
- =xcosbmx=x

Esto explica por qué las funciones y = x* y y = —x* representan un limite o frontera
para la grifica de v = x° cos 6mx. (Hay que observar que las grificas se tocan cuando
brx = *1.) m

En el ejemplo 8 se muestra que la funcién y = x* controla la amplitud de la grifica
de y = x? cos 6mx. En general, si f(x) = a(x) sen kx, o bien, f(x) = a(x) cos kx, la
funcidn a determina cémo la amplitud de f varia, y la grifica de f queda entre las
grificas de v = —alx) y vy = alx). A continuacion se muestra otro ejemplo.

"Eijemploe @ Una curva coseno con amplitud variable
Grafique la funcién f(x) = cos 2wx cos 16w,

Solucion La grifica se muestra en la figura 19 de la pégina siguiente. Aunque la
trazd una computadora, también la puede dibujar usted trazando primero las curvas



Radio AM y FM

Las transmisiones de radio consis-
ten en ondas sonoras sobrepuestas

en una onda electromagnética ar-
ménica llamada sefial poriadora

Sefial portadora

Hay dos tipos de transmisién de
radio, que se llaman amplitud mo-
dulada (AM) y frecuencia modu-
lada (FM). En la transmisidn
AM, la onda sonora cambia, es
decir, modula la amplitud de la
portadora, pero la frecuencia per-
manece sin cambio,

» s o |
| A - <70 e o
||I-:.-1-'f-ll ¥ 1 | B~ |
LY TRIRNRTATAYATATRY
&8 1 ] |
(1'5am QAN D e 'Y
) O "L E* L
Sefial AM

En la transmisién FM. la onda so-
nora modula la frecuencia, pero la
amplitud sigue siendo la misma.

oo — —m— = —y —p o — — g — —m —
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que funcionan como limites y = cos 2wx y y = —cos 2mx. La grifica de f es una
curva coseno que se ubica entre las grificas de estas dos funciones.

=T

Figura 19

flx) = cos 2mx cos 16mx =

"Ejemplo 10 Una curva seno con amplitud decreciente

SEN X

La funcién f(x) = T
funcién y comente su comportamiento cuando x se acerca a (),

es importante en el cdlculo infinitesimal. Grafique esta

Solucién El rectdngulo de visién [— 15, 15] por [—0.5, 1.5] mostrado en la
figura 20(a) da una buena visién global de la grifica de f. El rectingulo de visién
[—1, 1]por[—0.5, 1.5] de la figura 20(b) se enfoca en el comportamiento de f cuan-
do x = 0. Observe que aunque f{x) no estd definida cuando x = 0, o en otras pala-
bras, (0 no estd en el dominio de f, los valores de f parecen aproximarse a 1 cuando
x se vuelve mds cercana a 0. Este hecho es decisivo en el cdlculo

infinitesimal.

1.5 1.5
p—— e
—15 15 | -+ 1
—0.5 -{.5

a) b)

Figura 20
Sen x

flx) - ™

La funcidn del ejemplo 10 puede expresarse como
1
flx) = L senx

y se podria considerar como una funcién seno cuya amplitud estd controlada por la
funcién alx) = 1/x.



BEXE Ejercicios

1-14 » Grafique la funcidn.

L f{x)=1+cosx
3 f(x) = —senx

5 f(x)=—2 +senx
7. g(x) = 3cos x

9. g{x) = =1 senx
11. g(x

}=3+ 3cosx
13, A(x) = |cos x|

15-26 = Determine la amplitud y el periodo de la funcidn, y

dibuje su gréfica.

15. vy = cos 2x

17. y= =3 sen 3x
19. y = 10senix
21, y = —} cosix
23, y= —2sen 2wx
25, y=1+4 cos wx

27-40 » Determine la amplitud, periodo y desplazamiento de

2. f(x) =3+ senx
4. f(x) =2 — cosx
6. f(x) = -1+ cosx
8. g(x) = 2senx

10. gix) = —3 cosx
12. g(x) =4 — 2senx
14. hix) = |senx|

16. y = —sen 2x

18. y = }cos4x

20, yv= im-s}x

22, y = 4 sen(—2x)
M4, y=-1senwx
26, y= -2+ cos 4mx

fase de la funcidn, y grafique un periodo completo.

T
2. y= —
:P cm(x 2)

29, y= =2 s:n(x = -E)

33 _‘||'=5EDS(11‘-'%)

3&.?=1+cn:5(3:+%)

M. y=3cosmix+1})
38. y=3+2sen3(x+ 1)
39, y = sen(w + 3x)

40, }r=cns(-g—.r)

H.y=1wn(x-£)

3

M. v= :'IWE(: + %)

|
I y= -4suu2(.r+ g) 2. y= sen-i(x+%)
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41-48 = Se proporciona la gréfica de un periodo completo de
una Curva Seno o CoSeno.

a) Calcule la amplitud, periodo y desplazamiento de la fase.
b) Escriba una ecuacién que represente la curva en la forma

y = asenkix — b) o bien

y = acos kix — b)

47.

Yi

1
Y
E ]
| e
d T

49-56 » Determine un rectingulo de visién adecuado para cada

funcidn y dselo para graficar la funcién.

49. f(x) = cos 100x
51, f(x) = sen(x/40)

50, f(x) = 3 sen 120x
52, f(x) = cos(x/80)
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53, y = tan 25x
55. v = sen®20x

54, v = csc 4y
56. v = Vian 10mx

57-58 m Grafique f, g ¥ f + g en una sola pantalla para ilustrar
la adicion grafica.

57. fix) = x, glx) = senx

58, f(x) = senx, g(x) = sen2x

59-64 m Grafique las tres funciones en una sola pantalla. ; Cudil
es la relacidn entre las grificas?

59, y=x% y=-x y=x'senx

6. y=x, y=-x, Yy=XC08X
6l. v=Vx, y=-%x y= VrsenSnx

I 1 cos 2mx
Bl ym———— g e— g e————
1+x 1 +x I +x
63. vy = cos 3mx, y= —cos 3wy, y=cos3Imxcoslrx
64, vy =senlwx, y= —senlwx, y=senlwx sen |0wx

65-68 ® Calcule los valores médximo y minimo de la
funcidn

65. v=senx + sen 2x
66. yv=x—2senx,0=x=2w
67. v = 2sen x + sen’x

COs X

68. y = ————
2+ senx

69-72 ® Determine todas las soluciones de la ecuacidn que
queda en el intervalo [0, =]. Proporcione cada una de las
respuestas con dos cifras decimales.

69. cosx =04 0. tanx =12

Tl cscx =3 T2 cosx=x

73-74 m Se proporciona una funcién f.

a) ;Es f par, impar o ninguna de las dos?

b) Calcule la interseccion con el eje x de la grifica de f.
¢) Grafique f en un rectingulo de visidn aceptable.

d) Describa el comportamiento de la funcidn cuando x — *oo,

e) Observe que fix) no estd definida cuando x = 0. ;Qué sucede
cuando x se aproxima a 07

7. f(x) = g ;ns.:
4. f(x) = sen 4x

Aplicaciones

75. Ahtura de una onda Cuando una ola pasa por los pilotes
fuera de la playa, la altura del agua estd modelada mediante
la funcidn

hit) =3 cm(%:)

donde A{r) es la altura en pies por arriba del nivel medio del
mar én ¢l tempo ¢ segundos.

a) Determine el periodo de la ola.

b) Calcule la altura de la ola, es decir, la distancia vertical
enire el valle y la cresta de la ola.

76. Vibraciones sonoras 5S¢ golpea un diapasén, lo cual
produce un tono puro cuando sus puntas vibran. Las vibra-
ciones se modelan con la funcidn

wt) = 0.7 sen(880m1)

donde u(f) es el desplazamiento de las puntas en milimetros

en el hempo ¢ segundos.

a) Determine el periodo de la vibracidn.

b) Calcule la frecuencia de la vibracidn, es decir, la cantidad
de veces que vibra por segundo el diapasdn.

¢) Grafique la funcidn v.

77. Presion sanguinea Cada vez que el corazdn late, la pre-
sion de la sangre se incrementa primero y luego disminuye
cuando el corazdn descansa entre latido y latido. Las pre-
siones méxima y minima se llaman presiones sistdlica y
diastdlica, respectivamente. La presidn sanguinea de un
individue se expresa como presidn sistdlica/diastélica. Se
considera normal una lectura de 12(V80.

La presidn sanguinea de una persona estd modelada
por la funcién

plt) = 115 + 25 sen{ 160m:)

donde p(t) es la presidn en milimetros de mercurio (mmHg)
cuando el tiempo 1 se mide en minutos.

a) Determine el peniodo de p.

b) Calcule el nimero de latidos por minuto.

c) Grafique la funcién p.

d) Determine la lectura de la presidn sanguinea. ; Como es
comparada con la presion sanguinea normal?



78. Estrellas variables Las estrellas variables son aquellas

cuya brillantez varia en forma periédica. Una de las mds
visibles es Lednidas R; su brillantez estd modelada por la
funcién

w
b(t) =79 — 21 ED&(EI)

donde r se made en dias.
a) Calcule el periodo en dias.

b} Determine la brillantez mdxima y la minima,
¢) Grafique la funcién b.

Descubrimiento * Debate

79.

Composiciones que contienen funciones trigonomé-
tricas Mediante este ejercicio exploramos el efecto de la
funcidn interna g en una funcidon compuesta v = f(g{x)).

a) Grafique la funcién y = sen/x usando el rectingulo de
vision [0, 400] por [— 1.5, 1.5] ;Cudles son las diferencias
entre esta grifica y la gréfica de la funcién seno?

b) Grafique la funcién ¥ = sen(x’) usando el rectdngulo de
visién [ -5, 5] por[—1.5, 1.5} ;Cudles son las diferencias
entre esta grifica y la grifica de la funcitn seno?

Funciones periédicas | Recuerde que una funcién f es
periddica si hay un nimero positivo p tal que f{r + p) = f(r)
para cada r, ¥ el minimo de tal p (si existe) es el periodo de
f. La griifica de una funcién de periodo p se ve igual en
cada intervalo de longitud p, de modo que podemos deter-
minar con facilidad el periodo de la grifica. Determine si

la funcidn cuya grifica se muestra es periddica. Si es asi,
calcule el periodo.

a)

-4 -2 "y 4 X

81.

82,
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—4 - 2 4 %

Funciones periédicas Il Utilice una calculadora para gra-

ficar o una computadora para trazar las funciones siguientes.
A partir de la grifica, determine si la funcidn es periddica, y
51 es asi, encuentre el periodo. (Véase la definicién de [x] en
la pdgina 162.)

a) y= |senx|

b) ¥ = sen|x|
e) y=2I"
d) y=x— [«

e) y = cos(sen x)
f) v = cos{x?)

Curvas sinusoidales La grifica de v = sen x es la mis-
ma que la grifica de ¥y = cos x desplazada a la derecha
/2 unidades. Entonces, la curva seno y = sen x es al mis-
mo tiempo una curva coseno: ¥y = cos(x — /2). En efecto,
cualquier curva seno es también una curva coseno con un
desplazamiento de fase distinto, y cualquier curva coseno
es también una curva seno. Las curvas seno y coseno reci-
ben el nombre colectivo de sinusoidales. Para la curva cuya
grifica se muesira, encuentre todas las maneras posibles de
expresarla como una curva seno y = a senix — b) o como
una curva coseno ¥ = a cos(x — b). Explique por qué piensa
que ha encontrado todas las elecciones posibles de a y b

en cada caso.
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