CAPITULO 5 Funciones trigonométricas de nimeros reales

PROYECTO PARA UN
DESCUBRIMIENTO

Modelos de depredadores/presa

Las funciones seno y coseno se utilizan principalmente en la fisica y la ingenieria
para modelar un comportamiento oscilatorio, tal como el movimiento de un
péndulo o la corriente en un circuito eléctrico de corriente alterna. (Véase
seccion 5.5.) Pero estas funciones también surgen en otras ciencias. En este
proyecto, consideramos una aplicacién a la biologia usando funciones seno
para modelar la poblacion de un predador y su presa.

Dos especies de mamiferos habitan en una isla lejana: linces y liebres. Los lin-
ces son predadores, los cuales se alimentan de las liebres, sus presas. Las pobla-
ciones de linces y liebres cambian ciclicamente, de acuerdo con las grificas de
la figura 1. En la parte A de la grifica, las liecbres son abundantes, de modo que
el lince tiene mucho para comer, por lo que su poblacidn se incrementa. En el
tiempo representado en la parte B, tantos linces se estdn alimentando con las
liebres que la poblacidn de éstas empieza a disminuir. En la parte C, la poblacién
de liebres ha declinado tanto que ya no hay alimento suficiente para los linces, de
modo que baja la poblacién de éstos. En la parte D, tantos son los linces que
murieron que las liebres tienen pocos enemigos, por lo que su poblacion se
incrementa de nuevo. Esto nos regresa al punto donde empezamos, y el ciclo
se repite una y otra vez.
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Figura 1

Las grificas de la figura 1 son curvas seno que estin desplazadas hacia arriba,
asi que son grificas de funciones de la forma

y=asenkit—b) + ¢

En este caso, ¢ es la cantidad que la curva seno se ha desplazado verticalmente
(véase seccion 2.4). Observe que ¢ es el valor promedio de la funcién, a medio
camino entre los valores mds alto y mds bajo de la grifica. La amplitud |a | es




SECCION 5.3 Graficas trigonométricas

la cantidad que varia bacia arriba y hacia abajo del valor promedio de la grifica
(véase figura 2).
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Figura 2
y=asenklt — b)+ ¢

Determine funciones de la forma vy = a sen k{r — b) + ¢ que modelen las
poblaciones de linces y liebres graficadas en la figura 1. Grafique ambas fun-
ciones en su calculadora y compare con la figura | para comprobar que sus
funciones son las correctas.

Sume las funciones de las poblaciones de linces y liebres para obtener una
nueva funcidn que modele la poblacién total de mamiferos en esta isla. Grafi-
que esia funcién en su calculadora y calcule su valor promedio, amplitud,
periodo v desplazamiento de la fase. ;Cudl es la relacion entre el valor pro-
medio y el periodo de la funcion de la poblacion de mamiferos y el valor
promedio v el periodo de las funciones de las poblaciones de linces y liebres?

Un pequedio lago de la isla contiene dos especies de peces: merluza y un
pez rojizo. La merluza es un predador que se alimenta del pez rojizo. La
poblacion de peces del lago varia en forma periddica, y su periodo es de
180 dias. La cantidad de merluza varia entre 500 y 1500, y la cantidad de
peces rojizos varia entre 1000 y 3000. La poblacién de la merluza alcanza
su punto miximo 30 dias después que el pez rojizo alcanza su poblacién
mdxima en el ciclo.

a) Trace una grifica (como la de la figura 1) en la gue se ilustren dos perio-
dos completos del ciclo de la poblacidn para estas especies de peces. Su-
ponga que ¢ = 0 corresponde a un tiempo cuando la poblacién de peces
rajizos se encuentra en un maximo.

b) Determine las funciones coseno de la forma y = a cos kit — b) + ¢ que
modele las poblaciones de merluza y peces rojizos del lago.

En la vida real, la mayor parte de poblaciones predador/presa no se compor-

tan de manera tan sencilla como se describié aqui. En la mayoria de los

casos, las poblaciones de predadores y presas oscilan, pero la amplitud de las
oscilaciones se vuelve mds y mds pequefa, de modo que con el tiempo am-
bas poblaciones se estabilizan cerca de un valor constante. Trace una grifica
aproximada que ilustre como se podrian comportar en este caso las poblacio-

nes de predadores y presas.
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x tan x

0 0

w

3 0.58
™

I 1.0¢)
m

3 1.73
1.4 5.80
1.5 14.10
1.55 48.08
1.57 1255.77
1.5707 10381.33

La notacion de flecha se trata

en la seccion 3.6.

Las asintotas se estudian en la

seccion 3.6,

En esta seccion se grafican las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante y
transformaciones de estas funciones.

Graficas de la funcion tangente, cotangente,
secante y cosecante

Iniciamos estableciendo las propiedades periddicas de estas funciones. Recuerde
que ¢l seno y el coseno tienen periodo 2. Puesto que la cosecante y la secante son
los reciprocos del seno y el coseno, respectivamente, también tienen periodo 27 (véa-
se ejercicio 53). La tangente y la cotangente tienen periodo 7 (véase ejercicio 83 de
la seccidn 5.2).

Propiedades periodicas

Las funciones tangente y cotangente tienen periodo 7
tan{x + ) = tan x cot{x + w) = cot x
Las funciones cosecante y secante tienen periodo 2o

cse(x + 27) = cscx sec(x + 2w) = secx

Primero graficamos la tangente. Como tiene periodo m, necesitamos sélo trazar
la grafica de cualquier intervalo de longitud 7, y luego repetir el patrdn a la izquier-
da y a la derecha. Trazamos la grifica en el intervalo (—/2, 7/2). Puesto que tan
/2 y tan{—7/2) no estdn definidas, es necesario ser cuidadoso al trazar la grifica en
los puntos cercanos a 11‘,.!"2 ¥y —11',!"2, A medida que x se acerca a /2 a través de valo-
res menores que /2, el valor de tan x se incrementa, Para ver esto, observe que
cuando x se acerca a /2, cos x se aproxima a 0 y sen x se aproxima a 1, y entonces
tan x = sen x/cos x es grande, Al margen se muestra una tabla de valores de tan x:
para x cerca de 72 (= 1.570796).

Por consiguiente, para elegir a x con cercania suficiente a /2 a través de valores
menores que /2, podemos hacer el valor de tan x mds grande que cualquier niime-
ro positivo dado. Esto se expresa escribiendo

o=

lan x — oo cuando .r—rE

Las expresiones anteriores significan “tan x tiende al infinito cuando x tiende a /2
desde la izquierda”.

En una forma similar, al elegir x cercana a —/2 de valores mayores que —/2,
podemos hacer tan x més pequefia que cualquier nimero negativo dado. Esto se ex-
presa de la manera siguiente:

1T +

tan x — —o0 cuando _r:—:-—E

Las expresiones anteriores significan “la tan x tiende al infinito negativo cuando x
tiende a — /2 desde la derecha”.

Por tanto, la grifica de y = tan x se aproxima a las rectas verticales x = 7/2 y
x = —/2. Entonces estas rectas son asintotas verticales. Con la informacién que
tenemos hasta este momento, podemos graficar v = tan x para —7/2 <x < w/2enla
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figura 1. La grifica completa de la tangente (véase figura 5(a) de la pdgina 436) se ob-
tiene ahora aplicando el hecho de que la tangente es periédica y que su periodo es .
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Figura 1 Figura 2
Un periodo de vy = tan x Un pericdode y = cot x

La funcién y = cot x se grafica en el intervalo (0, 7) mediante un andlisis similar
(véase figura 2). Puesto que cot x no estd definida para x = nw donde n es un entero,
su grifica completa (en la figura 5(b) de la pdgina 436) tiene asintotas verticales en
estos valores.

Para graficar las funciones cosecante y secante, aplicamos las identidades reci-
B ] 1

CSL X = ——— Y SEC X =
SN X COs X

Entonces, para graficar y = csc x, utilizamos los reciprocos de las coordenadas v de
los puntos de la grifica de y = sen x (véase figura 3). De igual manera, para graficar
¥ = sec x, recurrimos a los reciprocos de las coordenadas y de los puntos de la gréfi-
ca de y = cos x (véase figura 4).

¥4

I 2w X 0
2 | I
| I
| I
| I
| I
| I
Figura 3 Figura 4
Unperiodode y = csc x Un periodo de v = sec x

Consideremos con mayor detalle la gréfica de la funcidn y = csc x en el intervalo
0 < x << . Es necesario examinar los valores de la funcidn cerca de 0 y 7 ya que en
estos valores sen x = (), y, por lo tanto, csc x no estd definida. Entonces,

CSC X — DO cuando r— 0"

C8C X — 00 cuando X—m



Matematicas en el
mundo moderno

Evaluacion de funciones
mediante una calculadora

+Coémo evaluar mediante una calcu-
ladora sen t, cos t, ¢, In 1, Viy
otras funciones semejantes? Un
método es aproximar estas funcio-
nes mediante polinomios, porque
éstos son faciles de evaluvar. Por
ejemplo,

el i b
sen == ; o 5t 21

S
el T e
donden! = 1+2+3+-: -+ n. El ma-
temidtico bnitinico Brook Tavlor
(1685-1731) dedujo estas formulas
admirables. Por ejemplo, si utiliza-
mos los tres primeros términos de
la serie de Taylor para encontrar

cos{(1.4), obtenemos
(0.4)° (04)°
cosDd=] — T + al
= (192106667

(Compare lo antenor con el valor
que obtiene mediante su calculado-
ra.) La grifica muestra que cuantos
mis t#rminos de la serie usemos,
tanto més los polinomios se aproxi-
man al valor de la funcitn cos 1.
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Por consiguiente, las rectas x = () y x = 7 son asintotas verticales. En el intervalo
7 << x < 2 la grifica se traza igual. Los valores de csc x en ese intervalo son los mis-
mos que en el intervalo 0 < x << 7, excepto por el signo (véase figura 3). La grifica
completa de la figura 5(c) se obtiene a partir del hecho de que la funcidén cosecante es
periddica y su periodo es 27, Observe que la grifica tiene asintotas verticales en los
puntos donde sen x = (), es decir, en x = ni, donde n es un entero.
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c) y=cscx d) vy =secx
Figura 5

La grifica de y = sec x se traza de manera similar. Observe que el dominio de
sec x es el conjunto de todos los niimeros reales que no son x = (7/2) + nw, donde
n es un entero, de modo que la grifica tiene asintotas verticales en esos puntos. La
grifica completa se ilustra en la figura 5(d).

Es evidente que las grificas de v = tan x, y = cot x y y = ¢sc x son simétricas con
respecto al origen, y que, por otro lado, y = sec x es simétrica con respecto al eje y.
La razén es que la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones impares, en
tanto que la secante es una funcién par.

Graficas que contienen funciones tangente y cotangente

Consideremos ahora las grificas de transformaciones de las funciones tangente y
cotangente.
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m Graficas de curvas tangentes

Grafique cada una de las funciones.

a) y=2tanx b) y= —tanx

Solucién Primero graficamos y = tan x y luego la transformamos segiin se

requiera.

a) Para graficar y = 2 tan x, multiplicamos la coordenada y de cada uno de los
puntos sobre la grifica de y = tan x por 2. La grifica resultante se muestra en
la figura 6(a).

b) La grifica de v = —tan x de la figura 6(b) se obtiene de y = tan x, al reflejarla
en el eje x

y=tanx
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a) y=2tanx b) y=—tanx
Figura 6 w

Puesto que las funciones tangente y cotangente tienen periodo w, las funciones
y=atankx y y=acotkx (k>0)

completan un periodo cuando kx varia desde 0 hasta 1, es decir, para 0 = kx = 7.
Al resolver esta desigualdad, obtenemos 0 = x = m/k. Entonces, cada una tiene un
periodo m/k.

Curvas tangente y cotangente

Las funciones
y=atankx y y=acotkx (k>=0)
tienen un periodo k.

Por consiguiente, un periodo completo de las grificas de estas funciones ocurre en
cualquier intervalo de longitud k. Para graficar un periodo completo de estas gré-
ficas, conviene elegir un intervalo entre asintotas verticales:

Para graficar un periodo de y = a tan kx, un intervalo adecuado es (—%. i)

Para graficar un periodo de y = a cot kx, un intervalo adecuado es ('I], %)



Puesio goue v = tan x completa un pe-
riodo entre x = —3F y x = 3, la funcién
v = tan 2{x — 7 ) completa un periodo
cuando 2{x — T) varia desde —5 a §.
Inicio del periodo:  Final del periodo:

-5 =-F -7 =}

¥=g=g x—3=3
x=10 xX=3
Por lo gue graficamos un penodo
en el imtervalo (0, ).
Figura 7

Puesto que v = cot ¥ completa un pe-
nodo entre x = 0y x = =, la funcidn
¥ = 2 cot{3x — T) completa un periodo
cuando 3x — % variade 0 a w.

Inicio del periodo:  Final del periodo:

Ixr—-3F=0 Ir—F=w
Ix=7F =3
=g =3

Por lo gue graficamos un penodo

CAPITULO 5 Funciones trigonométricas de nimeros reales

"Ejemplo2 Graficas de curvas tangentes
Grafique cada una de las funciones.

b) y = tan z(; = %)
Solucion

a) El periodo es 72 y un intervalo adecuado es (— /4, /4). Los puntos terminales
x = —m/4 y x = /4 son asintotas verticales. Por lo tanto, graficamos un perio-
do completo de la funcién en (— /4, m/4). La gréfica tiene la misma
forma que la de la funcidn tangente, pero estd acortada horizontalmente por
un factor de 3. Entonces repetimos esa parte de la grafica a la izquierda y a la de-
recha. Véase figura 7(a).

b) La grifica es la misma que la del inciso a), pero estd desplazada a la derecha 1rf4,
como se ilustra en la figura 7(b).

a) y =tan 2x
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a) vy =tan2x b) }‘Htan!(x-%:l

~ Una curva cotangente desplazada

Grafique v = Er.‘m(.'ix = -E-)

Solucién  Primero expresamos la ecuacion en la forma y = a cot k(x — b) to-

mando como factor a 3 de la expresién 3x — g:

T )
:.r—Zl:ut(Bx- 2)-2{:{:{3(.‘:—3)

Por consiguiente, la gréfica es la misma que la de y = 2 cot 3x, pero estd desplazada a
la derecha /6. El periodo de y = 2 cot 3x es /3, por lo que un intervalo adecuado
es (0, /3). Para obtener el intervalo correspondiente para la grifica deseada, des-
plazamos este intervalo a la derecha /6. Esto nos da

mww o T
(“*ﬁ*g)‘(ﬁ)
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Para terminar, graficamos un periodo en la forma de la cotangente en el interva-
lo (w/6, 7/2) y repetimos la parte de la grifica a la izquierda y a la derecha (véase
figura B).
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Graficas que contienen funciones
cosecante y secante

Ya observamos que las funciones cosecante y secante son los reciprocos de las fun-

ciones seno vy coseno. Por lo tanto, el resultado siguiente es la parte equivalente del
resultado de las curvas seno y coseno de la seccién 5.3.

Curvas cosecante y secante

El periodo de las funciones
¥ = acsc kx y ¥y = a sec kx (k= 0)
es 2mr/k.

Un intervalo adecuado para graficar un periodo completo es [0, 2 m/k].

'Ejemplo 4 Grafica de curvas cosecantes
Grafique las funciones siguientes.

1 1 T
E}J’—..:,CEL'EI b]}'—EEEc(Ix+E)
Solucién

a) El periodo es 27/2 = 7. Un intervalo adecuado es [0, 7], y las asintotas se
presentan siempre en este intervalo sen 2x = (). Entonces, las asintotas en este
intervalo son x = 0, x = /2 y x = 7. A partir de esta informacién trazamos
una gréfica en el intervalo [0, 7] con la misma forma general que la de un
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periodo de la funcidn cosecante, La grifica completa de la figura 9(a) se obtiene
repitiendo esta parte a la izquierda y a la derecha.
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Figura 9 a) y=gesclx hI-I’_'imIE"I'E
Puesto que y = csc x completaun pe-  b) Primero escribimos
riodo entre x = 0 y x = 2, la funcidn
y = 3 csc(2Zx + §) completa un periodo 1 7y 1 T
cuando 2x + ¥ varfade O a 2w, F_Em 1,1:+E —Ecscz x+I
Inicio del periodo:  Final del periodo:
u+E=0 W+ F=2r A partir de la ecuacién vemos que la grifica es la misma que la del inciso a), pero
e b - desplazada a la izquierda /4. La gréfica se muestra en la figura 9(b). .
x==-7 x=1

Por lo que graficamos un periodo en

el intervalo {— %, 27).

"Elemplo 5 Grafica de una curva secante

Grafique y = 3 sec 1x.

=

Solucién El periodo es 27 + 1 = 4. Un intervalo adecuado es [0, 4] ¥

las asfntotas se presentan en este intervalo siempre que cos }x = 0. Por lo tanto, las
asintotas en este intervalo son x = w, x = 37. Con esta informacion trazamos en
el intervalo [0, 47r] una gréfica con la misma forma general que la de un periodo
de la funcidn secante. La grifica completa de la figura 10 se obtiene al repetir esta
parte a la izquierda y a la derecha.

Y

dmr

Figura 10
y = 3secix

______q__



1-6 ® Diga a qué grifica corresponde cada una de las

funciones.
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21 y=-‘:m(.: + 1’-]

441

11._\.'=1m:(:—r£)

4 3
w
1.f{x}=t..m(x+—) 2. flx) = sec2x 23.}'=lm x—E 24, vy = desc i
4 2 6 2
3. f(x) = cot 2x 4. f(x) = —tanx 25. v = tan 2x 26. v = tan ix
S. flx) = 2secx 6 flx)=1+ecscx R .
IT‘:.—tun#x Iﬂ.y-—cmlx
: . : 29, y = sec 2x 30, y=5cscix
\ 5 5 3L y=csc2x 32. y=csclx
E E E 33, y=2tan 3mx H}'=Elan%x
I L
& w5 3w
i L 35. y=5¢sc 2% 36. y = Ssec2mx
| i |
: l : 3?.}-=tan2(:c+g) Iﬂ.y=cm1(x+%)
1] v
E E 39 y=tan2(x — 7) iﬂ.y=sm1(x"%)
\ 12 i .
: i : 1 41. _1.'=|:ut(11'--5) 42. y = ;tan(wx — )
ol e = | .
I | iw x g! 0 ﬁr Im

=
—nu;;sa-—"'“""

S

-
i "‘I‘. i IIqI:

s® 1

43 v = Ics-:(mr = E)

3
Hﬁy=55ﬂc<3.r'-g)

2 m

49 v = 35&:#(.r+ %)

5l vy = —Ium(lr— E

;)

1 T
“""‘zm(z""?)

46. v = Lsec{2mx — w)

| T
= - -+ —
48, v uml(.r 4)

5ﬂ.y=5¢c(3x+-§)

5. y = 2csc(3x + 3)

53. a) Demuestre que si f es penddica y su penodo es p, enton-
ces 1/f también es periddica y su periodo es p.
b) Demuestre que la cosecante y la secante tiene periodo 2.

7-52 ® Determine el periodo y grafique la funcion.
54. Demuestre que si fy g son periddicas y su periodo es p, en-

7. y=4tanx 8. y=—4unx tonces el cociente /g es periddico también, pero el periodo
9, y=—lianx 10. y = lanx podria ser mis pequeiio que p.
11. y = —cot x 12. y=2colx Aoli
caciones
1). y=2cscx 14 y=1cscx P
5 e 55. Faros El haz de un faro da una rotacién completa cada
B JR3000X 16: = M dos minutos. En el tiempo 1, la distancia d que se ilustra en
17. y = tan(.: i _'[{) i = tan(,t N :n_') la figura de la pigina siguiente es
) . dr) = 3 wn =1

donde r s¢ mide en minutos y d en millas.

.y = s+ )
4 a) Determine d{0.15), d(0.25) y d(0.45).

1'.r
19, v = csc(.r = E)
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b) Grafique la funcién d para0 = ¢ < }, €) A partir de la grifica determine los valores de 1 a los

; . e cuando 1 Gende 2 17 cuales el largo de la sombra es igual a la estatura del

6/ Espueacede son I8 tisancing ' i hombre, ; A qué momento del dia corresponden cada
uno de estos valores?

d) Explique qué pasa con la sombra cerca de las 6 pm.
{es decir, cuando r— 127).

56. Largo de una sombra En un dia cuando el Sol pasa di-
rectamente sobre la cabeza a mediodia, un hombre de seis

pies de estatura proyecta una sombra cuyo largo es Descubrimiento * Debate

57. Formulas de reduccion Utilice las grificas de la figura 5
para explicar por qué las férmulas siguientes son verdaderas

1:’
12

donde § estd en pies y 1 es la cantidad de horas a partir

de las 6 AM. mn(x—E)=-cut:c
a) Determine el largo de la sombra a las 8 AM, a mediodia, B

alas 2 PMm y alas 5.45 pm. m(x—3)=cmx
b) Grafique la funcién § para 0 < r < 12. 2

W viodelado del movimiento arménico

El comportamiento periddico —comportamiento que se repite una y otra vez— es
comin en la naturaleza. Tal vez el ejemplo mds conocido es la salida y la puesta
del Sol de todos los dias. lo cual origina el patrdn repetitivo de dia, noche, dia, no-
che, . . . . Otro ejemplo es la variacidn diaria del nivel de la marea en las playas,
lo cual da como resultado el patrén repetitivo de marea alta, marea baja, marea alta,
marea baja, . . . . Ciertas poblaciones de animales se incrementan vy disminuyen de
acuerdo con un patrén periddico predecible: una poblacién grande consume las pro-
visiones alimentarias, lo cual ocasiona que la poblacién decline; a su vez, esto oca-
siona provisiones alimentarias abundantes, lo cual hace que la poblacién aumente; vy
el patrdn se repite y se repite (véanse piginas 432 a 433),

Otros ejemplos comunes de comportamiento periddico se relacionan con el movi-
miento que es originado por vibraciones u oscilaciones. Una masa que cuelga de un
resorte, €l cual estd comprimido v que luego se suelta, es un ejemplo sencillo. Este
mismo movimiento hacia arriba y hacia abajo también se observa en fenémenos di-
versos como las ondas del sonido, las ondas de luz, la corriente eléctrica alterna vy las
estrellas pulsdtiles, para mencionar unos cuantos ejemplos. En esta seccidn tratare-
mos el problema de modelar el comportamiento periddico.
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Modelado del comportamiento periodico

Las funciones trigonométricas son ideales para modelar el comportamiento periddi-
co. Una mirada a las grificas de las funciones seno y coseno, por ejemplo, nos dice
que estas funciones muestran un comportamiento periddico. En la figura 1 se puede
observar la grifica de y = sen 7. Si pensamos que 7 es el tiempo, vemos que a medi-
da que pasa el tiempo, y = sen f aumenta y disminuye una y otra vez. En la figura 2
se puede observar que el movimiento de una masa que cuelga de un resorte que vibra
estd modelado con mucha exactitud mediante v = sen 1.

Figura 1

y=sent

La diferencia principal entre dos ecua-
ciones que describen el movimiento ar-
mdnico simple es el punto de inicio. En
r = 0, tenemos

vyv=agsenw-0=10

y=agcosw-0=ag

En el primer caso, el movimiento “ini-
cia” con cero desplazamiento, en tanto
que en ¢l segundo caso, el movimiento
“inicia” con el desplazamiento en un
punto méximo (a la amplitud a).

Figura 2

Movimiento de un resorte que vibra modelado
mediante y = sen f.

Observe que la masa regresa a su posicion original una y otra vez. Un ciclo es
una vibracién completa de un objeto, de modo que la masa de la figura 2 completa
un ciclo de su movimiento entre @ y P. Las observaciones sobre como las funcio-
nes seno y coseno modelan el comportamiento periddico se resumen en el siguiente
recuadro.

Movimiento armonico simple

Si la ecuacion que describe el desplazamiento v de un objeto en el tiempo 1 es
¥ = asen oy o bien ¥ = acos af

entonces el objeto sigue un movimiento armonico simple. En este caso

amplitud = a| Desplazamisnto maximo del objeto
2w _ _
periodo = oy Tiempo necesario para completar un ciclo
m -, I} v v I
frecuencia = " Nimero de ciclos por unidad dé tiempo
o
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El simbolo w es la letra griega mintiscu-
la omega ¥ » es la letra griega “nu™.

ol [

10+

0
ol V
Figura 4

ol s

Observe que las funciones
y = asen 2wl y ¥ = acos 2wl

tienen frecuencia v, porque 27v/(2m) = v. Como podemos leer inmediatamente la
frecuencia de estas ecuaciones, las ecuaciones de movimiento armdnico simple
usualmente se expresan de esta forma.

_ ]l | Un resorte en vibracion
El desplazamiento de una masa que pende de un resorte estd modelado por la funcién

¥ = 10 sen 4t

donde y estd en pulgadas y r es segundos (véase figura 3).
a) Determine amplitud, periodo y frecuencia del movimiento de la masa.
b) Grafique el desplazamiento de la masa.

Solucion
a) De acuerdo con las formulas de amplitud, periodo y frecuencia, tenemos

amplitud = |a| = 10 pulgadas

o= _2w 1
periodo = w2 5
. w dar
frecuencia = — =— = 2Hz
2w 2w
b) La gréfica del desplazamiento de la masa en el tiempo ¢ se muestra en la
figura 4. [

Una situacién importante donde se presenta el movimiento arménico simple es en
la generacidn del sonido. El sonido se produce por una variacién regular en la presion
del aire a partir de la presién normal. Si la presidn varia segiin un movimiento armd-
nico simple, entonces se genera un sonido puro. El tono del sonido depende de la fre-
cuencia y la intensidad depende de la amplitud.

-

smplo2 Vibraciones de una nota musical H

Un miisico toca con una tuba la nota mi y sostiene ¢l sonido durante un
tiempo. Para una nota mi pura la variacién en la presion a partir de la presion
normal de aire estd dada por

W(t) = 0.2 sen 80mt

donde V se mide en libras por pulgada cuadrada y ¢ en segundos.
a) Calcule la amplitud, periodo y frecuencia de V.,
b) Grafique V.

c) 5i el miisico que toca la tuba aumenta la intensidad de la nota, jqué tanto se mo-
difica la ecuacién de V7

d) Si el misico toca la nota incorrectamente y un poco apagada jen qué cambia la
ecuacién para V7
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Solucion
y = 0.1sen 80wt a) De acuerdo con las férmulas de amplitud, periodo y frecuencia obtenemos

B

I'I ' “l frecuencia = Sy = 40

3
:
|

Fodk | "
—
L
i

b) La grifica de V se muestra en la figura 3.

" c) Siel misico aumenta la intensidad se incrementa la amplitud. De este modo el
rigurs nidmero (.2 se reemplaza por un nimero mayor.

d) Sila nota es apagada, entonces la frecuencia disminuye. Por lo tanto, el coefi-
ciente de r es menor que 80+, [

plo 3 Modelado de un resorte que vibra

Una masa pende de un resorte. El resorte estd comprimido y mide 4 cm. Luego se
suelta. Se observa que la masa regresa a la posicién comprimida después de §
de segundo.

a) Encuentre una funcién que modele el desplazamiento de la masa.

e b) Grafique el desplazamiento de la masa.

B it

Solucion

de reposo a) El movimiento de la masa estd representado por una de las ecuaciones del
movimiento armdénico simple. La amplitud del movimiento es 4 cm. Puesto que
esta amplitud se alcanza en el tiempo r = 0, una funcién adecuada que modele

el desplazamiento es de la forma

¥y = @ cos wi

Como el periodo es p = 1, podemos determinar w a partir de la ecuacién
siguiente:

periodo =

Periodo =

v = 4 cos 6wt

e
E wi—
T eV ey

D'csﬁrJ: de o

Entonces, el movimiento de la masa estd modelado por la funcién

= T

y = 4 cos bt

L e 8

donde y es el desplazamiento desde el punto de reposo en el tiempo t. Observe
que cuando vy = 0, el desplazamiento es y = 4, como era de esperarse.

b) La gréifica del desplazamiento de la masa en el tiempo r se ilustra en la
Figura 6 figura 6. »
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Figura 7

P
0 2.7 54 !
{dias
Figura B

En general, las funciones seno 0 coseno que representan un movimiento arménico

simple podrian estar desplazadas horizontal o verticalmente. En este caso, la ecuacidn
tiene la forma

| y=asenfw(t—c)+b o y=acosi@(r=c)+b ,5

El desplazamienio vertical b indica que la variacién ocurre alrededor de un valor pro-
medio b. El desplazamiento horizontal ¢ indica la posicién del objeto en ¢ = 0. (Véase
figura 7.)

¥}y = asen{wit — o)) + b *t y=acoslw(t—c)) + b

=
o
x
EH
= 1
=
-
b
Y
- 1

a) b}

'Ejemplo4 Modelado de la brillantez de una estrella variable

Una estrella vanable es aquella cuya brillantez aumenta y disminuye en forma alter-
nada. Para la estrella vanable Cefeida delia, el tiempo entre los periodos de brillan-
tez maxima es 5.4 dias. La brillantez promedio, es decir, la magnitud, de la estrella
es 4.0 y su brillantez varia en una magnitud de *0.35,

a) Determine una funcidén que modele la brillantez de la Cefeida delta en funcidn

del tiempo.

b) Grafique la brillantez de la Cefeida delta en funcidn del tiempo.

Solucion
a) Determinemos una funcidn de la forma

y = acos{w(t — ¢)) + b
La amplitud es la variacion mdxima de la brillantez promedio, de modo que la
amplitud es a = 0.35 de magnitud. Sabemos que el periodo es de 5.4 dias, de

modo que

2
ufl.l—ﬁ’= 1.164

Puesto que la brillantez varia desde un valor promedio de 4.0 de magnitud,

la grifica se desplaza hacia arriba b = 4.0. 5i tomamos ¢ = 0 como el tiempo
cuando la estrella estd en su brillantez méxima, no hay desplazamiento horizon-
tal, por lo que ¢ = 0 (porgue una curva coseno alcanza su mdximo a ¢ = 0). Por
lo tanto, la funcién que queremos es

y = 0.35 cos(1.161) + 4.0

donde 1 es el mimero de dias a partir del momento cuando la estrella estd en su
brillantez méixima.

b) La grifica se ilustra en la figura 8. ]
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La cantidad de horas con luz del Sol varia a lo largo del afio. En el Hemisferio
Norte, el dia més largo es el 21 de junio, y el més corto es el 21 de diciembre. La du-
racién promedio de la luz de dia es de 12 horas, y la variacion de este promedio de-
pende de la latitud. (Por ejemplo, en Fairbanks, Alaska, se experimentan jmds de 20
horas de luz en el dia mds largo y menos de cuatro horas en el dia mds corto!) La gri-
fica de la figura 9 ilustra la cantidad de horas con luz del dia en distintas épocas del
afio para varias latitudes. Es evidente, de acuerdo con la grifica, que la variacion en
horas de luz de dia es armonica simple.

20
18
16
14
12
Hum '"] | ! ! | | ! ! . - Y
: —— 50°N | 1 \
6 | — 40N} £} -
— 30°N :
4 | — 20N |
2
Figura 9 0 _
Grifica de la duracion de la luz del dia WS- A i Teec: TN Agon: SOpL.. S e
desde el 21 de marzo al 21 de diciembre en Fuente: Lucia C. Harrison, Daylight, Twilight, Darkness and Time
varias latitudes {Nueva York: Silves, Burden, 1935), p, 40,

'Ejemplo5 Modelado del nimero de horas a

de luz solar
En Filadelfia (40° de latitud norte), el dia mds largo del afio tiene
14 h 50 min de luz de dia y el dia mds corto tiene 9 h 10 min de luz.

a) Determine una funcidn L que modele la duracién de la luz del dia en funcién
de ¢, la cantidad de dias desde el 1 de enero.

b) Un astrénomo requiere por lo menos 11 h de oscuridad para una fotografia
astrondmica de larga exposicién. ;| En qué dias del afio es posible tomar dicha

fotografia?
Solucion
a) Necesitamos encontrar una funcion de la forma
y=asenfwlt—c)) +b

cuya grafica es la curva a 40° de latitud norte de la figura 9. A partir de la infor-
macion dada, vemos que la amplitud es

a=3(14; — 95) = 2.83h

Puesto gue hay 365 dias en el afio, el periodo es 365, por lo que

2
w = 365 = (.0172
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s BEOl  Ee2a

n: 365
Figura 10

iPor qué decimos que la corriente
de los hogares es de 110V cuando
el voltaje miximo producido es
155 V7 De acuerdo con la simetria
de la funcidn coseno, vemos gue el
voltaje promedio generado es cero.
Este valor promedio seria el mis-
mo para todos los generadores de
corriente alterna y entonces no nos
daria informacidn acerca del volta-
je generado. Para obtener mayor
informacion del voltaje, los inge-
nieros usan el método del valor
eficaz de la tension (rms). Se pue-
de demostrar que el valor eficaz de
la tension es 1/v2 por el voltaje
méaximo. Entonces, en ¢l caso de la
corriente de los hogares el valor
eficaz de la tension es

1
155 X —= = 110V
V2

CAPITULO 5 Funciones trigonométricas de niumeros reales

Como la duracién promedio de la luz del dia es de 12 horas, la gréfica se despla-
za 12 hacia arriba, de modo que & = 12. Puesto que la curva alcanza el valor
promedio (12) el 21 de marzo, el octagésimo dia del afio, la curva se desplaza
80 unidades a la derecha. Por lo tanto, ¢ = 80. Entonces, una funcién que
modela el nimero de horas de luz del dia es

y = 2.83 sen(0.0172(r — 80)) + 12

donde ¢ es el mimero de dias a partir del | de enero.

b) Un dia tiene 24 h, de modo que 11 horas de noche corresponden a 13 horas de
luz de dia. Entonces, necesitamos resolver la desigualdad y = 13. Para resolver
esta desigualdad en forma gréfica, trazamos vy = 2.83 sen 0.0172(r — 80) + 12y
y = 13 en el mismo sistema. Segin la grifica de la figura 10 vemos que hay me-
nos de 13 h de luz de dia entre el dia 1 (1 de enero) y el dia 101 (11 de abril) ¥
desde el dia 241 (29 de agosto) al dia 365 (31 de diciembre). ]

Otra situacion donde se presenta movimiento armonico simple es en los genera-
dores de corriente alterna (AC). La corriente alterna se produce cuando una armadu-
ra gira alrededor de su eje en un campo magnético.

En la figura 11 se representa una version sencilla de tal generador. Cuando el alam-
bre atraviesa el campo magnético, un voltaje o tensién E se genera en el alambre, Se
puede demostrar que el voltaje generado se representa mediante

E(t) = Ejcosat

donde E, es la tensién méxima producida, la cual depende de la fuerza del campo
magnético, y w/(27) es la cantidad de revoluciones por segundo de la armadura, es
decir, la frecuencia.

— Imanes —

Figura 11 Alambre —

Ejemplo 8 Modelado de la corriente alterna

La corriente alterna de 110V de los hogares variade +155V a —155V con una
frecuencia de 60 Hz (ciclos por segundo). Plantee una ecuacién que describa esta
variacion del voltaje.

Solucion La variacién del voltaje es arménica simple. Puesto que la frecuencia
es de 60 ciclos por segundo, tenemos

@ _

2

o bien w = 1207

Hagamos que r = 0 es el tiempo cuando el voltaje es + 155 V. Entonces,

E(t) = acos wt = 155 cos 120wt n
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a) Movimiento armdnico:
v = sen 8t

b) Movimiento armdnico amortiguado:

y = ¢ 'sen Bt

Hz es la abreviatura de hertz. Un hertz

es un ciclo por segundo.

Figura 13
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Movimiento armonico amortiguado

Se supone que el resorte de la figura 2 de la pdgina 443 oscila en un medio sin fric-
cidn. En este caso hipotético, la amplitud de la oscilacién no cambia. En la presencia
de friccion, el movimiento del resorte “se extinguird” con el tiempo, es decir, la am-
plitud del movimiento disminuird con el paso del tiempo. El movimiento de este tipo
se llama movimiento armonico amortiguado.

Movimiento armonico amortiguado

S1 la ecuacion que describe el desplazamiento y de un objeto en el tiempo r es
y = ke™ sen wt o bien y = ke cos wt (c = 0)
entonces, el objeto se desplaza con un movimiento armdénico amortiguado.

La constante ¢ es la constante de amortiguamiento, & es la amplitud inicial
y 2m/w es el periodo.®

El movimiento armonico amortiguado es movimiento arménico simple para el cual
la amplitud estd regida por la funcién a(r) = ke . En la figura 12 se muestran las
diferencias entre movimiento armdénico y movimiento armonico amortiguado.

Modelado del movimiento armoénico amortiguado

Dos sistemas masa-resorte estin experimentando movimiento arménico amortiguado,

ambos a 0.5 ciclos por segundo y con un desplazamiento inicial méximo de 10 cm.

El primero tiene una constante de amortiguamiento de 0.5 y el segundo de 0.1.

a) Determine funciones de la forma g(t) = ke " cos wf para modelar el movimiento
en cada caso.

b) Grafique las dos funciones que determiné en el inciso anterior. ;| En qué difieren?
Solucion

a) En el tiempo 1 = 0, el desplazamiento es 10 cm. Por lo tanto, g(0) = ke ™"
cos(w-0) = k, v entonces k= 10. Asimismo, la frecuencia es f = 0.5 Hz,
y como w = 2 f (véase pdgina 443), obtenemos w = 2m(0.5) = . Al aplicar las
constantes de amortiguamiento dadas, encontramos que los movimientos de
los dos resortes se representan mediante las funciones

gi(t) = 10e™ ¥ cosmt y  gir) = 10e™*" cos mt

b) Las funciones g, y g. se grafican en la figura 13. Segin las grifica, vemos que
en el primer caso, donde la constante de amortiguamiento es mayor, el movi-
miento se extingue con rapidez, en tanto que en el segundo caso, el movimiento
perceptible continda mucho mds tiempo.

12 12

J 11I

] 1/ |'

+ ™, 1 I | |"lII 'Iﬁl' k|

_]—:\7[—&7/“%4—“--_&-—15 -1 ,l!||||'|||'|| IIIIII Illl v 15
|I|| 1 ||
+\

1 1 -

-12 =12

gilt) = 10 e U3 cng arr g:lf) = 10 e Vleng arr

*En ¢l caso del movimiento armdnico amortiguado, el érmino cuasi-periods se usa con muchs frecuencia en logar de
periode porque el movimienio no es en realidad periddico, sino que disminuye con el iempo. Mo obstante, seguiremos
utilizando el rmino pericdo para evitar confusiones.
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Como lo indica el ejemplo anterior, a medida que es mds grande la constante de
amortiguamiento ¢, es mds rdpida la extincidn de la oscilacién. Cuando se pulsa la
cuerda de una guitarra y luego se le permite vibrar libremente, un punto en esa cuerda
sufre movimiento arménico simple. Escuchamos el amortiguamiento del movimien-
to cuando se apaga el sonido que genera la vibracidn de la cuerda. Qué tan rdpido
se presenta el amortiguamiento en la cuerda, segin la medida de la constante ¢, es una
propiedad de las dimensiones de la cuerda y del material con que esté fabricada. Otro
ejemplo de movimiento arménico amortiguado es el movimiento que sufre un amor-
tiguador de automévil cuando éste golpea contra algo en la carretera. En este caso, el
amortiguador del automdvil estd disefiado para amortiguar el movimiento tan rédpi-
do como sea posible (¢ grande) y tener una frecuencia tan pequefia como sea posible
(w pequena). Por otro lado, el sonido producido por un misico que toca una nota con
una tuba no es amortiguado siempre que el miisico mantenga la intensidad de la
nota. Las ondas electromagnéticas que producen luz se desplazan en un movimiento
armoénico simple que no es amortiguado.

_\i’ihrnciﬁn de una cuerda de violin ﬁ

Se jala la cuerda sol de un violin una distancia de 0.5 cm por arriba de su po-
sicidn de reposo, luego se suelta y se le deja vibrar. Se determiné que la constante de
amortiguamiento ¢ de esta cuerda es 1.4, Suponga que la nota generada es sol pura
(frecuencia = 200 Hz). Determine una ecuacion que describa el movimiento en el
punto en el cual la cuerda fue pulsada.

Solucion Sea P el punto en el cual la cuerda es pulsada. Determinaremos una
funcion f{r) que da la distancia en el tiempo r del punto P desde su posicidn original
de reposo. Como el desplazamiento médximo ocurre en ¢t = (), encontramos una

ecuacion de la forma
y = ke " cos wt

A partir de esta ecuacién vemos que f(0) = k. Pero sabemos que el desplazamiento
original de la cuerda es 0.5 cm. Entonces, & = (.5. Como la frecuencia de la vibracidn
es 200, tenemos w = 27 f = 27w(200) = 4007 . Para finalizar, puesto que sabemos
que la constante de amortiguamiento es 1.4 tenemos

f(t) = 0.5¢ ¥ cos 4004t =

_Ejemplo8 Ondas en un lago

Se arroja una piedra en un lago en calma, lo cual ocasiona que se formen ondas.
El movimiento hacia arriba y hacia abajo de un punto en la superficie del agua lo
modela el movimiento arménico amortiguado. En un cierto momento se mide la
amplitud de la onda y 20 s més tarde se observa que la amplitud disminuyo a fﬁ de
su valor. Calcule la constante de amortiguamiento c.

Solucion La amplitud se rige por el coeficiente ke ' en las ecuaciones para
el movimiento arménico amortiguado. Por lo tanto, la amplitud en el tiempo 1 es
ke, y 20 s después es ke """, Entonces, como el dltimo valor es 15 del primer

valor, tenemos :
ke ) = Lgge

Entonces determinamos el valor de ¢. Al anular k y aplicar las leyes de los exponen-
tes llegamos a

'E—J.'Il E—Hh— = i'lﬁf-:r
s 1 . _
e e = & Anulacidn de e

ex = 10 Se determinan los reclprocos
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Determinamos los logaritmos naturales de ambos miembros:

20c = In(10)

¢ = +1n(10) = £(2.30) = 0.12

Por lo tanto, la constante de amortiguamiento es ¢ = 0.12. n

1-8 ® La funcidn dada modela el desplazamiento de un objeto
que se desplaza en movimiento arménico simple.

a) Determine amplitud, periodo y frecuencia del movimiento.

b) Grafique el desplazamiento del objeto en un periodo
completo,

2. vy = 3cosis

4 y= 245sen3.6¢

1. vy = 2 sen 3r

3. v=—cos 0.3
8 y=-025 r:us(l.S.' - 3‘3) 6. y = —13 sen(0.2r + 1.4)

3
7. y = Scos(ir + 3)

9-12 ® Encuentre una funcién que modele ¢l movimiento
armonico simple que presenta las propiedades dadas. Suponga
que el desplazamiento es cero en el tiempo 1 = 0.

8. vy = L6sen(r — 1.8)

9. amplitud = 10cm, periodo =35

10. amplitud = 24 pies, periodo = 2 min
11. amplitud = 6 pulg, frecuencia = 5/7 Hz
12, amplitud = 1.2 m, frecuencia = (0.5 Hz

13-16 ® Encuentre una funcién que modele el movimiento
armodnico simple que presenta las propiedades dadas. Suponga
que el desplazamiento ¢s miximo en ¢l tempo ¢ = 0.

13, amplitud = 60 pies, penodo = 0.5 min

14. amplitud = 35cm, periodo = Bs
15. amplitud = 2.4 m, frecuencia = 750 Hz
16. amplitud = 6.25 pulg, frecuencia = 60 Hz

17-24 ® Se proporcionan una amplitud inicial k, constante

de amortiguamiento ¢ y frecuencia f o periodo p. (Recuerde

que la frecuencia y el periodo estin relacionados mediante la

ecuacion f = ]fp.}

a) Determine una funcidén que modele el movimiento armdnico
amortiguado. Use una funcidn de la forma v = ke ™™ cos wi
en los ejercicios 17 a 20 y de la forma y = ke™ sen wt en los
ejercicios 21 a 24,

b) Grafigue la funcidn.
17. k=2, c=15 f=13
18. k=15, ¢=025 f=06

19. k=100, c=005 p=4
2. k=075 c=3 p=3r
2. k=17, ¢=10, p=mu/6
2. k=1, ¢=1, p=1

23, k=03, ¢=02 f=20
M. k=12, ¢=00l, f=8

Aplicaciones

25. Un corcho flotante Un corcho que flota en un lago esti
sometido a movimiento armdnico simple. Su desplazamien-
to por arriba del fondo del lago estd expresado por

y=0.2cos20m + 8

donde y estd en metros y [ en minutos.

a) Calcule la frecuencia del movimiento del corcho.

b) Grafique y.

¢) Encuentre el desplazamiento maximo del corcho por
armiba del fondo del lago.

26. Senales FM de radio La onda portadora para una sefial
FM de radio estd expresada mediante la funcidn

v = asen(2m(9.15 X 107)1)

donde 1 estd en segundos. Calcule el periodo v la frecuencia
de la onda portadora.

27. Modelo de la poblacion de un predador En un modelo
de predador/presa (véase pdgina 432), la poblacidn del pre-
dador se modela mediante la funcién

v = 900 cos 2r + 8000

donde t se mide en afos.
a} ;Cudl es la poblacion méixima?
b) Determine el tiempo entre periodos sucesivos de pobla-
¢ién mdxima.
28. Presion sanguinea Cada vez que late el corazén, la pre-
sidn sanguinea aumenta, luego disminuye cuando el corazon

descansa entre latidos. La presién sanguinea de una persona
estd modelada por la funcidn

plt) = 115 + 25 sen(160w1)
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donde p(r) es la presién en mm de Hg en el tiempo 1, que se

mide en minutos.

a) Calcule la amplitud, periodo y frecuencia de p.

b) Grafique p.

¢} Cuando una persona hace ejercicio, su corazdn late més
rdpido. ;Cémo afecta esta situacidn el periodo y la fre-
cuencia de p?

Sistema resorte-masa Una masa unida a un resorte se

desplaza hacia arriba y hacia abajo en movimiento arménico

simple. La grifica proporciona el desplazamiento o{r) desde

¢l equilibrio en el tiempo 1. Exprese la funcidn d en la forma

d(t) = a sen wi.

dit) k
5..

Ly | =

| s

LA 4=
T

_5 4

Mareas La grifica muestra la variacién del nivel del agua
relacionada con el nivel medio del mar en Commencement
Bay en Tacoma, Washington, para un periodo particular de
24 h. 5i se supone que esta variacidn estd modelada por el
movimiento arménico simple, determine una ecuacién de

la forma y = a sen e que describa la variacion en el nivel
del agua como una funcidn del nimero de horas después de
medianoche.

delmar P\ 3 J6 913 6 9 12
| | {tiempo)
[
| |
—6+ i |
| |
MEDIANOCHE ~ AM. | PM. MEDIANOCHE
Mareas La Bahia de Fundy en Nueva Escocia tiene las ma-

reas mas altas del mundo. En un periodo de 12 horas el agua
inicia al nivel medio del mar, se eleva 21 pies v cae hasta
21 pies y luego regresa al nivel medio del mar. Si supone-
mos que el movimiento de las mareas es armonico simple,

proporcione una ecuacidn que describa la altura de la marea
en la Bahia de Fundy por ammiba del nivel medio del mar.

32,

33

34

35.

Trace una grifica donde se muestre el nivel de las mareas
en un periodo de 12 horas.

Sistema resorte-masa Se jala hacia abajo una distancia
de 2 pies a una masa que estd unida a un resorte, desde su
posicion de reposo segiin se muestra en la figura. La masa
se suelta en el iempo r = 0 vy se le deja oscilar, Si la masa
regresa a su posicion después de | s, encuentre una ecuacion
que descnba su movimiento

—_—
Posicién 2 pies
¥

de reposo =

Sistema resorte-masa Una masa pende de un resorte,
El resorte se comprime de modo que la masa de localiza 5
cm por arriba de su posicion de reposo. La masa se suelta en
el iempo 1 = 0 y se le deja oscilar. Se observa que la masa
alcanza su punto mids bajo medio segundo después de que
se suelta. D€ una ecuacion gue describa el movimiento

de la masa.

Sistema resorte-masa La frecuencia de oscilacion de
un objeto suspendido de un resorte depende de la rigidez k
de éste y la masa m del objeto. La rigidez se llama constante
del resorte. 5i el resorte se comprime a una distancia a y
luego se le deja oscilar, su desplazamiento se representa
mediante

flr) = acos *'vfk,l"_m:

a) Una masa de 10 g estd suspendida de un resorte con ri-
gidez k = 3. 51 el resonte se compnme una distancia de
3 ¢m y luego se libera, determine la ecuacidn que
describe la oscilacién del resorte,

b) Halle una férmula general para la frecuencia en funcién
de k y m.

€} ;Qué tanto se afecta la frecuencia si la masa se incre-
menta? ; La oscilacidn es méds ripida o mds lenta?

d) ;Qué tanto resulta afectada la frecuencia si se usa un re-
sorte mads rigido (k mds grande)? ; La oscilacion es mas
ripida o mds lenta”

Rueda de la fortuna Una rueda de la fortuna tiene un
radio de 10 m v la parte inferior de la rueda pasa a 1 m por
arriba del suelo. Si la rueda da una vuelta completa cada
20 5, determine una ecuacion que proporcione la altura por



36. Péndulo de reloj

arriba del suelo, en funcion del tiempo, de una persona que
va sentada en la rueda.

El péndulo de un reloj del abuelo da
una oscilacidn completa cada 2 s. El dngulo méiximo gue el
péndulo subtiende con respecto a su posicion de reposo es
10°. Sabemos a partir de los principios fisicos que el dngulo
# entre el péndulo y su posicidén de reposo cambia de mo-
do armdnico simple. Plantee una ecuacion que describa ¢l
ingulo # en funcion del tiempo. (Tome r = () como el tiem-
po cuando el péndulo es vertical.)

b |

-

| €

37. Estrellas variables El periodo de la estrella variable

Géminis zeta es de 10 dias. La brillantez promedio de la es-
trella es 3.8 magnitudes y la variacién médxima con respecto
al promedio es (.2 de magnitud. 5i suponemos que la varia-
cién en la brillantez sigue un patrén arménico simple, de-
termine una ecuacidn que proporcione la brillantez de la
estrella en funcidn del tiempo.

38. Estrellas variables Los astrénomos suponen que el radio

de una estrella vanable se incrementa y disminuye con la
brillantez de la estrella. La estrella variable Cefeida delta
(ejemplo 4) tiene un radio promedio de 20 millones de millas
y cambia un mdximo de 1.5 millones de millas con respecto
al promedio durante una sola pulsacién. Determine una
ecuacion que describa el radio de esta estrella en funcidn
del nempo.

39. Generador eléctrico La armadura de un generador

eléctrico gira a 100 revoluciones por segundo (rps). Si el

SECCION 55 Modelado del movimiento arménico 453

40.

Presidn sanguinea (mmHg)

voltaje méximo producido es 310V, plantee una ecuacion
gue describe esta vaniacion en voltaje. ;Cudl es el valor
eficaz de la tension? (Véase ejemplo 6 y la nota al margen
adyacente a €l.)

Relojes biologicos Los ritmos circadianos son procesos
bioldgicos que oscilan con un periodo de aproximadamente
24 h. Es decir, un ntmo circadiano es un relo) bioldgico dia-
rio interno. Al parecer, la presidn sanguinea sigue un ritmo.
Para una cierla persona, la presion sanguinea promedio en
reposo varia de un méximo de 100 mm de Hg a las 2:00 pm
a un minimo de 80 mm de Hg a las 2:00 aM. Determine la
funcién seno de la forma

fie) = asenfalr — c}) + b

que modela la presidn sanguinea en el tiempo 1, que se mide
én horas a partir de la medianoche.

110
100
90

80

124 6 AM 1Z2ma G M 12am 6 AM

Generador eléctrico  La grifica muestra la pantalla de

un osciloscopio sobre la lectura de la variacion del voltaje

de una comente alterna que produce un generador sencillo.

a) Encuentre el voltaje midximo producido.

b) Determine la frecuencia (ciclos por segundo) del
generador.

¢) ;Cuéintas revoluciones por segundo da la armadura del
generador?

d) Determine una férmula que describa la variacidn en el
voltaje en funcidn del tiempo.
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Efecto Doppler Cuando un automévil hace sonar su
claxon al acercarse a un observador, el tono de la bocina pa-
rece mas alto al aproximarse y mds bajo al alejarse (véase
la figura). Este fenémeno se llama efecto Doppler. Si la
fuente del sonido se desplaza a una velocidad v en relacién
con el observador y si la velocidad del sonido es w, entonces
la frecuencia percibida f se relaciona con la frecuencia real

fp seglin
Y . 48
12 f“(q, - u)

Elegimos el signo menos si la fuente se desplaza hacia el
observador y el signo mas si se aleja.

Suponga que un automdvil va 110 pies/s pasa tocando su
claxon frente a una mujer que se encuentra de pie en el aco-
tamiento de la camretera; la frecuencia de la bocina es de 500
Hz. Suponga también que la velocidad del sonido es de
1130 pies/s. (Es la velocidad en aire seco a 70°F.)

a) ;Cuiles son las frecuencias de los sonidos que la mujer
escucha cuando el automévil se aproxima a ella y cuan-
do se aleja de ella?

b) SeaA la amplitud del sonido. Determine unas funciones
de la forma

¥ = A sen wr

que modelan el sonido percibido cuando el automdvil se
aproxima a la mujer y cuando se aleja.

43.

Movimiento de un edificio Una fuerte racha de aire
golpea a un edificio alto, lo que ocasiona que la construccidn
se mueva de un lado al otro seglin un movimiento armdénico
amortiguado. La frecuencia de la oscilacidn es 0.5 ciclos
por segundo y la constante de amortiguamiento es ¢ = 0.9.
Calcule una ecuacion que describe el movimiento del

B repaso

Revision de conceptos

45.

46.

edificio. (Suponga k = | y t = 0 es el instante cuando la ra-
cha de aire golpea al edificio.)

. Amortiguador de golpes Cuando un automdvil choca

conira un tope en el camino, un amortiguador del vehiculo

se comprime una longitud de 6 pulg, luego se libera (véase

la figura). El amortiguador vibra en movimiento armdnico
amortiguado con una frecuencia de 2 ciclos por segundo.

La constante de amortiguamiento para este amortiguador en

particular es 2.8.

a) Determine una ecuacion que describa el desplazamiento
del amortiguador desde su posicién de reposo como una
funcidn del tiempo. Tome ¢ = 0 como el instante en el
que el amortiguador es liberado.

b) ;Cuinto tiempo se requiere para que la amplitud de la
vibracidn disminuya a 0.5 pulg?

—_— " —

Diapasén Se golpea un diapasdn y oscila en movimiento
armonico amortiguado. La amplitud del movimiento se mi-
de, v 3 s mis tarde se observa que la amplitud ha caido | de
su valor. Determine la constante de amortiguamiento ¢ para
este diapasin,

Cuerda de guitarra La cuerda de una guitarra se pulsa en
el punto P una distancia de 3 cm por arriba de su posicién
de reposo. Luego se suelta y vibra en movimiento arménico
amortiguado con una frecuencia de 165 ciclos por segundo.
Después de 2 s se observa gue la amplitud de la vibracién
en ¢l punto P es 0.6 cm.

a) Calcule la constante de amortiguamiento c.

b) Encuentre una ecuacitn que describe la posicidn del
punto P por arriba de su posicidn de reposo como una
funcidn del tiempo. Considere que r = 0 es el instante
en que se suelta la cuerda.

1'

a) ;Qué es el circulo unitario?

b) Utilice un diagrama para explicar qué significa el punto
sobre la circunferencia determinado por un nimero real 1.

¢) (Cuil es el mimero de referencia 1 asociado a r?

d) Sites un nimero real y Px, v) es el punto sobre la cir-
cunferencia determinado por , escriba ecuaciones que
definan sen r, cos I, tan f, cot t, Sec f y csC L



e) ;Cudles son los dominios de las seis funciones que defi-
nid en el inciso d)?

) ;Cuiles funciones trigonométricas son positivas en los
cuadrantes [, II, II1 y IV?
2. a) ;Qué es una funcién par?
b} ;Cuiles funciones trigonométricas son pares?
¢) [ Qué es una funcidn impar?
d) ;Cuiles funciones trigonométricas son impares?
3. a) Diga ;jcuiles son las identidades reciprocas?
b} Mencione las identidades pitagdnicas.
4. a) ;Qué es una funcidn periddica?
b} ;Cuiles son los penodos de las seis funciones trigono-
métricas?

5. Grafique las funciones seno y coseno. ;| Como es la grifica
del coseno en relacidn con la grifica del seno?

Ejercicios
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6. Escriba expresiones para amplitud, periodo y desplazamien-
to de la fase de la curva seno y = a sen k{x — b) y la curva
coseno ¥ = a cos kix — b).

7. a) Grafique las funciones tangente y cotangente.

b) Establezca los periodos de la curva tangente v = a tan kx
v la curva cotangente v = a cot kx.

8. a) Grafique las funciones secante y cosecante,
b) Proporcione los periodos de la curva secante v = a sec
kx y la curva cosecante y = a csc kx.

9. a) ;Cuil es el movimiento arménico simple?
b) ;Cuil es el movimiento arménico amortiguado?
¢} Mencione tres gjemplos de la vida cotidiana relaciona-

dos con el movimiento armdnico simple y el movimiento
arménico amortiguado.

1-2 ® Se proporciona un punto Plx, v).
a) Demuestre que P estd sobre el circulo unitario.

b) Suponga que P es el punto sobre la circunferencia determina-
do por r. Delermine seén f, cos { y lan I

V3 1 3 4
b ”(‘? 5) - P(E"E)

36 ®» Se da un nimero real 1.

a) Determine el nimero de referencia para 1.

b) Encuentre el punto sobre la circunferencia Fx, v) del circulo
unitario determinado por 1.

c) Calcule las seis funciones tngonométricas de 7.

_2w S5t

4 1="—

o3 3

1l T
Li=—— b t=——
4 i

7-16 ® Determine el valor de la funcidn trigonométrica. 51es
posible, proporcione el valor exacto; si no es asi, utilice una calcu-
ladora para encontrar un valor aproximado correcto con cinco
cifras decimales.

7. a) T‘J b) {:ns?%r

mw mw
8. a) tan—j' h) lnrl( 3)
9. a) sen .1 b) cos 1.1

o kg
10. a) ms; b) ms( E)

11. a) cmg?w b) sac%“
12. a) s:n%r b) csc
13. a) mn%Ir b) WIST“
14, a) sen 2w b) csclm
15. a) tanj?# b) cm%ﬂ
16. a) ms% b) m’.%

17-20 » Apligue las identidades fundamentales para plantear la
primera expresion en términos de la segunda.

tan f
17. —, sent 18, tan’rsect, cosr

cos |
19. tan¢, sent; Ienel cuadrante IV

20. sect, sent; ren el cuadrante I1

21-24 m Calcule los valores de las funciones trigonométricas
restantes en ¢ a partir de la informacion proporcionada.

2. sent =13, cosi=—133
22, sen.*=—f, cosi >0
23 cotir = —1, cser=VE2

24, cost = -4, tant<0
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25, Sitant = |y el punto sobre la circunferencia para f estd en 45. y = dosc(2x + m) 46. y = lﬂﬂ(# +‘E)
el cuadrante III, determine sec r + cot r. I
w
26. Sisent = —i% y el punto sobre la circunferencia para ¢ estd 47. y = “"J(E" _E) 48. y = —4 sec 4mx
en ¢l cuadrante IV, determine csc 1 + secr. n 49-54 m Se o e
27. Sicost = 1 y el punto sobre la circunferencia para r estd en a) Utilice una calculadora o una computadora para graficar
el cuadrante 1, determine tan 1 + sec 1. la funcidn.
28. Sisect = —5 y el punto sobre la circunferencia para 1 estd b) Determine a partir de la gréfica si la funcién es periddica y,
en el cuadrante I1, determine sen’t + cos™r. si es asi, calcule el periodo.
¢) Calcule a partir de la grifica si la funcién es impar, par o nin-
29-36 = Se proporciona una funcion trigonométrica. guna de las dos.
a) Calcull_: amplitud, periodo y desplazamiento de la fase de 49. vy = |cos x| S50. v = sen(cos x)
la fancaca, 51 y = cos(2%) 82. y =1 + 2%
b) T 1 :
) mamﬁlm 53, y = |x| cos 3x 54, y= Vxsendx (x>0)
29, vy = 10cos 3x 0. v=4sen2wx
g : ’ ’ 55-58 = Grafique las tres funciones sobre una misma pantalla.
3. y = —senix 32, erzﬁan(x-ﬂ) :De qué manera se relacionan las grificas?
o 55. y=x, y=—x, y=xsenx
33, y = 3 sen(2x — 2) .uy=-:-:..-.z(x—§) 56,y =27, y=-2"% y=2""cosdmx
Shy=x. y=sendx, v=x+sendx
3. y = —cm(;l*‘*%) 36. y = lﬂs:ﬂ(h_g) 58. y =sen’x, y=cos'x, y=senx + cos’x
B8 59-60 ®» Calcule los valores maximo y minimo de la funcién.
H—dﬂlﬂemmmlagrﬁﬁcad:mpﬂiudndﬂunafunciﬁl} 59. y = cos x + sen 2x 6. v = cosx + sen’x
::;f;;::ﬂy = o Mulr=Nloy=gcostix—b) Dewrios I 61. Calcule las soluciones de sen x = 0.3 en el intervalo [0, 27].
' 62. Calcule las soluciones de cos 3x = x en el intervalo [0, 7]
Hl- Hl ! 1
Y Y .2) _ sen’x
| B 63 Seaf(x) =——
a) ;La funcién f es par, impar o ninguna de las dos?
: - i b) Determine las intersecciones con el eje x de la
o] =\ = x 0 X grifica de f.
“Y 12 ¢) Grafique f en un rectingulo de visién adecuado.
—54 d) Describa el comportamiento de la funcidén cuando x se
incrementa.
39. ¥ 40. ¥ e) Observe que f(x) no estd definida cuando x = 0. [Qué
11 sucede cuando x tiende a 07
2
I 64. Sean y, = cos(sen x) y v, = sen{cos x).
a) Grafigue v, y ¥; en el mismo rectingulo de vision.
; : e , e b) Determine el periodo de cada una de las funciones a par-
_% 0 % % x 0 x tir de su grifica.
¢) Determine una desigualdad entre sen(cos x) y cos{sen x)
gt 1 que sea vilida para toda x.
2 {_ Wy 4} 65. Un punto P que se desplaza en movimiento armdnico sim-
3 ple completa ocho ciclos cada segundo. 5i la amplitud del
movimiento es 50 cm, plantee una ecuacidn que describa
41-48 = Determine el periodo y grafique. el movimiento de P en funcidn del tiempo. Suponga que el
41, & 3unk 2w e E:::;:raiﬂ';muentra en su desplazamiento miximo
ﬂ.y=2m«t(;—£) 4, _}'=$E¢('!J."- E) 66. Una masa suspendida de un resorte oscila en movimiento ar-
2 2 2 ménico simple a una frecuencia de cuatro ciclos por segundo.



La distancia desde el punto més alto al punto méds bajo de la
oscilacion es 100 cm. Determine una ecuacion que describa
la distancia de la masa desde la posicion de reposo en funcidn
del tempo. Suponga que la masa estd en su punto mids bajo
cuando r = (),

67. La grifica muestra la variacion del nivel del agua con respec-
to al nivel medio del mar en el puerto de Long Beach para un
periodo particular de 24 horas. Si suponemos que esta varia-
cidn es movimiento armonico simple, encuentre una ecuacion
de la forma v = a cos wf que describa la variacion en el ni-
vel del agua en funcidn de la cantidad de horas después de
medianoche.

Yi
(pies)
4
Nivel \ /\ /
medio : ¥ : : -
delmar © 6 [9 12 6 f9 12 ¢t
| | (tiempo)
: |
I
Fd | | [
l |

MEDIANOCHE =~ AM. PM. MEDIANOCHE
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68. El piso superior de una construccidn sufre movimiento

armonico amortiguado después de un sismo breve. En el

tiempo t = 0 el desplazamiento es el médximo, 16 cm desde

la posicion normal. La constante de amortiguamiento es

¢ = 0,72 y el edificio vibra a 1.4 ciclos por segundo.

a) Determine una funcidn de la forma v = ke™ cos wt
para modelar el movimiento.

b) Grafique la funcién que determiné en el inciso a).

¢) ;Cudl es el desplazamiento en el tiempo ¢ = 10 57
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1. El punto Px, y) estd en el circulo unitario en el cuadrante I'V. Si x = V/11/6, determine y.

Vi
2. El punto P de la figura a la izquierda tiene § como coordenada y. Determine
P ‘ a) sent b} cos ¢
c) tan ¢ d) sect
T = 3. Calcule el valor exacto.
|
a) un? b) mlSTw
5w im
c) un(—T) d) esc 5
4. Exprese tan ¢ en términos de sen 1, si el punto sobre la circunferencia determinado por
t estd en el cuadrante I1.
8§ Sicosr= -ﬁrsi:!ptmmmhehcimmfmindnmuﬁnﬂupunmimﬂl
cuadrante 11, calcule tan rcot 1 + csc f.
6~7 » Dada una funcidén trigonométrica.
a) Determine la amplitud, el periodo y el desplazamiento de la fase de la funcidn.
b} Trace la grifica.
1 )
6. y=—5cosdx T.y=2 - Tac
¥ ¥ cO05 ¥ snn(:x ﬁ)
E 8-9 ® Calcule el periodo y grafique la funcidn.
8. y= —cscx I.}r=lml(lt—%)
1 1 ¥ -
—% i 1]! * 10. La grifica mostrada a la izguierda es un periodo de una funcidn de la forma
¥ = a sen klx — b). Determine la funcidn.
_za.u.
COS X
BE 11. Sea f(x) = et
a) Utilice una calculadora o una computadora para graficar f en un rectdngulo
de visidn adecuado.

b} Determine con ayuda de la grifica si f es par, impar o ninguna de las dos.
c) Determine los valores méximo y minimo de f.

12. Una masa estd suspendida de un resorte, y oscila segiin el movimiento arménico
simple. La masa completa dos ciclos cada segundo y la distancia entre el punto més
alto y el punto més bajo de la oscilacién es 10 cm. Formule una ecuacidn de la forma
¥y = a sen wt que proporciona la distancia de la masa desde la posicidn de reposo en
funcidn del tiempo.

13. Un objeto se mueve hacia arriba y hacia abajo en un movimiento armdnico amortigua-
do. Su desplazamiento en el tiempo ¢ = 0 es 16 pulg; éste es su desplazamiento méximo.
La constante de amortiguamiento es ¢ = (1.1 y la frecuencia es 12 Hz.

a) Determine una funcin que modele este movimiento.

b) Grafique la funcién.



Enfoque en el modelado
Ajuste de curvas sinusoidales a datos

Figura 1

En la seccién Enfoque en el modelado del capitulo 2 (pdgina 239), aprendimos a
construir modelos lineales a partir de datos. En la figura 1 se ilustran algunas grificas
de datos dispersos; la primera grifica parece ser lineal, pero las otras no. ;Qué hacer
cuando los datos que estudiamos no son lineales? En este caso, el modelo seria algin
tipo de funcidn que mejor se ajuste a los datos. Si la gréifica dispersa sugiere movi-
miento armdnico simple, entonces tratariamos de modelar los datos con una funcién
seno o coseno. El ejemplo siguiente ilustra este proceso.
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Tabla 1
Tiempo Profundidad (pies)
12:00 A.M. 9.8
1:00 Am. 11.4
2:00 A.m. 11.6
3:00 A.M. 11.2
4:00 A.M. 9.6
5:00 a.Mm. 8.5
6:00 A.M. 6.5
T:00 A.Mm. 5.7
B:00 A.Mm. 54
9:00 AM. 6.0
10:00 A.m. 7.0
11:00 Am. 8.6
12:00 pM. 10.0

Ejemplo1 Modelado de la altura de la marea

La profundidad del agua en un canal angosto varia con las mareas. En la tabla 1 se

muestra la profundidad del agua en un periodo de 12 horas.

a) Trace una grifica de dispersién con los datos de profundidad del agua.

b) Encuentre una funcién que modele la profundidad del agua con respecto
al tiempo.

c¢) Si una embarcacién necesita por lo menos 11 pies de agua para pasar por el
canal, ;en qué momentos lo puede hacer con seguridad?

Solucion

a) Una grifica de dispersion de los datos se ilustra en la figura 2.

12
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y = cos f en la misma gréfica que la grifica de dispersién, los resultados de

la figura 3 no se acercan a los datos. Para ajustar los datos necesitamos ajustar el
desplazamiento vertical, amplitud, periodo y desplazamiento de la fase de

la curva coseno. En otras palabras necesitamos encontrar una funcidén

de la forma

y%[ﬁu} b) Parece que los datos quedan en una curva coseno o seno. Pero si graficamos

y=acos(w(t —c)) + b

Seguimos los pasos siguientes, los cuales se ilustran mediante las grificas al
margen.

*  Ajuste del desplazamiento vertical

T El desplazamiento vertical b es el promedio de los valores mdximo y minimo:
61 b = desplazamiento vertical
3 = % » (valor méximo + valor minimo)
02 4 6 8 10 12¢ e il A S
['Il} — 2{ " - } - v
4 + Ajuste de la amplitud
/ La amplitud a es la mitad de la diferencia entre los valores miximo y minimo:
a = amplitud
= %-{va]ur médximo — valor minimo)

4 6 8 10 12°¢

Bl | =

(11.6 — 54) = 3.1

(h)
li (pies) = Ajuste del periodo
El tiempo entre valores consecutivos mdximo y minimo es la mitad de un
9 periodo. Por lo tanto,
6 m
= periodo
3 ¥= 3.1cos(0.52r) + B.5

= 2+ (tiempo del valor mdximo — tiempo del valor minimo)

00 2 4 6 8 10 12¢ =28 -2) =12
(h) A )

Entonces, w = 27/12 = 0.52.
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3] ¥ =31 cos(0.52(t — 2.0)) + 8.5

T L] T T T T T T L T T T -

Figura 4

En el caso de las TI-83 y TI-86, el
comando $inReg (para regresidn
del seno) encuentra la curva seno gue
mejor se ajusta a los datos dados.
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» Ajuste del desplazamiento horizontal

Puesto que el valor méximo de los datos se presenta en aproximadamente ¢ = 2.0,
éste representa una curva coseno desplazada 2 h a la derecha. Entonces,
¢ = desplazamiento de fase
= tiempo del valor miximo
=20

*  El modelo

Hemos demostrado que una funcién que modela las mareas en un periodo estd
dada por
y = 3.1 cos(0.52(r — 2.0)) + 8.5

Una griéfica de la funcidn y la grifica de dispersidn se muestran en la figura 4. Al
parecer, el modelo que encontramos es una buena aproximacion de los datos.

c) Es necesario resolver la desigualdad y = 11. Resolvemos la desigualdad por
medio de métodos gréficos, para lo cual graficamos y = 3.1 cos 0.52(t — 2.0) + 8.5
y ¥ = 11 en el mismo sistema. A partir de la grifica de la figura 5 vemos que
la profundidad del agua es superior a 11 pies entre t = 0.8 y t = 3.2, Esto

corresponde a los tiempos 12:48 aM a 3:12 am. ]

13tuﬂ.ﬂr t= 3.2

En el ejemplo 1 recurrimos a la gréfica de dispersion para que funcionara como
una guia en la bisqueda de la curva coseno que da un modelo aproximado de los
datos. Algunas calculadoras para graficar son capaces de encontrar una curva seno o
coseno que mejor se ajuste al conjunto de datos dado. El método que aplican estas
calculadoras es similar al método para determinar la recta del mejor ajuste, que se ex-
plica en las pdginas 239 a 240,

Ejemplo 2 Ajuste de una curva seno a los datos

a) Utilice una calculadora o una computadora para encontrar una curva seno
que mejor se ajuste a los datos de la profundidad del agua de la tabla 1 de

la pégina 459.
b) Compare sus resultados con el modelo encontrado en el ejemplo 1.
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SinReg
yza*sin{bx+cl+d
a=3 09T7BT7596
b=.5268322697
c=.5493035195
d=8.424021899

Resultados que proporciona la TI-83
con la funcidn SinReq.

Solucion

a) Utilizamos los datos de la tabla 1 y el comando 5inReg en la calculadora
TI-83, y obtuvimos una funcién de la forma

y=asen(bt +c) +d

donde
a=131 b =053
c = (.55 d= 842

Entonces, la funcién seno que mejor se ajusta a los datos es

y = 3.1 sen(0.53r + 0.55) + 8.42

b) Para comparar esto con la funcién del ejemplo 1, cambiamos la funcidn seno a
funcién coseno usando la férmula de reduccién sen u = cos{u — /2).

y = 3.1 sen(0.53¢t + 0.55) + 8.42
= 3.1 ms(u.sar + 0.55 - g) TR R i

= 3.1 cos(0.53r — 1.02) + 8.42

= 3.1 cos(0.53(r — 1.92)) + 8.42 Se saca 0.53 como factor

Al comparar lo anterior con la funcidn obtenida en el ejemplo 1, vemos que
hay pequeiias diferencias en los coeficientes. En la figura 6 elaboramos una
grifica de dispersién de los datos junto con la funcién seno del mejor ajuste.

¥ 4 (pies)
12

) /

d N/

~—
3

I
¥ L

Of 2 4 6 8 10 12¢
(h

Figura 6

En el ejemplo 1 estimamos los valores de amplitud, periodo y desplazamiento a
partir de los datos. En el ejemplo 2, la calculadora obtuvo la curva seno que se ajus-
ta mejor a los datos, es decir, la curva que se desvia lo menos posible de los datos
segin lo explicado en la pdgina 240. Las maneras distintas de obtener el modelo
explican las diferencias en las funciones.
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Problemas

1-4 = Nodelado de datos penodicos Se proporciona un conjunto de datos.

a) Elabore una grifica de dispersidn de los datos.

b) Determine una funcidn coseno de la forma v = a cos(afr — ¢)) + b que modele los
datos como en el ejemplo 1.

c) Grafique la funcién encontrada en el inciso b) junto con la grifica de dispersidn. ;| Qué
tan bien se ajusta la curva a los datos?

d) Mediante una calculadora para graficar determine la funcién seno que mejor se ajusta a
los datos, como en el ejemplo 2.

e) Compare las funciones que ha determinado en los incisos b) y d). [Aplique la férmula de
reduccién sen u = cos{u — w/2).]

! 5 J ¥y ! ¥y I y
0 2.1 0 190 0.1 21.1 0.0 0.56
2 1.1 ¥ 175 0.2 23.6 0.5 0.45
4 —0.8 50 155 0.3 24.5 1.0 0.29
6 -2.1 75 125 0.4 21.7 1.5 0.13
L] -] 100 110 0.5 17.5 2.0 0.05
10 0.6 125 95 0.6 12,0 2.5 =0.10
12 1.9 150 105 0.7 5.6 30 0.02
14 1.5 175 120 0.8 2.2 335 0.12
200 140 0.9 1.0 4.0 0.26
225 165 1.0 35 4.5 0.43
250 185 1.1 1.6 5.0 0.54
275 200 1.2 13.2 3.5 0.63
300 195 1.3 18.4 6.0 0.59
325 185 1.4 23.0
350 165 1.5 25.1

5. Cambios en la temperatura anual [En la tabla se Fm:}purciunan las lemperaturas
medias mensuales en el condado de Montgomery, Maryland.

a) Elabore una grifica de dispersién de los datos.
b) Encuentre una curva coseno que modele los datos, como en el ejemplo 1.
c) Grafigue la funcidn que determind en el inciso b) junto con la grifica de dispersién.
'.;E d)} Mediante una calculadora para graficar determine la curva seno que mejor se ajuste
a los datos, como en el ejemplo 2.

Temperatura Temperatura
Mes media (°F) Mes media (°F)
Enero 40.0 Julio 858
Febrero 43.1 Agosto 83.9
Marzo 54.6 Septiembre 76.9
Abril 64.2 Octubre 66.8
Mayo 738 Noviembre 35.5
Junio 81.8 Diciembre 44.5
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B

2

Hitmos circadianos  El ritmo circadiano (de las palabras latinas circa, casi, y diem,

dia) es el patrén biolégico diario segin el cual se modifican la temperatura corporal,

la presidn sanguinea y otras variables fisioldgicas. Los datos en la tabla que sigue

muestran cambios caracterfsticos en la temperatura corporal del hombre a lo largo

de un periodo de 24 horas (t = 0 comresponde a la medianoche).

a) Elabore una grifica de dispersién de los datos.

b) Encuentre una curva coseno que modele los datos, como en el ejemplo 1.

¢) Grafigue la funcién que determind en el inciso b) junto con la gréfica de dispersitn.

d) Mediante una calculadora para graficar determine la curva seno que mejor se ajuste
a los datos, como en el ejemplo 2.

Temperatura Temperatura
Tiempo corporal (*C) Tiempo corporal (*C)
0 36.8 14 37.3
2 36.7 16 374
4 36.6 18 373
6 36.7 20 31.2
B 36.8 22 37.0
10 37.0 24 36.8
12 37.2

Poblacion de predadores  Cuando dos especies interactian en la relacién
predador/presa (véase pdgina 432), las poblaciones de ambas especies tienden a variar
en forma sinusoidal. En un cierto condado del oeste medio, el principal alimento de

la lechuza bodeguera es el ratén de campo y otros mamiferos pequefios. En la tabla

se proporciona la poblacidn de las lechuzas en este condado cada 1 de julio a lo largo
de un periodo de 12 afios.

a) Elabore una grifica de dispersion de los datos.

b) Encuentre una curva seno que modele los datos, como en el ejemplo 1.

c) Grafique la funcién que determiné en el inciso b) junto con la grifica de dispersién.

%" d) Mediante una calculadora para graficar determine la curva seno que mejor se ajuste

a los datos, como en el ejemplo 2. Compare su respuesta con la del inciso b).

Afo Poblacién de lechuzas
0 50
1 62
2 73
3 80
4 71
5 60
] 51
7 43
8 29
9 20

10 28
11 41
12 49
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. Sl ' Por razones que todavia no estdn muy claras, la
r:anuliad dﬂ r:rfa.s. de salmén que sobreviven al viaje desde sus dreas de desove del lecho
440 del rio hasta el mar abierto varia afio con afio aproximadamente en forma sinusoidal.
L En la tabla se muestra la cantidad de salmones que nacen en un cierto arroyo ¥ que
emprenden el camino hasta el Estrecho de Georgia. Los datos estén en miles de crias
en un periodo de 16 afios.

[ TT— a) Elabore una grifica de dispersién de los datos.
b) Encuentre una curva seno que modele los datos, como en el ejemplo 1.
c) Grafigue la funcién que determiné en el inciso b) junto con la gréfica de dispersi6n.
& d) Mediante una calculadora para graficar determine la curva seno que mejor se ajuste a
los datos, como en el ejemplo 2. Compare su respuesta con la del inciso b).

Afio Salmén (en miles) Afio Salmadn (en miles)
1985 43 1993 56
1986 36 1944 63
1987 27 1995 57
1988 23 1996 50
1989 26 1997 44
1990 33 1998 38
1991 43 1999 30
1962 50 2000 22

9. Actividad de nes soiares Las manchas solares son regiones relativa-
nmme“frfaa enclSnl qutwvcncmmpunmmummcuanﬂnsalﬁubmmm
filtros solares especiales. La cantidad de manchas solares varia en un ciclo de 11 afios.
En la tabla se proporciona la cuenta de manchas solares promedio diaria en el periodo
de 1975 a 2004,

a) Elabore una grifica de dispersién de los datos.
b) Encuentre una curva coseno que modele los datos, como en el ejemplo 1.
c) Grafique la funcién que determiné en el inciso b) junto con la gréfica de dispersicn.
- d) Mediante una calculadora para graficar determine la curva seno que mejor se ajusta
a los datos, como en el ejemplo 2. Compare esta respuesta con la del inciso b).

Ano | Manchas solares || Ano | Manchas solares || Ano | Manchas solares
1975 16 1985 18 1995 18
1976 13 1986 13 1996 9
1977 28 1987 29 1997 21
1978 93 1988 100 1998 64
1979 155 1989 158 1999 93
1980 155 1990 143 2000 119
1981 140 1991 146 2001 111
1982 116 1992 04 2002 104
1983 67 1993 55 2003 64
1984 46 1994 30 2004 40
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Medida angular

Trigonometria de angulos rectos
Funciones trigonomeétricas de angulos
Ley de los senos

Ley de los cosenos

Gragary 0. Dimigian M 0.

Esquema del capitulo

Las funciones trigonométricas se pueden definir de dos maneras distintas pero equi-
valentes: como funciones de nimeros reales (capitulo 5) o como funciones de dngu-
los (capitulo 6). Los dos enfoques a la trigonometria son independientes entre si, asi
que se puede estudiar primero el capitulo 5 o el capitulo 6. Se estudian ambos méto-
dos porque distintas aplicaciones requieren que sean consideradas desde un punto de
vista distinto. El enfoque en este capitulo lleva a problemas geométricos en los que
se requiere hallar dngulos y distancias.

Suponga que se quiere hallar la distancia al Sol. Usar una cinta métrica es por su-
puesto impréctico, asi gue se necesita algo mds que la medicién simple para enfren-
tar este problema. Los dngulos son ficiles de medir; por ejemplo, se puede hallar el
angulo formado entre el Sol, la Tierra v la Luna apuntando simplemente al Sol con un
brazo y a la Luna con el otro y estimar el dngulo entre ellos. La idea clave es hallar
una relacién entre dngulos y distancias. Asi que si se tiene una manera de determinar
distancias a partir de dngulos, se podria hallar la distancia al Sol sin ir alli. Las
funciones trigonométricas proporcionan las herramientas necesarias.

Si ABC es un dngulo recto con dngulo agudo 8 como en la figura, entonces se define
sen # como la relacién y/r. El tridngulo A’'B'C' es similar al tridingulo ABC, por lo tanto

Aunque las distancias y' y r’ son diferentes de y y r, la relacién dada es la misma. Asf,
en cualguier dngulo recto con dngulo agudo 6, la relacién del dngulo opuesto # a la
hipotenusa es la misma y se llama sen #. Las otras relaciones trigonométricas se de-
finen de manera similar.

EI‘

y
C
F
y
f
A x B AJ .r, EI

En este capitulo se aprende como se pueden usar las funciones trigonométricas
para medir distancias sobre la tierra y el espacio. En los ejercicios 61 y 62 de la

pdgina 487, se determina en realidad la distancia al Sol por medio de trigonometria.

467
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La trigonometria del dngulo recto tiene muchas otras aplicaciones, desde determi-
nar la estructura celular 6ptima en una colmena (ejercicio 67, pdgina 497) hasta ex-
plicar la forma de un arco iris (ejercicio 69, pidgina 498). En Enfoque en el modelado,
pdginas 522 y 523, se ve como un topografo emplea la trigonometria para trazar el
mapa de una ciudad.

Medida
de # en
radianes

Un dngulo AOB, consta de dos rayos R, v K, con un vértice comin @ (véase la
figura 1). A menudo se interpreta un dngulo como una rotacitn del rayo R, sobre R,
En este caso, R, se llama el lado inicial y R, se llama el lado terminal del dngulo. Si
la rotacion es en el sentido contrario a las manecillas del reloj, se considera positivo
al dngulo, y si la rotacidn es en el sentido de las manecillas del reloj, se considera que
el dngulo es negativo.

7 lado inicial

- L g = Rl
lado terminal
B
A
0 lado inicial &R,
dngulo positivo dngulo negativo
Figura 1

Medida angular

La medida de un dngulo es la cantidad de rotacion respecto al vértice requerida para
mover R, sobre B,. De manera intuitiva, esto es cudnto se “abre™ el dngulo. Una unidad
de medida para dngulos es el grado. Un dngulo de medida 1 se forma al rotar el lado
inicial 555 de una revolucién completa. En cilculo v otras ramas de las matemiticas,
se usa un modo mds natural de medir dngulos, la medida en radianes. La cantidad
que se abre un dngulo se mide a lo largo del arco de un circulo de radio 1 con su cen-
tro en el vértice del dngulo.

Definicion de medida en radianes

Si un circulo de radio 1 se traza con el vértice de un dngulo en su centro, en-
tonces la medida de este dngulo en radianes (abreviado rad) es la longitud
del arco que subtiende el angulo {(véase la hgura 2).

La circunferencia del circulo de radio 1 es 27 y, por lo tanto, una revolucion com-
pleta tiene medida 27 rad, un dngulo llano tiene medida 7 rad y un dngulo recto tiene



Medida de 6 = | rad
Medida de § = 57.296°

Figura 4
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medida 7,2 rad. Un éngulo que estd subtendido por un arco de longitud 2 a lo largo
de un circulo unitario tiene medida 2 en radianes (véase la figura 3).

2 rad

Puesto que una revolucién completa medida en grados es 360° y medida en ra-
dianes es 2, se obtiene la siguiente relacién entre estos dos métodos de medicién de
dngulo.

Relacion entre grados y radianes

180° = 7 rad lrad=(ﬂ) 1% = ——pd
T 180

T

1. Para convertir grados en radianes, multiplique por 180

2. Para convertir radianes en grados, multiplique por %

Para tener cierta idea del tamafio de un radidn, observe que
| rad = 57.296° y 1° = 0.01745 rad
Un dngulo & de medida 1 rad se muestra en la figura 4.

"Ejemplo1 Convertir entre radianes a

y grados

a) Exprese 60° en radianes. b) Exprese % rad en grados.

Soluciéon La relacién entre grados y radianes da

T T T T 180
ﬂw";ﬁﬂ('fsﬁ)“dn?md b}grﬂd—(g)(?)—Eﬂ“ [ ]

Una nota sobre terminologia: con frecuencia se emplea una frase como “un dngulo
de 30°" para indicar un dngulo cuya medida es 30°, Asimismo, para un 4ngulo 8, se
escribe 8 = 30° 0 @ = 76 para indicar que la medida de 8 es 30° o /6 rad. Cuando

no se da ninguna unidad, se supone que el dngulo se mide en radianes,
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Angulos en posicion estandar

Un dngulo estd en posicion estdndar si se dibuja en el plano xy con su vértice en el
origen y su lado inicial en el eje x positivo. En la figura 5 se dan ejemplos de dngulos
en posicion estindar.

¥i Yi ¥a ¥i

a) b) c) d)

rab
E:" RE—— Dos dngulos en posicion estindar son coterminales si coinciden sus lados. En la
Lz e : figura 5 los dngulos en a) y ¢) son coterminales.

»2 Angulos coterminales

a) Encuentre dngulos que son coterminales con el dngulo 8 = 30° en posicién
estandar.

b) Encuentre dngulos que son coterminales con el dngulo # = g- en posicidn estandar.

Solucion

a) Para hallar dngulos que son coterminales con #, se afiade un miltiplo de 360°.
Por lo tanto

30° + 360° = 390" y  30° + 720° = 750°

son coterminales con # = 30°. Para hallar dngulos negativos que son coterminales
con @, se resta cualquier miltiplo de 360°. Asi,

30° = 360° = —330° y 30° — 720° = —690°
son coterminales con #. (Véase la higura 6.)

¥ Yi Yi

—330°
30° /

Figura 6

b) Para hallar dngulos positivos que son coterminales con 8, se suma cualquier
miltiplo de 2. Por lo tanto
T

m aw
=t I — g
3 3 7 3



Figura 9
5=fr
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son coterminales con @ = /3. Para hallar dngulos negativos que son coterminales
con &, se resta cualquier miltiplo de 2. Asi,

5 11
E—I'rr=——ﬂ y E-—4w=——ﬂ

3 3 3 3

son coterminales con 8. (Véase la figura 7.)

Yi Yi y

e
e

Encuentre un dngulo con medida entre 0° y 360° que es coterminal con el dngulo de
medida 1290° en posicién estdndar.

Solucion Se puede restar 360° tantas veces como se desee de 1290°, y el dngulo
resultante serd coterminal con 1290°. Por lo tanto, 1290° — 360° = 930° es cotermi-
nal con 1290° y, por lo tanto, es el dngulo 1290° — 2(360)° = 570°.

Para hallar el dngulo que se desea entre (° y 360°, se resta 360° de 1290° cuantas
veces sea necesario. Una manera eficaz de hacer esto es determinar cudntas veces
360" entra en 1290°, es decir, se divide 1290 entre 360, y el residuo serd el dngulo
que se estd buscando. Se ve que 360 entra tres veces en 1290 con un residuo de
210. Por lo tanto, 210° es el dngulo deseado (véase la figura 8).

¥ Yi

1290° 20

//P - x 3

Figura 8 »

-

Longitud de un arco circular

Un dngulo cuya medida en radianes es @ estd subtendido por un arco que es la frac-
cidn 8/(21) de la circunferencia de un circulo. Asi, un circulo de radio r, la longitud
5 de un arco que subtiende el dngulo @ (véase la figura 9) es

5= % * circunferencia del circulo

o
o2 (2mr) = Or
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Figura 10

Longitud de un arco

En un circulo de radio r, la longitud s de un arco que subtiende un dngulo
central de # radianes es

s=rf

Al despejar #, se obtiene la férmula importante

=
Il
I'-:lh

Esta formula permite definir la medida en radianes por medio de un circulo de
cualquier radio r. La medida en radianes de un dngulo @ es s/r, donde s es la longitud
del arco circular que subtiende 8 en un circulo de radio r (véase la figura 10).

La medida en radianes de 6 es el
nimero de “radios” que se pueden
ajustar en el arco que subtiende #,

de ahi el término radidn.

% Laférmula s = rf es verdadera
sdlo cuando @ se mide en radianes.

@

Figura 11
A=1r'6

"Ejemplo4 Longitud de arco y medida angular

a) Encuentre la longitud de un arco de un circulo con radio 10 m que
subtiende un dngulo central de 30°.

b) Un dngulo central # en un circulo de radio 4 m es subtendido por un arco de lon-
gitud 6 m. Encuentre una medida de @ en radianes.

Solucién
a) Del ejemplo 1(b) se ve que 30° = /6 rad. Por lo tanto, la longitud del arco es

T S5

.r—rﬂ—{]l'.]]——?m
b) Por la férmula @ = s/r, se tiene
s 6 3
e -

Area de un sector circular

El 4rea de un circulo de radio res A = mr°. Un sector de este circulo con éngulo central
# tiene un drea que es la fraccién 8/(27) del drea del circulo entero (véase la figura 11).
Por lo tanto el drea de este sector es

A—ih{ﬂul:l#lcfrculn
2

= %{rrl} = %riﬁ



) Laférmula A = 178 es verdadera
silo cuando # se mide en radianes.

Figura 12

El simbolo w es la letra
griega “omega.”
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Area de un sector circular

En un circulo de radio r, el drea A de un sector con dngulo central de # radianes es

k2
H=Erﬂ

Ejemplo5 Area de un sector

Encuentre el drea de un sector de un circulo con dngulo central 60° si el radio del
circulo es 3 m.

Solucion Para usar la férmula del drea de un sector circular, se debe encontrar el
dngulo central del sector en radianes: 60° = 60(7/180) rad = /3 rad. Asi, el drea

del sector es
b loof®) 3w o
Aulrlﬂ'—ll[?rj(j)-zm ]

Movimiento circular

Suponga que un punto se mueve a lo largo de un circulo como se muestra en la figu-
ra 12. Hay dos formas de describir el movimiento del punto: velocidad hineal y velo-
cidad angular. La velocidad lineal es la razon a la que estd cambiando la distancia
recorrida, de modo que la velocidad lineal es la distancia recorrida dividida entre el
tiempo transcurrido. La velocidad angular es la razén a la cual cambia el dngulo cen-
tral 6, asi que la velocidad angular es el niimero de radianes que cambia este dngulo
dividido entre el tiempo transcurrido.

Velocidad lineal y velocidad angular

Suponga que un punto se mueve a lo largo de un circulo de radio r v el rayo
desde el centro del circulo al punto cruza @ radianes en el tiempo 1. Sea s = rfl
la distancia que viaja el punto en el tiempo 1. Entonces la velocidad del objeto
estd dada por

Velocidad angular w = if

Velocidad lineal o = j

Hallar la velocidad lineal y la velocidad angular

Un nifio hace girar una piedra en una honda de 3 pies de largo a una velocidad
de 15 revoluciones cada 10 segundos. Encuentre las velocidades angular y lineal de
la piedra.

Solucion En 10 s, el dngulo # cambia en 15 « 27 = 30 radianes. Asf que la
velocidad angular de la piedra es

§ 30w rad

I} 10 s

= 3w rad/s
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La distancia recorrida por la piedraen 10ses s = 15 » 27r = 15 + 27+ 3 = 90 pies.
Por lo tanto, la velocidad lineal de la piedra es

v == = ————— = 97 pies/s L]

Hay que observarse que la velocidad angular no depende del radio del circulo, sino
sOlo del 4ngulo f. Sin embargo, si se conoce la velocidad angular w y el radio r, se
puede encontrar la velocidad lineal como sigue: v = s/t = réft = r(8/t) = rw.

Relacion entre velocidad lineal y angular

Si un punto se mueve a lo largo de un circulo de radio r con velocidad angular
w, entonces su velocidad lineal v esti dada por

D = r

Ejemplo 7 Hallar la velocidad lineal a partir
de la velocidad angular

Una mujer va en una bicicleta cuyas ruedas tienen 26 pulgadas de didmetro. Si las
ruedas giran a 125 revoluciones por minuto (rpm), encuentre la velocidad a la que
estd viajando, en millas/h.

Solucidon La velocidad angular de las ruedas es 27 - 125 = 250 radianes/min. Pues-
to que las ruedas tienen de radio 13 pulg (la mitad del diimetro), la velocidad lineal es

v=rw= 13- 2507 = 10210.2 pulg/min

Puesto que hay 12 pulgadas por pie, 5280 pies por milla y 60 minutos por hora, su
velocidad en millas por hora es

10210.2 pulg/min X 60 min/h 612 612 pulg/h

12 pulg/pies % 5280 pies/mi 63 360 pulg/mi

1-12 ® Encuentre la medida en radianes del dngulo con la medida
de grados dada.

1. 72° 2, 54 3. —45°
4. —60° - Ak 6. —300°
7. 1080° 8. 3960° 9. 96°

10. 15° 11. 7.5° 12, 202.5°

13-24 = Encuentre la medida en grados del dngulo con la medida
en radianes dada,
T 11w S

I3l ? 3 Ist _T

= 0.7 mi/h ™
16. _921" 17. 3 18. -2
T
19. —-1.2 20, 34 21. 10
Sar 2 137
LT BT e T

25-30 ® Se dala medida de un dngulo es posicidn estiandar. En-
cuentre dos dngulos positivos y dos dngulos negativos que son
coterminales con el dngulo dado.

imr

27
4

25, 50° 26. 135°



I
z = 30. —45°

31-36 = Se dan las medidas de dos dngulos en posicidn estin-
dar. Determine si los dngulos son coterminales.

31. 70°, 43W° 32 -3¢, 3w°
S 17w R2x 1w

5 6 6 37 3

35. 155°, 875° 36. 50°, 340°

37-42 = Encuentre el dngulo entre OF y 360° que es coterminal
con el dngulo dado.

37. 133° 38. 361°
3. 11107 40. -100°
41. —B00F 42. 12707

4348 m Encuentre el dngulo entre 0 v 29 que es coterminal
con el angulo dado.

17w T

43. by 4, “? 45, 87w
17 51w

46. 10 47. - 48. T
49, Encuentre la longitud del arco s ¥

en la figura.

./

S0. Encuentre el dngulo @ en la figura. 10

51. Encuentre el radio r del circulo
en la figura.
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52. Encuentre la longitud de un arco que subtiende un dngulo
central de 45° en un circulo de radio 10 m.

53. Encuentre la longitud de un arco que subtiende un dngulo
central de 2 radianes en un circulo de radio 2 mi.

54. Un dngulo central # en un circulo de radio 5 m es subtendi-
do por un arco de longitud 6 m. Encuentre la medida de 6 en

grados y en radianes.

55. Un arco de longitud 100 m subtiende un dngulo central #
en un circulo de radio 50 m. Encuentre la medida de # en

grados v en radianes.

56. Un arco circular de longitud 3 pies subtiende un dngulo cen-
tral de 25°. Encuentre el radio del circulo.

57. Determine el radio del circulo si un arco de longitud 6 m en
el circulo subtiende un dngulo central de /6 radianes.

58. Halle el radio del circulo si un arco de longitud 4 pies en el
circulo subtiende un dngulo central de 135°.

59. Encuentre el drea del sector mostrado en cada figura.

61. Encuentre el drea de un sector con un dngulo central 1 ra-
didn en un circulo de radio 10 m.

62. Un sector de un circulo tiene un dngulo central de 60°, En-
cuentre el drea del sector si el radio del circulo es 3 millas.

63. El drea de un sector de un circulo con un dngulo central de 2
radianes es 16 m*. Encuentre ¢l radio del circulo.

64, El sector de un cireulo con radio de 24 millas tiene una

superficie de 288 millas’. Encuentre el dngulo central del
SEClOr.

65. El drea de un circulo es 72 cm®. Encuentre el drea de un
sector de este circulo que subtiende un dngulo central de
7 /6 radianes.

66. Tres circulos con radios 1, 2 y 3 pies son externamente tan-
gentes entre si, como se 1lustra en la figura de la pigina
sigmiente. Encuentre el drea del sector del circulo de radio 1
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que es cortado por los segmentos de recta que unen el centro
de ese circulo con los centros de los otros dos circulos.

Aplicaciones

67.

69.

T0.

71,

Distancia recorrida Las ruedas de un antomévil miden
28 pulgadas de didmetro. [ Qué tan lejos viajard el automdwvil
{en millas) si su ruedas giran 10 000 veces sin deslizamiento?

Revoluciones de las ruedas [ Cudntas revoluciones dard
una rueda de 30 pulgadas de didmetro cuando el automdavil
recorre una distancia de una milla.

Latitudes Pittsburgh,
Pennsylvania y Miami,
Florida, se encuentran aproxi- sy
madamente sobre el mismo '
meridiano. Pittsburgh tiene
una latitud de 40.5° N y
Miami, 25.5" N. Encuentre
la distancia entre estas dos
ciudades. (El radio de la
Tierra es de 3960 millas.)

Latitudes Memphis, Tennessee v Nueva Orleans,
Louisiana, se encuentran aproximadamente en el mismo
meridiano. Memphis tiene latitud 35" N y Nueva Orleans,
30° N. Encuentre la distancia entre estas dos ciundades.
{El radio de la Tierra es de 3960 millas.)

Orbita de la Tierra Encuentre la distancia que viaja la
Therra en un dia y su trayectoria alrededor del Sol. Suponga
que un afio tiene 365 dias y que la trayectoria de la Tierra
alrededor del Sol es un circulo de radio 93 millones de millas.
[La trayectoria de la Tierra alrededor del Sol es en realidad
una elipse con el Sol en un foco (véase la seccidn 10.2). Esta
elipse, sin embargo, tiene excentncidad muy pequedia, asi que
es aproximadamente circular. |

T

Circunferencia de la Tierra El matemidtico griego
Eratdstenes (276-195 a.C.) mudid la circunferencia de la Tie-

g ¥ B

T4,

rra a partir de las siguientes observaciones. El observé que en
cierto dia el Sol brillaba directamente en un pozo profundo
en Siena (en la actualidad Assudn). Al mismo tiempo en
Alejandria, 500 millas al norte (en el mismo meridiano),
los rayos del Sol brillaban a un dngulo de 7.2° respecto al
cenil. Use esta informacion v la figura para hallar ¢l radio y
la circunferencia de la Tierra.
SO0 mi
’ 4 ¥ s
Alejandefa, 9 Rayos del Sol

T

= MO

-
s
#

L.
e Sietia

Millas nauticas Encuentre la distancia a lo largo de un arco
en la superficie de la Tierra que subtiende un dngulo central

de | minuto (1 minuto = ;5 de grado). La distancia se llama
una milla ndutica. (El radio de la Tierra mide 3960 millas.)
Irrigacion  Un sistema de irmgacion empléa un tubo
rociador recto de 300 pies de largo que gira alrededor de

un punto central como se 1lustra. Debido a un obsticulo sélo
se permite gue el tubo gire 280°. Encuentre el drea irrigada

por esle sistema.
P
s Ty

M,
¥

. Limpia parabrisas Los extremos supenor ¢ infenor de

una hoja de limpia parabrisas estdn a 34 pulg v 14 pulg
del punto central, respectivamente. Mientras estd en
operacion el limpiador abarca 135°. Encuentre el drea
barrida por la hoja.




81. Velocidad de un automaovil

T6. La vaca amarrada Una vaca estd sujeta a una cuerda de

100 pies a la esquina interna de un edificio en forma de L,
como se muestra en la figura. Encuentre el drea en la que
puede pastar la vaca.

77. Malacate Se emplea un malacate de radio 2 pies para

levantar cargas pesadas. Si el malacate da 8 revoluciones
cada 15 s, encuentre la velocidad a la cual sube la carga.

78. Ventilador Un ventilador de techo con aspas de 16 pulg

gira a 45 rpm.

a) Determine el velocidad angular del ventilador en rad/min.

b) Encuentre la velocidad lineal de las puntas de las aspas
en pulg/min.

79. Sierra radial Una sierra radial tiene una aspa con un radio

de 6 pulg. Suponga que el aspa gira a 1000 rpm.

a) Encuentre la velocidad angular del aspa en rad/min.

b) Determine la velocidad radial de los dientes de la sierra
en pies/s.

80. Velocidad en el Ecuador La Tierra gira respecto a su eje

una vez cada 23 h 56 min 4 s, y el radio de la Tierra mide
3960 millas. Calcule la velocidad lineal de un punto en el
Ecuador en millas/h.

Las ruedas de un automdvil
tienen un radio de 11 pulg y giran a 600 rpm. Determine la
velocidad del automévil en millas/h.

82. Ruedas de un camién Un camidén con ruedas de 48 pulg

de didmetro viaja a 50 millas/h.
a) Encuentre la velocidad angular de las ruedas en rad/min.
b) ;Cudntas revoluciones por minuto dan las ruedas?

B3,
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Velocidad de una corriente  Para medir la velocidad de
una corriente, los cientificos colocan una rueda de paletas
en la corriente y observan la velocidad a la cual gira. Si la
rueda de paletas tiene un radio de 0.20 m y gira a 100 rpm,
encuentre la velocidad de la corriente en mvs.

Rueda de bicicleta En la figura se muestran las coronas

dentadas y la cadena de una bicicleta. La corona dentada

de los pedales tiene un radio de 4 pulg, la corona dentada de

la rueda tiene un radio de 2 pulg v la rueda tiene un radio

de 13 pulg. El ciclista pedalea a 40 rpm.

a) Encuentre la velocidad angular de la corona dentada de
la rueda.

b) Determine la velocidad de la bicicleta. (Suponga que la
rueda gira a la misma velocidad que la corona dentada
de la rueda.)

Taza conica Una taza conica se construye a partir de una
pieza circular de papel con radio 6 cm al cortar un sector y
unir los bordes como se muestra. Suponga que 6 = 5/3.
a) Encuentre la circunferencia C de la abertura de la taza.

b) Obtenga el radio r de la abertura de la taza. [Sugerencia:
use C = 27r.)

¢) Encuentre la altura h de la taza. [Sugerencia: use el teo-
rema de Pitdgoras. ]
'm

d) Encuentre el volumen de la taza.

6 cm

ﬁcm
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86. Taza conica En este ejercicio se determina el volumen de
la taza conica del ejercicio 85 para un dngulo 6.

a) Siga los pasos del ejercicio 85 para mostrar que el volu-
men de la taza como una funcion de & es

V(8) =%ﬂz‘.ﬂ"4w’ -#, 0<f<2m

&5 b) Grafique la funcién V.
ﬂ ¢) ;Para qué dngulo # el volumen de la taza es un miximo?

Descubrimiento » Debate

87. Formas diferentes de medir angulos La costumbre de
medir dngulos por medio de grados, con 3607 en un circulo,
data de los antiguos babilonios, quienes usaron un sistema
numérico basado en grupos de 60. Otro sistema de medicidn
de dngulos divide el circulo en 400 unidades, llamadas gra-

NS,

dianes. En este sistema un dngulo recto mide 100 gradianes,
de modo que se ajusta en el sistera numérico de base 10,

Escriba un ensayo corto que compare las ventajas y des-
ventajas de estos dos sistemas y el sistema de radianes para
medir dngulos. ; Cudl sistema preferiria?

Relojes y angulos En una hora, el minutero de un reloj
recorre un circulo completo v la manecilla que marca las
horas se mueve 5 de un circulo. ;Cudntos radianes se mue-
ven el minutero y el horario entre la 1:00 pM. y las 6.45 M.
(en el mismo dia)?

m Trigonometria de angulos rectos

En esta seccidn se estudian ciertas relaciones de los lados de tridngulos rectingulos,
llamadas relaciones trigonométricas y se dan varias aplicaciones.

Relaciones trigonomeétricas

Considere un triingulo rectingulo con # como uno de sus dngulos agudos. Las rela-
ciones trigonométricas se definen como sigue (véase la figura 1).

Relaciones trigonomeétricas

cateto opuesto
senfl = —
hipotenusa
hipotenusa
csc B =
cateto opuesto

cateto adyacente cateto opuesto
T hipotenusa  cateto advacente
hipotenusa cateto adyacente
sec B = cot B =
cateto adyacente caleto opuesto

Los simbolos que se usan para estas relaciones son abreviaturas para sus nombres

completos: seno, coseno, tangente, cosecante, secante, cotangente. Puesto que dos
tridingulos rectingulos con dngulo # son similares, estas relaciones son las mismas,
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sin importar el tamafio del tridngulo; las relaciones trigonométricas dependen sdlo

Hiparco (cerca de 140 aC)escon-  de] dngulo  (véase la figura 2).
siderado el fundador de la trigono-

metria. Construyd tablas para una
funcién estrechamente relacionada
con la moderna funcién seno y
evalud dngulos a intervalos de me-
dio grado. Estas son consideradas
las primeras tablas trigonométricas,

Utilizd sus tablas sobre todo para 5
calcular las trayectorias de los 3
planetas por el cielo, \8
4 40
send =2 mnti:% =i
=4 0
Figura 2 msﬂ-',-r costl =, =3

_Ejemplo 1 Hallar relaciones trigonométricas
Encuentre las seis relaciones trigonométricas del dngulo # en la figura 3.

Solucion
2 V5 2
Senﬁ'—i L‘GEE—-B— t&nﬂ—ﬁ
3 3 V5
cscﬂ'—z sc::ﬂvﬁ cotf = 5 [

: a Hallar relaciones trigonométricas

Si cos & = 3, bosqueje un tridngulo rectdngulo con dngulo & agudo y encuentre las
otras cinco relaciones trigonométricas de a.

Solucién  Puesto que cos a se define como la relacién del cateto adyacente a
la hipotenusa, se bosqueja un tridngulo con hipotenusa de longitud 4 y un cateto
de longitud 3 adyacente a a. Si el lado opuesto es x, entonces por el teorema de
Pitdgoras, 3* + x> = 4° 02" = 7, por lo tanto, x = V7. Después se usa el tridngulo
de la figura 4 para hallar las relaciones.

scna=ﬂ m5a=§ t;l.u.:uf=ﬂ
4 4 3
4

V7 csca=j— seccr=£ cm::=-3—- -

V7 3 V7

b '
3 Triangulos especiales

Figura 4 Ciertos tridngulos rectingulos tienen relaciones que se pueden calcular ficilmente a
partir del teorema de Pitdgoras. Puesto que se usan con frecuencia, se mencionan

aquf.
El primer tridngulo se obtiene al dibujar una diagonal en un cuadrado de lado 1
(véase la figura 5 en la pdgina 480). Por el teorema de Pitdgoras esta diagonal tiene



Aristarco de Samos (310-230 a.C.)
fue un famoso cientifico griego,
miisico, astrinomo y gedmetra. En
su libro On the Sizes and Distances
of the Sun and the Moon, estimé
la distancia al Sol observando que
cuando la Luna estd exactamente
en media luna, el tridngulo que
forman el Sol, la Luna vy la
Tierra tiene un dngulo recto en
la Luna. Su método fue muy simi-
lar al descrito en el ejercicio 61 de
esta seccion, Aristarco fue el pri-
mero en adelantar la teoria de que
la Tierra ¥ los planetas se mueven
alrededor del Sol, una idea que no
tuvo completa aceptacién hasta
después del tiempo de Copérnico,
1800 afos después. Por esta razén
es comin llamarlo el “Copémico
de la antigiiedad"™.

CAPITULO 8 Funciones trigonométricas de dngulos

longitud V2. El tridngulo resultante tiene dngulos 45°, 45° y 90° (o w/4, w/4 y m/2).
Para obtener el segundo tridngulo, se empieza con un tridngulo equilitero ABC de
lado 2 y se dibuja la bisectriz perpendicular DB de la base, como en la figura 6. Por el
teorema de Pitdgoras la longitud de DB es /3. Puesto que DB biseca al dngulo ABC,
se obtiene un tridngulo con dngulos 30°, 60° y 90° (o w/6, w/3 v 7/2).

u& 45"
1
45° ]
1
Figura 5 Figura 6

Ahora se pueden usar los tridngulos especiales de las figuras 5 y 6 para calcular
las relaciones trigonométricas para dngulos con medidas 30°, 45° y 60° (o w/6, w/4 y
m/3). Estos se listan en la tabla 1.

Tabla 1 Valores de la relaciones trigonométricas para dngulos especiales.

fen grados | #enradianes | sen® | cos® | tan® | csc@® | secd® | cotd
| s [a]2]2] ]
45° % ‘f xf ! vi | V2 !
A ERERRERE

Para una explicacion de métodos
numéricos, véase la nota al margen
en la pigina 436.

Es il recordar estas relaciones trigonométricas especiales porque se presentan
con frecuencia. Por supuesto, se pueden recordar con facilidad si se recuerdan los
tridngulos de las que se obtuvieron.

Para hallar los valores de las relaciones trigonométricas para otros dngulos, se emplea
una calculadora. Los métodos matemidticos (llamados mérodos numéricos) usados para
hallar las relaciones trigonométricas se programan directamente en las calculadoras
cientificas. Por ejemplo, cuando se pulsa la tecla[$E¥ | la calculadora computa una apro-
ximacion al valor del seno del dngulo dado. Las calculadoras proporcionan los valo-
res de seno, coseno y tangente; las otras relaciones se pueden calcular ficilmente a partir
de éstas por medio de las siguientes relaciones reciprocas.

1 1 I
CIC | =~ ot Tl S ALY
sen I cost tan 7

Se debe comprobar que estas relaciones se deducen inmediatamente de las definicio-
nes de las relaciones trigonométricas.

Se sigue la convencidn de que cuando se escribe sen t, se denota el seno del
dngulo cuya medida en radianes es t. Por ejemplo, sen 1 significa el seno del déngulo



5]
12
a
30
A O
b
Figura 7
r
a
9 |
b
Figura 8
a=rsenf
b=rcost
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cuya medida en radianes es 1. Al usar una calculadora para hallar un valor aproxima-
do para este nimero, fije su calculadora en el modo radianes; encontrari que

sen | = (.841471

Si desea hallar el seno del dngulo cuya medida es 1°, cologue su calculadora en el mo-
do de grados; encontrard que

sen 1° = 0.0174524

Ejemplo 3 Como usar una calculadora para hallar
relaciones trigonometricas

Con la calculadora en el modo de grados, v escribiendo los resultados correctos
hasta cinco decimales, se encuentra que

sen 17° = (.29237 sec 88" = = 28.65371

cos 88°
Con la calculadora en el modo de radianes, y escribiendo los resultados correctos
hasta cinco decimales, se encuentra que

cos 1.2 = (1.36236 cot 1.54 = = (),03081 L

tan 1.54

Aplicaciones de trigonometria de triangulos rectangulos

Un tridngulo tiene seis partes: tres dngulos y tres lados. Resolver un tridngulo
significa determinar todas sus partes a partir de la informacidn conocida acerca del
triingulo, es decir, determinar las longitudes de los tres lados y las medidas de los tres
dngulos,

Ejemplo 4 Resolver un triangulo rectangulo E
Resolver el tnangulo ABC, mostrado en la figura 7.

Solucion  Es claro que £ B = 60°. Para encontrar a, se busca una ecuacién que
relacione a con las longitudes y dngulos ya conocidos. En este caso, se tiene sen
30° = a/f12, por lo tanto

a=12sen30°=12(1)=6

De manera similar, cos 30° = b/12, por lo tanto

b= 12cos 30° = 12(?) =6V3 ]
Es muy qtil saber que, usando la informacion dada en la figura 8, las longitudes de

los catetos de un tridingulo rectdngulo son
a = rsenf ¥ b=rcosf

La capacidad para resolver tridngulos rectingulos por medio de relaciones trigo-
nométricas es fundamental en muchos problemas de navegacion, levantamiento de
planos, astronomia y la medicion de distancias. Las aplicaciones consideradas en es-
ta seccién siempre tienen que ver con tridingulos rectingulos pero, como se verd en
las tres secciones siguientes, la trigonometria también es iitil para resolver tridngulos
que no son tridngulos rectangulos.

Para el andlisis de los ejemplos siguientes se requiere cierta terminologia. Si un
observador estd mirando un objeto, entonces la linea del ojo del observador al objeto



