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se llama linea de vision (figura 9). Si el objeto que estd siendo observado estd arriba de
Tales de Mileto (alrededor de la horizontal, entonces el dngulo entre la linea de visién y la horizontal se llama én-
623547 aL) es el Tundador le- gyig de elevacion. Si el objeto estd abajo de la horizontal, entonces el dngulo entre
g:::";“ﬂﬁ seometia gickt 8¢ linea de vision y la horizontal se llama dingulo de depresién. En muchos de los
solinios’ griegs oomparimid ia ejemplos y ejercicios de este capitulo, los dngulos de elevacion y depresion se dan pa-
ra un observador hipotético al nivel del suelo. Si la linea de visidn sigue un objeto fi-

longitud de la sombra de su bastdn
m,,glﬂ de In columng. Por madio de sico, como un plano inclinado o una ladera, se usa el término dngulo de inclinacidn.

propiedades de mangulos seme-
jantes, argumentd que la relacion
de la altura h de la columna a la al-
tura i de su baston era igual a la
relacion de la longitud s de la som-
bra de la columna a la longitud '

de la sombra del bastin:
b ¥
A

Puesto que tres de estas cantidades
son conocidas, Tales pudo calcular
la altura de la columna.

Segiin la leyenda, Tales usé un Fgured
método similar para encontrar la al-
tura de la Gran Pirimide en Egipto, En el ejemplo siguiente se da una aplicacién importante de la trigonometria al pro-

una proeza que impresiond al rey de blema de medicidn: se mide la altura de un drbol alto sin tener que subirse a él. Aunque
Egipto. Plutarco escribio que “aun- el ejemplo es simple, el resultado es fundamental para entender c6mo se aplican las
que €l [el rey de Egipto] te admira  relaciones trigonométricas a tales problemas.

[Tales] por otras cosas, le gustd la

manera particular mediante la cual e —— a

mediste la altura de la pirimide sin 05 Hallar la altura de un arbol
tener que molestarte y sin ningidn g
instrumento”. El principio que usé Una secoya proyecta una sombra de 532 pies de largo. Encuentre la altura

Tales, el hecho de que relaciones de del drbol si el dngulo de elevacion del Sol es 25.7°.

lados correspondientes de tndngulos Solucién  Sea h la altura del &rbol. De la fi 10 se Shiariry
similares sean iguales, es la base de AR - Le la hgura puede ar que

la materia de la geometria. I

—— = tan 25.7° Definicion de tangente

_ 532
S -
i h = 5321tan 25.7° Multiplique por 532

il
'- = 532(0.48127) = 256 Use una calculadora

Por lo tanto, la altura del drbol es aproximadamente 256 pies.

Figura 10
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Figura 11

Las teclas| sen "o | 1nv || sEn | repre-

sentan el “seno inverso”. En la seccitn
7.4 se estudian las funciones trigono-
métricas inversas.
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"Ejemplo 8 Un problema relacionado con triangulos rectangulos

Desde un punto sobre el suelo a 500 pies de la base de un edificio, un observador
encuentra que el dngulo de elevacion hasta la parte superior del edificio es 24% y
que el dngulo de elevacion a la parte superior de un asta de bandera sobre el edificio
es 27°. Determine la altura del edificio y la longitud del asta.

Solucion En la figura 11 se ilustra la situacion. La altura del edificio se encuen-
tra de la misma manera como se hallo la altra del drbol del ejemplo 5.

% = tan 24° Definicién de tangente

h = 500 tan 24° Multiplique por 500
== 500(0.4452) = 223  Use una calculadora

La altura del edificio es aproximadamente 223 pies.
Para hallar la longitud del asta de bandera, se determinard primero la altura
desde el suelo hasta la parte supenior del asta:

% = tan 27°
k = 500 tan 27°
= 50((0.5095)
= 255
Para hallar la longitud del asta, se resta h de k. Por lo tanto, la longitud del asta es
cercana a 255 — 223 = 32 pies. ]

En algunos problemas es necesario hallar un dngulo en un tridngulo rectingulo cu-
vyos catetos se dan. Para hacer esto, se usa la tabla | (pdgina 480) “hacia atrds"; es de-
cir, se encuentra el dngulo con la relacion trigonométrica especifica. Por ejemplo, si
sen @ = 3, ;cudl es el dngulo A7 De la tabla 1 se puede decir que # = 30°. Para hallar
un dngulo cuyo seno no se da en la tabla, se usan las teclas [sen" |0 | 1nv||sEN| O
|:._n_:s_£_n_en una calculadora. Por ejemplo, si sen 8 = (.8, se aplica la tncl.nis:r‘%n

(.8 para obtener # = 53.13% 0 0.927 radianes. La calculadora también proporciona
dngulos cuyo coseno o tangente se conocen, con la tecla|cos '|o| Tan ",

"Ejlemplo7 Determinar el angulo en un triangulo rectangulo

Una escalera de 40 pies esti apoyada en un edificio. Si la base de la escalera estd
separada 6 pies de la base del edificio, jcudl es el dngulo que forman la escalera y
el edificio?

Solucion Primero se bosqueja un diagrama como el de la figura 12. Si 6 es el 4ngu-
lo entre la escalera y el edificio, entonces

6
#=—=015
sen 20

Por lo tanto, @ es el dngulo cuyo seno es (0.15. Para hallar el dngulo 6, se usa la tecla
sen ' en una calculadora. Con la calculadora en el modo de grados, se obtiene

f = B.6° L
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BEFM Ejercicios

1-6 ® Encuentre los valores exactos de las seis relaciones trigo-
nométricas del dngulo # en el tridngulo,

7-8 ® Encuentre a) sen v, cos B, b)tanay cot By ¢) sec a y
csc B.

9-14 ® Encuentre ¢l lado marcado con x. En los ejercicios 13 y
14 exprese su respuesta correcta hasta cinco decimales,

9. 11,
25 12

459

i 30° X

]..21 ' q

14,

15-16 ® Exprese x y v en términos de relaciones trigonomé-
tricas de 8.

16.

17-22 = Bosqueje el tridngulo que tiene dngulo agudo @, y en-
cuentre las otras cinco relaciones trigonométricas de 8.

17. senfl = 3 18. cosé =
19, cotél = | 20. an 6 = V3
21, secf =] 22 csch=H

23-28 » Evalie la expresion sin usar una calculadora.

w w
23, sen—-i--::nsg

24, sen 30° cse P
25, sen 3P cos 60° + sen 60° cos 30°
26. (sen 60°)° + (cos 60°)°

27. (cos 30°)* = (sen 30°)?

2
28, (mnzmsﬁ— sr:nEmsE)
i 4 4 3

29-36 ® Resuelva el tridingulo.

29, 30.
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37. Use una regla para medir de manera cuidadosa los lados del
trigngulo, y después use sus mediciones para estimar las seis
relaciones trigonométricas de 8.

=

38. Con un transportador, bosqueje el tridngulo rectingulo que
tiene el dngulo agudo 40°, Mida los lados con cuidado y use
sus resultados para estimar las seis relaciones trigonométri-
cas de 40°,

3942 ® Encuentre x correcta hasta un decimal.

100
60° | 30°
- x -
'“h
85
_ 60° 30°
= X '-.
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43, Exprese la longitud x en términos de las relaciones trigono-
métricas de 8.

10

44, Exprese la longitud a, b, ¢ ¥ d en la figura en términos de las
relaciones trigonométricas de 8.

Aplicaciones

45. Altura de un edificio Se encuentra que el dngulo de ele-
vacidn hasta la parte superior del Empire State en Nueva
York es 11° desde el suelo a una distancia de 1 milla a partir
de la base del edificio. Use esta informacién para hallar la
altura del edificio Empire State.
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. Angulo del Sol

CAPITULO B Funciones trigonomeétricas de angulos

Gateway Arch  Un avidn estd volando dentro de la vista
del Gateway Arch en St. Louis, Missouri, a una altura de
35 000 paes. Al piloto le gustaria estimar su distancia

desde el Gateway Arch. Encuentra que el dngulo de depresion
respecto a un punto sobre el suelo debajo del arco es 22°,

a) ;Cudl es la distancia entre el plano y el arco?

b} ;Cuil es la distancia entre un punto sobre el suelo
directamente abajo del avidn y el arco?

Desviacion de un rayo laser Un rayo ldser se dirigird

hacia el centro de la Luna, pero se desvia 0.5% de su trayec-

toria deseada.

a) ;Cudnto se ha desviado el rayo de su objetivo asignado
cuando llega a la Luna? (La distancia de la Tierra a la
Luna es de 240 000 millas).

b) El radio de la Luna mide alrededor de 1000 millas. ; El
rayo choca con la Luna?

Distancia al mar Desde la parte superior de un faro de 200
pies, el dngulo de depresidn respecto a un barco en el océano
es de 23°, ; Qué tan lejos esti el barco desde la base del faro?

Escalera apoyada Una escalera de 20 pies se apoya contra
un edificio de modo que el dngulo entre el suelo vy la escalera
es de 72° ;A qué alwra llega la escalera sobre el edificio?

Escalera apoyada Una escalera de 20 pies se apoya
sobre un edificio. Si la base de la escalera estd a 6 pies de la
base del edificio, ;cudl es el dngulo de elevacion de la esca-
lera? ;Qué aliura alcanza la escalera sobre ¢l edificio?

Un drbol de 96 pies proyecta una sombra
de 120 pies de largo. ;Cudl es el dngulo de elevacion del Sol?

. Altura de una torre  Un cable de sujecitn de 600 pies se

une a la parte superior de una torre de comunicaciones, Si el
alambre forma un dngulo de 657 con el suelo, ;cudl es la al-
tura de la torre de comunicaciones?

. Elevacion de una cometa Una persona yace sobre la pla-

ya, volando una cometa. Mantiene el extremo de la cuerda de
la cometa al nivel del suelo, y estima que el dngulo de eleva-
citin de la cometa es de 50°. 5i la cuerda mide 450 pies de lar-
20, jcudl es la altura de la cometa arriba del nivel del suelo?
Calculo de una distancia  Una mujer parada sobre una co-
lina ve un asta de bandera que sabe tiene 60 pies de altura. El
dngulo de depresion respecto de la parte inferior del asta es

14” y el dngulo de elevacion respecto de la parte superior del
asta es de 18°, Encuentre la distancia x desde el asta.

e = Tl T

55. Altura de una torre

Una torre de agua se localiza a 325

pies de un edificio (véase la figura). Desde una ventana en el
edificio, un observador nota que el dngulo de elevacion de la
parte superior de la torre es de 39° y que el dngulo de depre-
s10n respecto a la base de la torre es de 25° [ Qué tan alta es
la torre? | A qué altura estd la ventana?

56. Calculo de una distancia Un aeroplano vuela a una altu-
ra de 5150 pies directamente arriba de una carretera recta.
Dos automovilistas conducen en la carretera en lados opues-
tos del avidn, y el dngulo de depresion respecto a un auto-
mévil es 357 y respecto al otro es 52°. ;Cuil es la distancia
que separa a los automdviles?

57. Calculo de una distancia Sj ambos automéviles del
ejercicio 56 estin en un lado del avidn y si el dngulo de
depresiin respecto a un automdvil es de 38° y respecto al
otro es de 52°, ;qué tan apartados estdn los automdviles?

58. Altura de un globo  Un globo de aire caliente flota arriba
de una carretera recta. Para estimar su altura respecto al ni-
vel del suelo, los acronautas miden de manera simultinea el
dngulo de depresidn respecto a dos postes de kilometraje
consecutivos sobre la carretera del mismo lado del globo. Se
encuentra que los dngulos de depresion son 207 y 22°, ; Cudl
es la altitud del globo?

59. Altura de una montana Para estimar la altura de una
montafia arriba de una llanura plana, el dngulo de elevacidn
hasta la parte superior de la montafia es 32°. Mil pies més cer-
ca de la montafia a lo largo de la Hanura, se encuentra que el
dngulo de elevacion es 35°. Estime la altura de la montafia.

60. Altura de una cubierta de nubes Para medir la altura
de la cubierta de nubes en un aesropuerto, un trabajador di-
rige un reflector hacia arriba a un dngulo de 75° desde la ho-
rizontal, Un observador a 600 m mide el &ngulo de
elevacion hasta el punto de luz y encuentra que es de 45°,
Determine la altura h de la cubierta de nubes.
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6.

6.

Distancia al Sol Cuando la Luna se encuentra exacta-
mente en la fase de media luna, la Tierra, la Luna y el Sol
forman un dngulo recto (véase la figura). En ese momento el
dngulo que forman el Sol, la Tierra y la Luna es de 89.85"°
Si la distancia de la Tierra a la Luna es de 240 000 millas,
estime la distancia de la Tierra al Sol.

|.unn

Distancia a la Luna Para hallar la distancia al Sol como

en el ejercicio 61, se necesita conocer la distancia a la Luna.
A continuacion se da una manera para estimar esa distancia:

cuando se ve que la Luna estd en su cenit en un punto A
sobre la Tierra, se observa que esti en el horizonte desde el
punto B (véase la figura). Los puntos A v B estin separados
6155 millas, y el radio de la Tierra mide 3960 millas.

a) Encuentre el dngulo # en grados.

b) Estime la distancia del punto A a la Luna.

Lierra

63. Radio de la Tierra En el ejercicio 72 de la seccidn 6.1

se dio un método para determinar el radio de la Tierra.
A continuacidn se describe un método méis modemo: desde
un satélite a 600 millas arriba de la Tierra, se observa que el
dngulo formado por la vertical y la linea de vision al hori-
zonte es 60.276°. Use esta informacidn para hallar el radio
de la Tierra.

L

66. Triangulos semejantes
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Paralaje Para hallar la distancia a estrellas cercanas, se
usa el método de paralaje. La idea es hallar un tndngulo
con la estrella en un vértice y con una base tan grande como
sea posible. Para esto, se observa a la estrella en dos tempos
distintos separados exactamente seis meses, v se registra su
cambio de posicion aparente. De estas dos observaciones,
se puede calcular £ E\SE; (Los tiempos se eligen de modo
que / E,SE, sea lo mis grande posible, lo que garantiza que
£ E,08 sea 90°.) El dngulo E 50 se denomina paralaje

de la estrella. Alpha Centauri, la estrella més cercana a la
Tierra, tiene un paralaje de 0.00021 1% Estime la distancia
a esta estrella. (Tome la distancia de la Tierra al Sol como
9.3 x 10" millas.)

E,

/

;_T..Jf_________.__

Distancia de Venus al Sol La elongacién a de un planeta
es el dngulo que forman el planeta, la Tierra y el Sol (véase
la figura). Cuando Venus alcanza su elongacidn mdxima de
46.3%, la Tierra, Venus y el Sol forman un tridgngulo con un
dngulo recto en Venus. Encuentre la distancia entre Venus

y el Sol en unidades astrondmicas (UA). (Por definicion, la
distancia entre la Tierra v el Sol es | UAL)

Descubrimiento ® Discusion

5i dos tndngulos son similares,
;qué propiedades comparten? Explique como estas propie-
dades hacen posible definir relaciones trigonométricas sin
considerar el tamaiio del tridngulo.
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m Funciones trigonométricas de anguios

En la secci6n precedente se definieron relaciones trigonométricas para dngulos agu-
dos. Aqui se amplian las relaciones trigonométricas a todos los dngulos definiendo las
funciones trigonométricas de dngulos. Con estas funciones se pueden resolver pro-
blemas practicos en los que los dngulos no necesariamente son agudos.

Funciones trigonométricas de angulos

Sea POQ un tridgngulo rectingulo con dngulo agudo # como se muestra en la figura
1a). Coloque # en la posici6n estindar como se muestra en la figura 1b).

P Yt Pix, v)

cateto
hipotenusa

¢

(e cateto adyacente

Figura 1 a) b)

Entonces P = P{x, v} es un punto sobre el lado terminal de #. En el tridngulo POQ,
el cateto opuesto tiene longitud y y el cateto adyacente tiene longitud x. Por medio
del teorema de Pitdgoras se puede observar que la hipotenusa tiene longitud
r= Vx*+ y* Por lo tanto,

Las otras relaciones trigonométricas se pueden hallar de la misma forma.

Estas observaciones permiten ampliar las relaciones trigonométricas a cual-
quier dngulo. Se definen las funciones trigonométricas de dngulos como sigue
(véase la figura 2).

Definicion de funciones trigonomeétricas

Sea @ un dngulo en posicién estdndar y sea P(x, y) un punto sobre el lado ter-

minal. Si r = Vx* + y® es la distancia del origen al punto P(x, v), entonces
stmﬂ=£ cosf == ta:1!5l=E (x # 0)
r r X
r r X
n:m:&=; (v # 0) smﬁ‘=; (x # 0) -::ntﬂ=; (¥ # 0)
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Relacion con las funciones
trigonomeétricas de numeros reales

Es posible que ya haya estudiado las funciones tri-
gonométricas definidas por medio del circulo unita-
rio (capitulo 5). Para ver como se relacionan las
funciones trigonométricas de un dngulo, se comen-
zara con el circulo unitario en el plano coordenado.

flx, v

Pix, y) es el punto sobre la
circunferencia determinado por f.

Sea Plx, ¥ el punto sobre la circunferencia de-
terminado por un arco de longitud t en el circulo
unitario. Entonces t subtiende un dngulo @ en el
centro del circulo. Si se baja una perpendicular de
P sobre el punto Q sobre el eje x, el tridngulo
AOPQ es un triangulo rectangulo con catetos de
longitud x vy ¥, como se muestra en la figura.

Yi

Plx. v
i
i)

0 x | X

El mingulo OF() es
un tridngulo rectingulo

Ahora, por la definicion de las funciones trigo-
nometricas del nimero real t, se tiene

sent=y
Cos [ = Xx

Por la definicion de las funciones trigonomeétricas
del angulo 8, se tiene

cateto opuesto  y

n = : —_—
enf = Trowenusa 1 7
cateto adyacente  x
ﬂs .E — = — e l:u_"
hipotenusa 1

Si @ se mide en radianes, entonces 8 = 1. (Véa-
se la figura a continuacion.) Al comparar las dos
formas de definir las funciones trigonométricas,
podemos observar que son idénticas. En otras
palabras, como funciones, asignan valores idénti-
cos a un determinado numero real el nimero
real es la medida en radianes de # en un caso o la
longitud t de un arco en el otro).

Yi

La medida en radianes
del dngulo fes i

¢ Por qué entonces se estudia trigonometria en
dos formas distintas? Debido a gue aplicaciones
diferentes requieren gue las funciones trigono-
métricas sean consideradas de forma diferente,
(Véanse Enfoque en el modelado, paginas 459,
522 v 575 v las secciones 6.2, 6.4y 6.5.)
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Puesto que la division entre 0 no es una operacion definida, ciertas funciones tri-
gonométricas no estin definidas para ciertos dngulos. Por ejemplo, tan 90° = y/x no
estd definida porque x = 0. Los dngulos para los que podrian no estar definidas las
funciones trigonométricas son los dngulos para los que la coordenada x o v de un
punto en el lado terminal del dngulo es 0. Estos son los dngulos de un cuadrante,
angulos que son coterminales con los ejes coordenados.

Es un hecho crucial que los valores de las funciones trigonométricas no dependen de
la eleccidn del punto Plx, v). Esto es porgue si P'(x’, v') es cualquier otro punto sobre el
lado terminal, como en la figura 3, entonces los tridngulos POQ y P'OQ" son similares.

Figura 3 Evaluacion de funciones trigonomeétricas
a cualquier angulo

El siguiente dispositivo nemotécnico se De la definicién se puede observar que los valores de las funciones trigonométricas son
puede usar para recordar gué funciones todos positivos si el dngulo # tiene su lado terminal en el cuadrante 1. Esto es porque x y
trigonométricas son positivas en cada cua-  y son positivos en este cuadrante. [Por supuesto, res positivo siempre, puesto que es sim-
drante: todas, seno, tangente o coseno. plemente la distancia del origen al punto Px, y).] Sin embargo, si el lado terminal de 6
Vi estd en el cuadrante 11, entonces x es negativa v v es positiva. Asi, en el cuadrante II las
funciones sen # csc # son positivas, y las otras funciones trigonométricas tienen valores
Seno T odas negativos. Se pueden comprobar los otros elementos de la tabla siguiente.

=

Signos de las funciones trigonometricas

Tangente | Coseno

Cuadrante Funciones positivas Funciones negativas
_ I todas ninguna
Esto se puede recordar como **lodas las £
Sedoritas Toman Cdlculo™, Il Sen, €5 COS, sec, tan, cot
¥a
1l lan, col S€N, T8¢, CO8, SeC
‘rf
(X, ¥) v COS, S&C s&n, csc, tan, cot

Ahora dirigiremos la atencion a hallar los valores de las funciones trigonométri-

T cas para dngulos que no son agudos.
Figura 4 "Ejemplo 1  Hallar las funciones trigonométricas de angulos
Hallar a) cos 135° y b) tan 390°,
Solucion
¥ a) De la figura 4 se puede observar que cos 135° = —x/r. Pero cos 45° = x/ry,
(x, ) puesto que cos 45° = V2/2, se tiene
F--' 1
V2
: cos 135° = - =
390°_{ I =
0 2 n . b) Los dngulos 3907 y 30° son coterminales. De la figura 5 es claro que
— R tan 390° = tan 30° y, puesto que tan 30° = V3/3, se tiene
V3
tan 390° = — ]

Figura 5 3
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Del ejemplo 1 se puede observar que las funciones trigonométricas para dngulos
que no son agudos tienen el mismo valor, excepto posiblemente por el signo, que las
funciones trigonométricas correspondientes de un dngulo agudo. Al dngulo agudo se
le llamard dngulo de referencia.

Angulo de referencia

Sea 6 un dngulo en posicion estindar, El dngulo de referencia f relacionado
con & es el Angulo agudo formado por el lado termunal de # y el eje x.

En la figura 6 se muestra que para encontrar un dngulo de referencia es itil conocer
el cuadrante en que se localiza el lado terminal del dngulo.

Figura 6
El dngulo de referencia

§ para un dngulo @

Figura 8

Encuentre el dngulo de referencia para a) § = 5?# y b) & = B70°,

Solucion

a) El dngulo de referencia es el dngulo agudo formado por el lado terminal del
angulo 53 v el eje x (véase la figura 7). Puesto que el lado terminal de este dngu-
lo estd en el cuadrante IV, el dngulo de referencia es

S 0w

AT )

b) Los dngulos 870° y 150° son coterminales [porque 870 — 2(360) = 150].
Asi, el lado terminal de este dngulo estd en el cuadrante I1 (véase la figura 8). Por
lo tanto, el 4ngulo de referencia es

# = 180° — 150° = 30° "

Evaluacion de funciones trigonometricas para cualquier angulo

Para hallar los valores de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo, se

llevan a cabo los siguientes pasos.

1. Encuentre el dngulo de referencia f relacionado con el dngulo 6.

2. Determine el signo de la funcién trigonométrica de 6 observando el cuadrante
en el que se localiza 6.

3. El valor de la funcién trigonométrica de # es el mismo, excepto posiblemente
por el signo, que el valor de la funcidn trigonométrica de 8.
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¥4

=Y

Figura 9

S5|T i
T_i? sen 240° es negativo.

Figura 10
5|T
T|C

¥i

w ¥

tan 495° es negativa, porlo
tanto cot 495° es negativa.

=Y

. &l

Figura 12

%‘H;‘ cos(— 7 ) es positiva, por lo
tanto sec{— 5 ) es positiva.

Ejemplo3 Como usar el angulo de referencia ﬂ'“l .

para evaluar funciones trigonométricas
Encuentre a) sen 240° y b) cot 495°,

Solucion

a) Este dngulo tiene su lado terminal en el cuadrante 111, como se muestra en la
figura 9. Por lo tanto, el dngulo de referencia es 2407 — 180° = 60°, y el valor
de sen 240° es negativo. Asi,

sen 240° = —sen 60° = —?

b) El d4ngulo 495° es coterminal con el dngulo 135°, y el lado terminal de este
dngulo estd en el cuadrante 11, como se muestra en la figura 10. Por consi-
guiente, el dngulo de referencia es 180° — 135° = 45°, y el valor de cot 495°
es negativo. Se tiene

cot 495° = ¢ot 135° = —cot 45° = —1

"Ejemplo4 Coémo usar el angulo de referencia para evaluar
funciones trigonométricas

Encuentre a) sen % y b) sm(— g)

Solucion

a) El dngulo 16/3 es coterminal con 43, y estos dngulos estdn en el cuadrante 111
(véase la figura 11). Asf, el dngulo de referencia es (47/3) — 7 = /3. Puesto
que el valor del seno es negativo en el cuadrante I11, se tiene

167 A 1'.r V3

b) El dngulo —/4 estd en el cuadrante IV, y su dngulo de referencia es /4 (véase
la figura 12). Puesto que la secante es positiva en este cuadrante, se tiene

(_E)_+. m_V2
T ah e

Identidades trigonométricas

Las funciones trigonométricas de dngulos estin relacionadas entre si por varias ecua-
ciones importantes llamadas identidades trigonométricas, Ya se han encontrado las
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Figura 13
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identidades reciprocas. Estas identidades todavia se cumplen para cualquier dngulo 8,
siempre que estén definidos ambos miembros de la ecuacidn. Las identidades pitagé-
ricas son una consecuencia del teorema de Pitdgoras.*

Identidades fundamentales

Identidades reciprocas

1 1 1
csch = —— secf = —— coth = —
sen @ cos f tan &
sen #
tan @ = cntﬂ=msﬂ
cos # sen

Identidades pitagoricas

sen’fl + cos’® = | tan’fl + 1 = sec’d | + cot’® = csc’f

® Demostracién Se demostrard primero la identidad pitagérica. Si se utiliza
x* + y* = r? (el teorema de Pitdgoras) en la figura 13, se tiene

scnlﬂ+cmzﬂ=(z)z+(f)i=xz+f=ﬁ=l

r r r r
Asi, sen’# + cos’# = 1. (Aunque en la figura se indica un dngulo agudo, se debe com-
probar que la demostracién se cumple para todos los dngulos 6.) .

Véanse los ejercicios 59 y 60 para las demostraciones de las otras dos identidades
pitagdricas.

"Ejemplo5 Expresar una funcion trigonométrica

en términos de otra

a) Exprese sen # en términos de cos 8.
b) Exprese tan # en términos de sen #, donde @ estd en el cuadrante I1.

Solucion
a) A partir de la primera identidad pitagdrica se obtiene
senfl = £V 1 — cos™

donde el signo depende del cuadrante. Si 6 estd en el cuadrante I o II, entonces
sen f es positivo y, en consecuencia,

senf = V1 — cos’@

mientras que si § estd en el cuadrante 11 o IV, sen & es negativo vy, por lo tanto,

senf = =V 1 — cos™

* Seguimos la convencidn usual de escribir sen™® para (sen #)°. En general, se escribe sen” § para (sen #)" para bos enteros

nexceplon = —1. En la seccidn 7.4 se asignard ofro significado al exponente n = —|. Por supuesio, se aplica la misma
convencidn o las otras cinco funciones irigenométricas.
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El direa de un tridngulo es s = § X base X altura. Si se conocen dos lados y el
dngulo incluido de un tridngulo, entonces se determina la altura por medio de las fun-
ciones trigonométricas, v de ésta se encuentra el drea.

Si # es un dngulo agudo, entonces la altura del tridngulo de la figura 16(a) se de-
termina mediante h = b sen 8. Asi, el drea es

sl = 1 X base X altura = 1ab sen @

Si el dngulo # no es agudo, entonces de la figura 16(b) se puede observar que la altu-
ra del tridngulo es

h = bsen(180° — 8) = bsen 8

Esto es asi porque el dngulo de referencia de # es el dngulo 180° — 8. Asi, también
este caso el drea del tridngulo es

sl =} X base X altura = jab sen 0

Area de un triangulo

El drea s de un triingulo con lados de longitudes a v b v con dngulo #
incluido es

s = lab sen §

"Ejemplo8 Hallar el area de un triangulo

Encuentre el drea del tridngulo ABC mostrado en la figura 17.

Solucion  El triingulo tiene lados de longitudes 10 cm y 3 ¢cm, con dngulo incluido
de 120°. Por lo tanto,

s = labsen
= H10)(3) sen 120°

= 15 sen 60°
V3

15'?‘“13{:1112 ]

Angulo de referencla

1-8 = Encuentre el dngulo de referencia para el 4ngulo dado.
L a) 150°
2. a) 120°
3. a) 225°
4. a) 99°

Ilw
5. a) 3

b) 330°
b) -210°
b) B10°
b) =199°
11w
can 3

4 33w 23w
¢) =IF 6. a) 3 b) 3 c) — >
c) TP

S
¢) —105° 7. a) S b) —14m c) 14
c) 359° 8. a) 23w b) 2.3 ¢) —10m

3
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9-32 = Encuentre el valor exacto de la funcién trigonométrica.

9. sen 150° 10. sen 225° 11. cos 135°
12. cos(—60°) 13. tan{—-607) 14. sec 300°
15. csc(—630°) 16. cot 210° 17. cos 570F
18. sec 120° 19. tan 750° 20. cos 66(F°
2 S I
21. sen— 22. sen— 23, sen—
3 Va 2
T T S
24. EﬂET 25. E{]ﬂ(—?) 26. tﬂﬂ?
17w 5w T
ﬂ.ﬁﬁ:3 13.::5:4 H.unt( 4)
30, ms?Tﬂ- 31. tan %“ ST

33-36 ® Encuentre el cuadrante en el que se localiza 6 a partir
de la informacidn dada.

3 sen@ <0 y cos@<0
M unf<0 y senf<0
35.5ec68 >0 y tanbf<0
36, cscf8 >0 vy cosB<0

37-42 = Escriba la primera funcién trigonométrica en términos
de la segunda para # en el cuadrante dado.

37. tan 6, cos@; 6 en el cuadrante IT1

38. cot#, sené®; @ enelcuadrante I

3. cosf, send; 0 enelcuadrante [V

40. sec®#, sen#; 6 enelcuadrante |

41. sect, tan®; @& en el cuadrante Il

42, csc#, cot#®, @ en el cuadrante III

43-50 = Encuentre los valores de las funciones trigonométricas
de @ a partir de la informacidén dada.

43. senf =1, 6 en el cuadrante II

44. cos@ = — 15, 8 en el cuadrante II1

45. tanf = -3, cosf>0

46. sec@ =5, senf@ <0

47. csc# = 2, @ enel cuadrante |

48. cotf =5, senf<0

49. cosf = —§, tanf<0

50. tan® = —4, senf >0

51. 5i 8 = w3, encuentre el valor de cada expresidn.
a) sen 2, 2senéd b) sen 18, lsend
c) sen’d, sen(f?)

52. Encuentre el drea del tridngulo con lados de longitud 7y 9
y dngulo incluido de 72°.

53. Encuentre ¢l drea de un tridngulo con lados de longitud 10
y 22 y dngulo incluido de 10°.

54. Encuentre el drea de un tridngulo equilitero con lado de
longitud 10.

55. Un tridngulo tiene un drea de 16 in®, y dos de los lados del
tridngulo tienen longitudes de 5 pulg y 7 pulg. Encuentre
el dngulo que incluyen estos dos lados.

56. Un tridngulo isésceles tiene un drea de 24 cm?, y el dngulo
entre los dos lados iguales es Sm/6. ;Cudl es la longitud de
los dos lados iguales?

57-58 ® Encuentre el drea de la regidn sombreada en la figura.
57.

59, Use la primera identidad pitagdrica para probar la segunda.
[Sugerencia: divida entre cos®f.]

60. Use la primera identidad pitagdrica para probar la tercera.

Aplicaciones

61. Altura de un cohete La trayectoria de un cohete en posi-
¢idn recta es seguida por un observador sobre el suelo a una
milla de distancia.

a) Muestre que cuando el dngulo de elevacién es 8, la altura
del cohete en pies es h = 5280 tan 6,

b) Complete la tabla para encontrar la altura del cohete a
los dngulos de elevacidn dados.

20° 60° 80° 85°

%
N
=
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68. Vuelta en una esquina Se lleva un tubo de acero por

un pasillo de 9 pies de ancho. Al final del pasillo hay una
vuelta en dngulo recto hacia un pasillo més estrecho de
6 pies de ancho.

a) Muestre que la longitud del tubo de la figura se modeld
mediante la funcitn

L(@) = 9csct + Gsecd

B b) Grafique la funcién L para 0 < 8 < /2.
.cj Encuentre el valor minimo de la funcitn L.

d) Expligue por qué el valor de L que encontré en el inciso
c) es la longitud del tubo més largo que puede ser llevado
alrededor de la esquina.

; _'gp‘u; s |

69. Arco iris Los arco iris se forman cuando la luz solar de

diferentes longitudes de onda (colores) se refracta y refleja
en gotas de agua. El dngulo de elevacion & de un arco iris
es siempre el mismo. Se puede demostrar que 8 = 48 — 2a,
donde

sen a = k sen B

ya = 594"y k = 1.33 es el indice de refraccidn del agua.
Use la informacién dada para encontrar el dngulo de eleva-
cién @ de un arco iris. (Para una explicacién matemdtica

de los arco iris véase Calculus, 5a ed. de James Stewart,
pdginas 288 y 289.)

Descubrimiento * Debate
70. Uso de una calculadora Para resolver cierto problema,

71,

s¢ requiere hallar el seno de 4 rad. Su compafiero usa su
calculadora y le dice que

sen 4 = 0.0697564737
En su calculadora usted obtiene
sen 4 = —().7568024953

L Qué estd mal? ; Qué error cometié su compaiiero?

Diagrama trigonométrico de Viete En el siglo xvi,

el matemitico francés Frangois Viéte (véase la pdgina 49)
publict el siguiente diagrama notable. Cada una de las seis
funciones trigonométricas de @ es igual a la longitud de un
segmento de recta en la figura. Por ejemplo, sen 8 = | PR |,
puesto que de AOPR se puede observar que

Para cada una de las otras cinco funciones trigonométricas,
encuentre un segmento de recta en la figura cuya longitud
es igual al valor de la funcidn en 8. (Nora: el radio del

circulo es 1, el centro es O, el segmento 25 es tangenie
al circulo en R y £.500 es un dngulo recto.)
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=
S
|rtl
1 | 2

Si se duplica el lado de un cubo, su
volumen se multiplica por 2°,

8. a) Sidos cubos tienen relacidn de similitud s, muestre que sus volimenes V,
y V; tienen la propiedad de que V; = £V,

b) Si el lado de un cubo se multiplica por 10, ;por cudl factor se multiplica
el volumen?

c) ,Cémo se puede usar el hecho de gue un objeto sélido se puede “llenar™
mediante cubos pequeiios para mostrar que para dos sGlidos cualesquiera
con relacion de similitud s, los voldmenes satisfacen V, = 5°V,?

9. King Kong es 10 veces tan alto como Joe, un gorila de tamafio normal que
pesa 300 Ib. Si se supone que King Kong y Joe son similares, use los resulta-
dos de los problemas 7 y 8 para contestar las siguientes preguntas.

a) ;Cudnto pesa King Kong?

b} Sila mano de Joe mide 13 pulg de largo, ;cudnto mide la mano de King
Kong?

c) Si hacer una camisa para Joe requiere 2 yardas cuadradas de tela, ;cudnta
tela requeriria una camisa para King Kong?

C
b a
A B
4
Figura 1
;"‘; \
,r' \\
..r; L1
J'f ‘
..rﬂll l{"‘l
a) LAA
Figura 2

En la secci6n 6.2 se emplearon relaciones trigonométricas para resolver tridngulos
rectingulos. Las funciones trigonométricas se pueden usar también para resolver
tridngulos oblicuos, es decir, tridngulos sin dngulos rectos. Para hacer esto, se estudia
primero la ley de los senos y luego la ley de los cosenos en la siguiente seccidn. Para
expresar estas leyes (o férmulas) con més facilidad, se sigue la convencion de marcar
los dngulos de un tridngulo como A, B, C y las longitudes de los lados opuestos
correspondientes como a, b, ¢, como en la figura 1.

Para resolver el tridngulo, es necesario conocer cierta informacién acerca de sus
lados y dngulos. Para decidir si se tiene informacitn suficiente, con frecuencia es qtil
hacer un bosquejo. Por ejemplo, si se dan dos dngulos y el lado incluido, entonces es
claro que sdélo se puede formar un solo tridngulo (véase la figura 2a)). De manera
similar, si se conocen dos lados y el dngulo incluido, entonces estd determinado un
solo tnidngulo (figura 2c)). Pero si se conocen los tres dngulos y ninguno de los lados,
no se puede determinar de manera (nica el tridngulo porque muchos tridngulos tienen
los mismos tres dngulos. (Por supuesto todos estos tridngulos serian similares.) Asi
que no se considerard este dltimo caso,

u
"
H_
l‘
b
H
bt
b
"
T

¢) LAL d) LLL

En general, un tridngulo estd determinado por tres de sus seis partes (dngulos y
lados) siempre que por lo menos una de estas tres partes sea un lado. Asi, las posibi-
lidades, ilustradas en la figura 2, son como sigue.
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_Ejemplo 2 Resolver un triangulo (LLA)
Resuelva el tridngulo de la figura 5.

Solucion Primero, £B = 180° — (20° + 25°) = 135°. Puesto que se conoce el
lado ¢, para hallar el lado a se usa la relacion

senA _ senC
= Ley de los senos
a c
H_csm.ﬂ. _Bﬂ,45¢n1ﬂ°=ﬁ51 s
sen C sen 25° ' Pele

De manera similar, para encontrar b utihizamos

s::nB_sch Ley de los 5enos
b E L Lf =
csen B 80.4 sen 135°
b= P = <en 25° = 1345 Despeje b ]

El caso ambiguo

En los ejemplos 1 y 2 se determina un tridngulo dnico por la informacidn dada. Esto
se cumple siempre para el caso 1 (LAA). Pero en el caso 2 (LLA) podria haber dos
tridingulos, un tridngulo o ninguno con las propiedades dadas. Por esta razon, el ca-
s0 2 a veces se llama caso ambiguo. Para ver por qué esto es asi, se muesiran en la
figura 6 las posibilidades cuando se dan el dngulo A y los lados a y b. En el inciso a)
ninguna solucién es posible, puesto que el lado a es demasiado corto para completar
el tridngulo. En el inciso b) la solucién es un tridngulo rectingulo. En el inciso c) dos
soluciones son posibles y en el inciso d) hay un tridngulo dnico con las propiedades
dadas. En los ejemplos siguientes se ilustran las posibilidades del caso 2.

i C C
ﬁf ‘" hi | b
a i
A A A b us
Figura 6 B A~__ B
El caso ambiguo a) b c) d)

Ejemplo3 LLA, el caso de una solucién ﬁ
Resuelva el tridngulo ABC, donde £A = 45°,a = TV2yb=1.

Solucion Primero se bosqueja el tridngulo con la informacién que se tiene (véa-
se la figura 7). El bosquejo es necesariamente tentativo puesto que aiin no se conocen
los otros dngulos. Sin embargo, ahora se pueden ver las posibilidades.

C
Se encuentra primero £B.
a4 = jon B Ley de lpg senos
a b '_-,-' : OIS ENE

Lt mﬁn:(;)(ﬂ)ﬁ Doepee on 8
a V2 V2 2 2 .

sen B =
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;Cudles dngulos B tiene sen B = {7 De la seccién anterior se sabe que hay dos
Se consideran s6lo dngulos mds peque-  dngulos mds pequeiios que 180° (estos son 30° y 150%). ;Cudl de estos dngulos es
fios que 180°, puesto que ningin dngulo  compatible con lo que se sabe acerca del tridngulo ABC? Puesto que £ZA = 45° no
puede contener un dngulo de 1807 0 se puede tener 2 B = 150°, porque 45° + 150° > 180°. Por lo tanto, 2B = 30°, y el
més grande. dngulo restante es 2.C = 180° — (30° + 45°) = 105°.
Ahora se puede hallar el lado c.

sen B senC
= Ley de los senos

b c
_bsenf:_?scnlﬂﬁ“‘_?sanlﬂﬁ*“#uj , =
“” senB sen 30° 1 ' e

2

E En el ejemplo 3 hubo dos posibilidades para el dngulo B, y una de éstas no fue
compatible con el resto de la informacién. En general, s1 sen A < [, se debe compro-
bar el dngulo y su complemento como posibilidades, porque cualquier dngulo més
pequefio que 180" puede estar en el tridgngulo. Para decidir si cualquiera de las posi-

El complemento de un dngulo  (donde  bilidades funciona, se comprueba si la suma resultante de los dngulos excede 180°.
0= 8 =< 180") es el dngulo 180° - 8. Puede suceder, como en la figura 6(c), que ambas posibilidades son compatibles con
la informacién dada. En ese caso, dos tridngulos diferentes son soluciones del problema.

{Ejemplo4 LLA, el caso de dos soluciones 6

Resuelva el tridngulo ABC si £A = 43.1° a = 1862 y b = 248.6.

Solucion De la informacidn dada se bosqueja el tridngulo mostrado en la figura 8.
Hay que observar que el lado a se puede dibujar en dos posiciones posibles para
completar el tridngulo. De la ley de los senos

La agrimensura ¢s un método de __bsenA  24B.6sen43.1°
medicitn del suelo usado para ela- senB = — — = 186.2

borar mapas. Los agrimensores
usan un proceso llamado rriangu-
facidn en el que se crea una red de
miles de tridngulos entrelazados en
¢l drea de la cual se elaborard un
mapa. Se inicia el proceso midien-
do la longitud de una linea base en-
tre dos estaciones de agrimensura.
Entonces, usando un instrumento
llamado readolito, se miden los dn-
gulos entre estas dos estaciones y
una tercera estacion. Entonces se
usan las leyes de los senos para
calcular los otros dos lados del Fauea®
tridngulo formado por las tres esta-

ciones. Los Iados calculados se Hay dos posibles dngulos B entre 0° y 180° tal que si sen B = 0.91225. Por medio de
Tﬂlﬁﬁ”l]’: la tecla [sen'| en una calculadora (o | twv || sen | o | arcsen ), se encuentra
il E P ﬁgﬂm_ Enp:n - que uno de estos dngulos es aproximadamente 65.8°. El otro es aproximadamente

todo, Ja tinica distancia medida 180° — 65.8° = 114.2°. Se denotan estos dngulos por B, y B,, de modo que
{continta)

= (.91225

LB, =658 y LB,=1142°



es la lfnea base imicial; las otras
distancias se calculan a partir de la
ley de los senos. Este método es

prictico porgue es mucho mds ficil
medir dngulos que distancias.

Base de comprobacidn
A

Linea base

Uno de los esfuerzos de mapeo
miis ambiciosos de todos los tiempos
fue la gran medicion mgonoméin-
ca de la India (véase el problema 8,
pigina 525) que requirié varias
expediciones v tomé un siglo com-

- pletarla. La famosa expedicion de

1823 conducida por Sir George
Everest, durd 20 afios. Para llegar
se tuvo que pasar por terreno peli-
groso v encontrar a los temidos
mosquitos portadores de la ma-
laria, y por fin la expedicidn llegd
al pie de los Himalayas. Una ex-
pedicién posterior, por medio de
triangulacidn, calculd la altura
del pico mas alto de los Himalayas
como 29 002 pies. El nombre de la
montafia fue asignado en honor de
Sir George Everest.

Hoy dia. con la ayuda de satéli-
tes, la altwra del Monte Everest se
estima en 29 028 pies. La concor-
dancia muy cercana de estas dos
estimaciones muestra la gran exac-
titud del método trigonométrico,

122
T0

42

Figura 10
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Asi, dos tridngulos satisfacen las condiciones dadas: tridngulo A, B,C, y tridingu-
lo Azﬂzl.:z.

Resolver el tridngulo A ,B,C,:

LC = 180° — (43.1° + 65.8°) = 71.1° Encuentre £C,

Asi, ¢ = “‘;f* ~ mﬁ:::g_::‘w ~ 0578  Loydoloseonoe
Resolver el tridngulo A,B,C;:

£Cy~ 180° — (43.1° + 114.2°) = 227°  Encuentre 2C,
Pt g P AV ILT | onn e

sen A, sen 43.1°

Los tridngulos A B,C, ¥ A.H,C, se muestran en la figura 9.

Hﬂ-ﬂ‘li ¢ = 2578

En el ejemplo siguiente se presenta una situacion para la cual ningin triingulo es
compatible con los datos.

"Ejemplo5 LLA, caso sin solucién

Resuelva el tridngulo ABC, donde £A =42, a=T0y b = 122.

Solucion Para organizar la informacion dada, se bosqueja el diagrama en la figu-
ra 10. Se intentard hallars B. Se tiene

sen A _ sen B
a b

_bsenA _ 122send2° _
70

Ley de los sence

sen B

1.17 Despeje sen B

Puesto que el seno de un fdngulo nunca es mayor que 1, se concluye que ningtin
tridgngulo satisface las condiciones dadas en este problema. .



satélite estd sobre una de las dos estaciones, los dngulos de
elevacitn en A y B son 87.0° y 84.2°, respectivamente,

a) ;Qué tan lejos estd el satélite de la estacidn A?

b) ;A qué altura respecto del suelo estd el satélite?

Vuelo de un avién Un piloto vuela sobre una carretera
recta. Determina los dngulos de depresion hasta dos postes
de medicion de millaje apartados 5 millas, como 32° y 48°,
segln se ilustra en la figura,

a) Encuentre la distancia del avién al punto A.

b) Encuentre la elevacidn del avidn.

Distancia a través de un rio Para hallar la distancia a
través de un rio, una topografa elige los puntos A y B, que
estin separados 200 pies sobre un lado del rio (véase la
figura). La topdgrafa elige entonces un punto de referencia
C sobre el lado opuesto del rio y encuentra que £ BAC = §2°
y £ABC = 52°, Aproxime la distanciade A a C.

Distancia a través de un lago Los puntos A y B estdn
separados por un lago. Para hallar la distancia entre ellos,
un topdgrafo localiza un punio C sobre el suelo tal que

£ CAB = 48.6°. También mide CA como 312 pies y CB
como 527 pies. Encuentre la distancia entre A v B.

La torre inclinada de Pisa El campanario de la catedral
en Pisa, lialia, se inclina 5.6 desde la vertical. Una turista
se para a 105 m de su base, con la inclinacién de la torre direc-
tamente hacia ella. Ella mide el dngulo de elevacidn hasta la
parte superior de la torre como 29.2°, Encuentre la longitud
de la torre hasta el metro méds proximo,

36.

37.

38.
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Antena de radio Una antena de radio de onda corta

estd apoyada por dos cables cuyas longitudes son 165 y
180 pies. Cada alambre estd fijo a la parte superior de la
antena y anclado al suelo, en dos puntos de anclaje en lados
opuestos de la antena. El cable mds corto forma un dngulo
de 67° con el suelo. jQué tan apartados estin los puntos de
anclaje?

Altura de un arbol Un drbol en una ladera proyecta una
sombra de 215 pies colina abajo. Si el dngulo de inclinacidn
de la ladera es 22° respecto a la horizontal y el dngulo de
elevacién del Sol es de 52°, encuentre la altura del drbol,

Longitud de un cable de sujacion
Una torre de comunicaciones se localiza

en la cima de una colina elevada, como =~
se ilustra. El dngulo de inclinacién de
la colina es de 58°. Se fijard un cable
de sujecidn a la parte superior de la
torre y al suelo, 100 m colina abajo de
la base de la torre. El d4ngulo a en la fi-
gura s¢ determina como 12°. Encuentre
la longitud del cable requerido.

Calculo de una distancia Observadores en F y () estin
localizados en el lado de una colina que estd inclinada 32°
respecto de la horizontal, como se muestra. El observador

en P determina el dngulo de elevacién hasta un globo de aire
caliente como 62°. Al mismo tiempo, el observador en ) mide
el dngulo de elevacion hasta el globo como 71°, Si P estd 60 m
colina abajo desde (0, encuentre la distancia de @ al globo.
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4. Calculo de un angulo Una torre de agua de 30 m de alto
se localiza en la cima de una colina. Desde una distancia de
120 m colina abajo, se observa que el dngulo entre la parte
superior y la base de la torre es de 8°. Encuentre el dngulo
de inclinacion de la colina.

41. Distancias a Venus La elongacidn a de un planeta es
el dngulo que forman el planeta, la Tierra y el Sol (véase
la figura). Se sabe que la distancia del Sol a Venus es de
0.723 UA (véase el gjercicio 65 de la seccidon 6.2). En
cierto momento se encuentra que la elongacion de Venus
es de 39.4°. Encuentre las distancias posibles de la Tierra a
Venus en ese momento en unidades astrondmicas (UA).

42. Burbujas de jabon Cuando dos burbujas se adhieren en
el aire, su superficie comiin es parte de una esfera cuyo centro
D yace sobre una linea que pasa por los centros de las

burbujas (véase la figura). También, los dngulos ACEB y ACD
miden cada uno 60°,
a) Muestre que el radio r de la cara comiin esta dado por
ab
a-—b
[Sugerencia: use la ley de los senos junto con el hecho

de que un dngulo # ¥ su complemento 180° — @ tienen el
mismo seno. ]

r=

b) Encuentre el radio de la cara comiin si los radios de las
burbujas son 4 y 3 cm.

¢) (Qué forma toma la cara comtin si las dos burbujas
tienen radios iguales?

Descubrimiento » Debate

43. Niumero de soluciones en el caso ambiguo Se ha vis-
to que al usar la ley de los senos para resolver un fmangulo
en el caso LLA, puede haber dos soluciones, una o ninguna.
Bosqueje tridngulos como los de la figura & para comprobar
los criterios de la tabla para vanas soluciones si1 se tiene
ZAvylosladosayb.

Criterio Numero de soluciones
az=h 1
b>a>bsenA 2
a= hsen A 1
a<= bsenA ]

Si £A = 30° y b = 100, use estos criterios para hallar el
intervalo de valores de a para los cuales el tndngulo ABC
tiene dos soluciones, una solucidn o ninguna.

La ley de los senos no se puede usar de manera directa para resolver tridingulos si
se conocen dos lados y el dngulo entre ellos o si se conocen los tres lados (€stos
son los casos 3 y 4 de la seccidn anterior). En estos dos casos, se aplica la ley de

los cosenos.



Figura 1
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Cibeos A, bsen A}

A(0,0)] ¢ Bie0) ¥

Figura 2
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Ley de los cosenos

En cualquier tridngulo ABC (véase la figura 1), se tiene
al=b"+ ¢ — 2bccos A
b*=a®+ ¢* — 2accos B

=g+ b* = 2abcos C

® Demostracién Para probar la ley de los cosenos, coloque el tridngulo ABC de
modo que Z£A estd en el origen, como se muestra en la figura 2. Las coordenadas
de los vértices By C son(c, 0) y (b cos A, b sen A), respectivamente. (Se debe com-
probar que las coordenadas de estos puntos serdn las mismas si se dibuja el dngulo
A como un dngulo agudo.) Con la férmula de la distancia, se obtiene

a’ = (bcosA —¢)* + (bsenA — 0)°
= b*cos’A — 2bccos A + ¢ + b sen’A
= b(cos’A + sen’A) — 2bccos A + ¢

=b*+c*—2bccos A Forque sen’A + cos”A =1

Esto demuestra la primera férmula. Las otras dos formas se obtienen de la misma
manera colocando cada uno de los otros vértices del tridngulo en el origen y repi-
tiendo el argumento anterior. .

En palabras, la ley de los cosenos dice que el cuadrado de cualquier lado de un
tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos del doble
producto de esos dos lados por el coseno del dngulo incluido.

Si uno de los dngulos de un tridngulo, por ejemplo £ C, es un dngulo recto, enton-
ces cos C = 0y la ley de los cosenos se reduce al teorema de Pitdgoras, ¢ = a* + b
Asi, el teorema de Pitdgoras es un caso especial de la ley de los cosenos.

Longitud de un tanel

Se construird un tinel por una montafia. Para estimar la longitud del tinel, un topd-
grafo hace las mediciones mostradas en la figura 3. Use los datos del topdgrafo para
aproximar la longitud del tinel.

Solucién Para aproximar la longitud c del tinel, se usa la ley de los cosenos:

c*=a*+ b*—2abcos C Ley de los cosenos
= 3887 + 212% — 2(388)(212) cos 82.4°  Sustituye
= ]173730.2367 Use una calculadora
c = V173730.2367 = 416.8 Saque |a raiz cuadrada

Asi, el tinel medird alrededor de 417 pies de largo. L



Otro dngulo con sen 0.11557 es

180° — 6.636° = 173.364°, Pero

es evidente que es demasiado grande
para que LA esté en LABC,
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Navegacion: direccion y rumbo

En navegacion una direccidn con frecuencia se da como un rumbe, es decir, como
un dngulo agudo medido a partir del norte o del sur. El rumbo N 30° E, por ejemplo,
indica una direccidn que apunta 30° al este del norte (véase la figura 6).

Mi N M MNi
fémﬂ mﬂ-
E O

0 E O E O E
.t-""'?
L. 50°
5 5 5 5
N 30® E N 60° O 5 70° O S 50° E
Figura 6

Eijemplo4 Navegacion

Un piloto parte de un aeropuerto y se dirige en direccion N 20° E, volando a 200
millas/h. Después de una hora, hace una correccion de curso y se dinge en la
direccién N 40° E, Media hora después, un problema en el motor lo obliga a hacer
un aterrizaje de emergencia.

a) Encuentre la distancia entre el aeropuerto y su punto de aterrizaje final.
b) Encuentre el rumbo desde el aeropuerto hasta su punto final de aterrizaje.

Solucién
a) En una hora el avién viaja 200 millas y en media hora viaja 100 millas, de modo
que se puede graficar el curso del piloto como en la figura 7. Cuando hace su
correccion de curso, vira 207 a la derecha, asi que el dngulo entre los dos tramos de
su viaje es 1807 — 207 = 160°, Asi que por la ley de los cosenos se tiene
b = 200° + 1007 — 2-200+ 100 cos 160°
= 87 587.70

Por lo tanto, b == 295.93. El piloto aterriza a unas 296 millas de su punto de partida.
b) Primero se usa la ley de los senos para hallar ZA.

sen A sen 160°

100 205.95

sen 160°
295,95

= (.11557

sen A = 100

Si se usa la IE{:]H.| sen ' | de una calculadora, se encuentra que £A = 6.636°. De
la figura 7 se puede observar que la linea del acropuerto al sitio de aterrizaje fi-
nal apunta en la direccidn 20° + 6.636° = 26.636° al este del norte. Por lo tanto,
el rumbo es aproximadamente N 26.6° E. .
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05 Area de un lote

Un hombre de negocios desea comprar un lote triangular en un transitado lugar de
la ciudad (véase la figura 9). Los frentes del lote en las tres calles adyacentes son
125, 280 y 315 pies. Encuentre el drea del lote.

Solucion El semiperimetro del lote es

_ 125 + 280 + 315 _

> 360

&

Por la férmula de Heron el drea es

sl = V/360(360 — 125)(360 — 280)(360 — 315) = 17451.6

Asi, el drea es aproximadamente 17 452 pies’. ]

XM Ejercicios

1-8 ® Use la ley de los cosenos para determinar el lado indica-
do x o el dngulo 6.

1. C L C

5. = 6 C
‘ &0.1/ @ 122.5
68.01

B

154.6

10
‘ C
12

9-18 = Resuelva el tridingulo ABC.

!.. C “I. c
10 18 12
120° A
A B e
44
B

1. a=30, b=40, LC=35¥
1. b=60, c¢=30, LA=T0F

13. a=20, b=25, c=22

4. a=10, b=12, ¢=16

15. b=125, c=162, LB=40
16. a=65, c=350, LC=52°

17. a=50, b=065 +A=355

18. a =735, £LB=61°, LC=8%

19-26 ® Encuentre ¢l lado indicado x o el dngulo 8. (Use la ley
de los senos o la ley de los cosenos, seglin convenga.)

19. ¢ 20. &
AL\ B pPatls H
18
21. c 2L c
/M I M\
A . i B . 11 : e
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36. Pruebe que en el tridngulo ABC
a=hbcosC + ccosB
b=ccosA +acosC
c=acosB + bcos A

Estas se llaman leves de proveccidn. [Sugerencia: para
obtener la primera ecuacidn, sume las ecuaciones segunda
y tercera en la ley de los cosenos y despeje a.]

5. ¢

.
1000
98° 7. Agrimensura Para hallar la distancia a través de un peque-
x 48 A 259 B fio lago, un agrimensor ha tomado las mediciones mostra-
x das. Encuentre la distancia a través de un lago por medio de
38 /

Aplicaciones

A esta informacidn.

27-30 ® Encuentre el drea del tndngulo cuyos lados tiene las

longitudes dadas.
27.a=9, b=12, ¢c=15 MB.a=1, b=12 c¢=12
29. a=17, b=8 c¢c=9
M a=1l, =100, c= 101
31-34 ® Encuentre el drea de la figura sombreada, correcta 38. Geometria Un paralelogramo tiene lados de longitudes 3 y 5,
hasta dos decimales. y un éngulo es 50°, Encuentre las longitudes de las diagonales.
3l 32. 39. Calculo de una distancia Dos carreteras rectas divergen
en un dngulo de 65°, Dos automdviles salen de la interseccidn
4 a las 2:00 PM., uno viaja a 50 millas/h y el otro a 30 millas/.
6 5 Qué tan apartados estdn los automdviles a las 2:30 pm.?
40. Calculo de una distancia Un automdvil viaja a lo largo
3 2 de una carretera, con rumbo este durante | h, luego viaja du-
2 rante 30 minutos en otra carrelera que se dirige al noreste,
13, Si el automavil ha mantenido una velocidad constante de 40

millas/h, ;qué tan lejos estd de su posicidn de partida?

41. Estimacion Un piloto vuela en una trayectoria recta durante
1 h 30 minutos. Después hace una comeccion de curso, en di-
reccidn 107 a la derecha de su curso original y vuela 2 hen la
nueva direccidn. Si mantiene una velocidad constante de 625
millas’h, ;qué tan lejos estd de su punto de partida?

41. Navegacion Dos botes salen del mismo puerto a la mis-
ma hora. Uno viaja a una velocidad de 30 millas’h en la

35. Tres circulos de radios 4, 5 y 6 cm son mutuamente tangentes, direccién N 50° E y el otro viaja a una velocidad de
Encuentre el drea sombreada encerrada entre los tres circulos. 26 millas/h en una direccién S 70° E (véase la figura).
£ Qué tan apartados estin los botes después de una hora?
NS E

ym

5 70°E



43, Navegacion Un pescador sale de su puerio de origen y

se dirige en la direccion N 70° O. Viaja 30 minutos y llega

a Egg Island. El siguiente dia navega en direccién N 10° E

durante 50 millas y llega a Forrest Island.

a) Encuentre la distancia entre el puerto de origen del pes-
cador y Forrest Island.

b) Encuentre el rumbo desde Forrest Island de regreso a su
puerto de origen.

44. Navegacion El aeropuerto B estd a 300 millas del aero-
puerto A a un rumbo N 50° E (véase la figura). Un piloto
que desea volar de A a B vuela erréneamente al este a 200
millas/h durante 30 minutos, cuando nota su error.

a) ;Qué tan lejos estid el piloto de su destino al momento
de notar su error?

b) ;En qué rumbo debe dirigir su avitn a fin de llegar al
aeropuerto B?

Aeropuerto A | |

45. Campo triangular  Un campo triangular tiene lados de lon-
gitudes 22, 36 y 44 yardas, Encuentre el dngulo mds grande.

46. Remolque de una barcaza Dos remolcadores separados
120 pies jalan una barcaza, segin se ilustra. 5i la longitud
de un cable es 212 pies y la longitud del otro es 230 pies,
encuentre el dngulo formado por los dos cables.
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47. Papalotes ([cometas) Un nifio vecla dos cometas al mismo
tiempo. Tiene 380 pies de linea hasta una cometa y 420 pies
hasta la otra. El nifio estima el dngulo entre las dos lineas
como 30°. Aproxime la distancia entre las dos cometas.

48. Aseguramiento de una torre  Una torre de 125 pies se
localiza en la ladera de una montafia que tiene una inclina-
cién de 32° respecto de la horizontal. Se fijard un alambre
de sujecion a la parte supenor de la torre y se anclard en un
punto 55 pies colina abajo de la base de la torre. Encuentre
la longitud més corta de alambre necesario.

49. Teleférico Una montafia pronunciada tiene una inclinacion
de 74° respecto de la horizontal y se eleva 3400 pies sobre la
llanura circundante. Se va a instalar un teleférico desde un
punto a 800 pies de la base hasta la cima de la montaia, co-
mo se ilustra. Encuentre la longitud mds corta del cable ne-

- 800 pies

50. Torre CN La torre CN en Toronto, Canadd, es la estructu-

ra independiente mis alta del mundo. Una mujer sobre la
plataforma de observacion, 1150 pies sobre el suelo, quiere
determinar la distancia entre dos sefiales sobre el suelo. Ella
observa que el dngulo que forman las lineas de visidn hasta
estas dos sefiales es de 43°, También observa que el dngulo
entre la vertical y la linea de vision hasta una de las sefiales

Material protegido por derechos de autor
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es de 627 y hasta la otra sefial es de 54°. Encuentre la distan-
cia entre las dos sefiales.

Revision de conceptos

1. a) Explique la diferencia entre un dngulo positivo y un
dngulo negativo.
b) ;Cémo se forma un dngulo de medida 1 grado?
¢) ;Coémo se forma un dngulo de medida 1 radidn?
d) ;Como se define la medida radiin de un dngulo 87
e) ;Como convierte de grados a radianes?
f) ;[Cémo convierte de radianes a grados?

2. a) ;Cudndo un dngulo estd en posicion estindar?
b) ;Cudndo dos dngulos son coterminales?
3. a) ;Cuil es la longitud s de un arco de un circulo con radio r
que subtiende un dngulo central de @ radianes?
b} [ Cuil es el drea A de un sector de un circulo con radio r
y dngulo central ¥ radianes?

4. 5i 6 es un dngulo agudo en un tridngulo rectingulo, defina
las seis relaciones trigonométricas en términos de los cate-

tos adyacente y opuesto y la hipotenusa.
5. ;Qué significa resolver un tridngulo?

Ejercicios S

1-2 ® Encuentre la medida en radianes que corresponda a la
medida en grados dada.

1. a) 60° b) 330°
2. a) 24° b} —330°

c) —135°
¢) 75(0°

d) —90°
d) 5°

51. Valor del terreno  La tierma en ¢l centro de Columbia esti
valuada en 20 délares un pie cuadrado. ;Cudl es el valor de un
lote triangular con lados de longitudes 112, 148 y 190 pies?

Descubrimiento * Debate

51, Determinacion de los angulos de un triangule El
pirralo que sigue a la solucién del ejemplo 3 en la pdgina
510 explica un método alternativo para hallar £ By £C,
por medio de las leyes de los senos. Use este método para
resolver el tridngulo del ejemplo. Encuentre primero 2B y
luego £ C. Expligue como elige el valor apropiado para la
medida de £ 8. ; Cuil método prefiere para resolver un
problema de tridingulo LAL, el que se explicé en el
ejemplo 3 o el que usd en este ejercicio?

6. Si 6 es un dngulo en posicion estiandar, Ax, v} es un punto
en el lado terminal v r es la distancia del origen a P, escriba
expresiones para las seis funciones trgonométricas de @,

7. ;Cuiles funciones trigonométricas son positivas en los cua-
drantes I, I1, Il y IV?

B. 5i @ es un dngulo en posicion estdndar, jcudl es su dngulo de
referencia 67

9, a) Exprese las identidades reciprocas.

b) Exprese las identidades pitagoncas.
10. a) ;Cudl es el drea de un tridingulo con lados de longitud
a y by con dngulo incluido 87
b) ;Cuil es el drea de un tridngulo con lados de longiud
d,byc?
11. a) Exprese la ley de los senos.
h) Exprese la ley de los cosenos,

12. Explique el caso ambiguo en la ley de los senos.

3—4 ® Encuentre la medida en grados que corresponda a la me-
dida en radianes dada.

T Qar
) ) 3

d} 3.1
5 )

5
3 a) %1
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5. Encuentre la longitud de un arco de un circulo de radio 8 m
si el arco subtiende un dngulo central de | rad.

6. Determine la medida del d4ngulo central # en un circulo de
radio 5 pies si el dngulo es subtendido por un arco de longi-
tud 7 pies.

7. Un arco circular de longitud 100 pies subtiende un dngulo
central de 70°. Encuentre el radio del circulo.

8. ;Cudntas revoluciones dard una rueda de automdvil de did-
metro 28 pulgadas en un periodo de media hora si el auto-
mévil viaja a 60 millas/h?

9. NuevaYork y Luaﬂngﬂﬂ estin separadas 2450 millas.

Encuentre el dngulo que subtiende el arco entre estas dos
ciudades en el centro de la Tierra. (El radio de 1a Tierra es

de 3960 millas.)

10. Encuentre el drea de un sector con dngulo central de 2 radia-
nes en un circulo de radio 5 m.

11. Encuentre el drea de un sector con dngulo central de 52° ra-
dianes en un circulo de radio de 200 pies.

12. Un sector en un circulo de radio 25 pies tiene un drea de 125
pies®. Encuentre el 4ngulo central del sector.

13. Un torno de alfarero con radio de 8 pulgadas gira a 150 rpm.
Encuentre las velocidades angular y lineal de un punto en el
borde de la rueda.

14. En una transmision de automdvil una relacion de engranaje
g es la relacidn

_ velocidad angular del motor
€™ Vvelocidad angular de 1as ruedis

La velocidad angular del motor se muestra en el tacémetro
(en rpm).

Cierto automdvil deportivo tiene ruedas con radio de 11
pulg. Sus relaciones de engranaje se muestran en la siguien-
te tabla. Suponga que el automdvil estd en cuarta y que el
tacémetro marca 3500 rpm.

a) Encuentre la velocidad angular del motor.
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b} Encuentre la velocidad angular de las ruedas.
¢) ;A qué velocidad se desplaza el automdvil (en millas/h)?

Velocidad Relacién
la. 4.1
2a. 3.0
3a. 1.6
4a. 0.9
Sa. 0.7

15-16 ® Encuentre los valores de las seis relaciones trigonomé-
tricas de 8.

15. 16.

3

17-20 ® Encuentre los lados marcados con x y y, correctos
hasta dos decimales.

17. 18.

19.

1

21-22 ® Resuelva el tridngulo.
21. 22,
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23, Exprese las longitudes a v b de la figura en términos de las
relaciones trigonométricas de 8.

Vi

24. La torre auténoma mas alta del mundo es la de CN en
Toronto, Canadid. A una distancia de 1 km de su base, el
dngulo de elevacion hasta la parte superior de la torre es
28.81°. Encuentre la altura de la torre.

25, Encuentre el perimetro de un hexdgono regular que esti
inscrito en un circulo de radio 8 m.

26. Los pistones de un motor de automdvil suben y bajan en
forma repetida para hacer girar el cigiiefial, como se mues-
tra. Encuentre la altura del punto P armba del centro O del
cigliefial en términos del dngulo 8.

yi
S i
ph
'l-'-{":
B pulg
P
> i . ~
.f'f ' 2
| Loy
L W X
' /

27, Visto desde la Tierra, el dngulo subtendido por la luna llena
es 0.518° Use esta informacidn y ¢l hecho de que la distan-
cia AB de la Tierra a la Luna es de 236 900 millas para de-
terminar ¢l radio de la Luna.

28. Un piloto mide los dngulos de depresitn hasta dos barcos co-
mo 40° y 527 (véase la figura). Si el piloto vuela a una altura
de 35 000 pies, encuentre la distancia entre los dos barcos.

N
N80
% """-...
"
\ 1"‘-\.
"ﬁ.x "
\ b Y
b -
i Y My,
\ e
l-‘“x. 2 “, .
et e
29-40 = Epcuentre el valor exacto.
O
29, sen 315° 3. csc =
Sr
31. tan(—135°) 32. cos
13 cnl(—nTw) 34, sen 405°
AS. cos 585° 36. sec HTT
8 13w
37. csc : A8, sec =
23
39. cot(—390°) 40. tan T"

41. Encuentre los valores de las seis relaciones trigonométricas
del dngulo # en posicién estindar si el punto (—35, 12) estd
sobre el lado terminal de 6.

42. Encuentre sen 8 si 8 estd en posicion estindar y su lado ter-

minal interseca el circulo de radio 1 centrado en el origen en
el punto (—V3/2, 1).

43. Encuentre el dngulo agudo formado por la linea
y— Vix+1=0yelejex

44. Encuentre las seis relaciones trigonométricas del dngulo @ en
posicion estdndar si su lado terminal estd en el cuadrante 111
y es paralelo a la linea 4y — 2x =1 = 0.

45-48 ® Escniba la pnmera expresion en Wérminos de la segun-
da para # en el cuadrante dado.

45. tan#, cos@; @ en el cuadrante 11

46. sec, sen®; @& en el cuadrante 11

47. tan’#, sen®; 0 en cualguier cuadrante

48. csc’f cos’, sen®; @ en cualquier cuadrante
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49-52 = Encuentre los valores de las seis funciones trigonomé- 64. De un punto A sobre el suelo, el dngulo de elevacidn hasta la
tricas de @ a partir de la informacién dada. parte superior de un edificio alto es 24,17, Desde el punto B,

i = ! | que estd 600 pies mds cerca del edificio, el dngulo de eleva-
®, b= VI3, wc6=3 M wod=F cxcd=-% citin se mide como 30.2°, Encuentre Ia altura del edificio.
51.senf =14 cosf<0 52, secf = -5, twano=0

53. Sitan @ = —! para @ en el cuadrante I, encuentre sen @ +
cos .

54, Sisen# = I para # en el cuadrante I, encuentre tan f + sec 8,
55. Sitan # = —1, encuentre sen’# + cos’d.
56. Sicos® = —V3[2y w2 < @ < =, encuentre sen 26,

[ |
i
|
n
[ |
[ |
i
| |
[ |

| B R B B B B R R B

57-62 = Encuentre el lado marcado con x.

57.
5 65. Encuentre la distancia entre los puntos A y B en lados
10~ gge\ x opuestos de un lago a partir de la informacion mostrada.
A B
59, c
100
A < X
210

66. Un bote que cruza el océano pasa cerca de una costa recta.
Los puntos A v B estin apartados 120 millas en la costa, co-
mo se ilustra. Se encuentra que £A = 42.3°y £ B = 68.9°,
Encuentre la distancia més corta del bote a la costa.

Costa

B

63. Dos naves salen de un puerto al mismo tiempo. Una viaja a
20 millas/h en direccién N 32° E y la otra viaja a 28 millas/h
en direccidn S 42° E (véase la figura). ; Qué tan apartadas
estin las dos naves después de dos horas?

N
i

320 N32°E

0 = = E

67. Encuentre el drea de un tndngulo con lados de longitud 8
y 14 y dngulo incluido de 35°.

Y S42°E 68. Encuentre el drea de un tridngulo con lados de longitud 5,
5 6y8.

42°

iMaterial proiegido por derechos de autor



CAPITULO 6 Funciones trigonométricas de angulos

1. Encuenire la medida en radianes que corresponda a las medidas en grados 330° y —135°.

2. Emmuhnﬂﬂmmm“mmnahﬂmdﬂmmmﬁm%y =13,

3. Las aspas del rotor de un helicéptero son 16 pies de largo y giran a 120 rpm.
a) Encuentre la velocidad angular del rotor.
b) Encuentre la velocidad lineal de un punto en la punta del aspa.

4. Encuentre ¢l valor exacto de cada una de las siguientes expresiones.

a) sen 405° b) tan(—150°)
S S5
c) EH;:T d) i;:&l:'-_é"

5. Encuentre tan # + sen # para el dngulo # mostrado.

3
6. Exprese las longitudes a y b mostradas en la figura en términos de 6.

24

b

7. Sicos® = —}y 6 estd en el cuadrante IT1, encuentre tan 8 cot 8 + csc 8.
8. Sisen® = 5 ytan @ = — 75, encuentre sec 6.
9., Exprese tan 6 en términos de sec # para @ en el cuadrante II.

10. La base de la escalera de la figura estd a 6 pies del edificio, y el 4ngulo formado por la
escalera y el suelo es 73°. A qué altura del edificio llega la escalera?




Enfoque en el modelado

Agrimensura

{Cémo se puede medir la altura de una montafia, o la distancia a través de un lago?
Es evidente que podria ser dificil, inconveniente o imposible medir estas distancias
de manera directa (es decir, por medio de una cinta o una vara). Por otro lado, es fi-
cil medir dngulos hasta objetos distantes. Ahi es donde entra la trigonometrfa: las re-
laciones trigonométricas relacionan dngulos con distancias, de modo que se pueden
usar para calcular distancias a partir de dngulos medidos. En este Enfoque, se exami-
na c6mo se usa la trigonometria para trazar el mapa de una ciudad. Los métodos moder-
nos para la elaboracién de mapas emplean satélites y el Sistema de Posicionamiento
Global, pero las mateméticas siguen siendo el nicleo del proceso.

Mapeo de una ciudad

Un estudiante quiere trazar el mapa de su ciudad. Para construir un mapa exacto (o
modelo a escala), necesita hallar las distancias entre varias sefiales de la ciudad. El
estudiante hace las mediciones mostradas en la figura 1. Observe que sélo se mide
una distancia, entre el ayuntamiento y el primer puente. Las otras mediciones son
dngulos,

Figura 1

Las distancias entre oftras sefiales ahora se pueden encontrar por medio de la ley
de los senos para el tridngulo con vértices en la municipalidad, el banco y el primer
puente:

X .86 4
= L & los senos
sen 50°  sen 30° (L
_ 0.86 sen 50° _
X = 30° Despeje x
= 1.32 millas Eesultade de la calculadora
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Por lo tanto la distancia entre el banco y el primer puente es 1.32 millas.
La distancia hallada ahora se puede usar para encontrar las otras distancias. Por
ejemplo, se encuentra la distancia y entre el banco y el barranco como sigue:

y _ 132 R
sen 64°  sen 50° e
1.32 sen 64°
y= - Deapeje y
sen M
== i55 m]]aﬂ Essuitado de la calnuladara

Continuando de este modo, se pueden calcular todas las distancias entre las sefiales
mostradas en el bosquejo aproximado de la figura 1. Se puede usar esta informacién
para trazar el mapa mostrado en la figura 2.

I.,L Municipalidad
N
| .

'F \L' J_,,,.-:F"‘ Banco

Iglesia “r \ \\ 5
; ]

_.i'

/

R T

g ;

/ \
\ /
“‘ /
\& /
i Estacion - f
N de homberos -‘Hhh"‘ﬂ-:-.. -
1 Y Escuels
[ — —
21 milla
0 141 4 | \

Figura 2

Para elaborar un mapa topogrifico, se necesita medir la elevacion. Este concepto
se explora en los problemas 4-6.

Problemas

1. Completar el mapa Encuentre la distancia entre la iglesia y la municipalidad.

7. Completar el mapa Encuentre la distancia entre la municipalidad y la escuela.
(MNecesitard hallar primero las otras distancias. )



Agrimensura

1. Levantamiento de lotes de edificios  Un topégrafo levanta el plano de dos lotes
adyacentes y hace el siguiente bosquejo aproximado que muestra sus mediciones. Calcu-
le las distancias mostradas en la figura y use su resultado para trazar un mapa exacto de

los dos lotes.

B. Gran medicion de la India

Bvitish Libwary

La gran medicidn trigonométrica de la India fue uno de
los proyectos de mapeo més inmensos jamds emprendidos (véase la nota al margen de la
pégina 504). Realice alguna investigacidn en su biblioteca o en la Internet para aprender
mds acerca de la medicién y escriba un informe de sus hallazgos.
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Identidades trigonomeétricas
Formulas de adicion y sustraccion

Formulas para el angulo doble, mitad de angulo
o0 semiangulo y producto-a-suma

Funciones trigonomeétricas inversas
Ecuaciones trigonometricas

Tersy Frigdiin/Sonmy Pictures Classico/TURA Corbis

¥i

I8

-

Esquema del capitulo

En los capitulos 5 y 6 estudiamos las propiedades grificas y geométricas de las fun-
ciones trigonométricas. En este capitulo tratamos los aspectos algebraicos de la tri-
gonometria, es decir, simplificacion y factorizacion de expresiones y resolucion de
ecuaciones que contienen funciones trigonométricas. Las herramientas basicas en el
dlgebra de la trigonometria son las identidades trigonométricas.

Una identidad trigonométrica es una ecuacion que contiene funciones trigonomé-
tricas que se cumplen para todos los valores de la variable. Por ejemplo, de acuerdo
con las definiciones de seno y coseno se infiere que para cualquier # tenemos

sen’f + cos’d = 1
A continuacion presentamos otras identidades que tratamos en este capitulo:

sen 26 = 2 sen # cos @ sen A cos B = {[sen(A + B) + sen(A — B)]

Al aplicar estas identidades podemos simplificar una expresion complicada que con-
tenga funciones trigonométricas a una expresidn mucho mds simple, con lo que
podemos entender mejor lo que significa la expresion. Por ejemplo, el drea del rec-
tingulo de la figura a la izquierda es A = 2 sen @ cos 6, luego, al aplicar una de las
identidades anteriores, vemos que A = sen 20,

Una ecuacidn trigonométrica es una ecuacion que contiene funciones trigonome-
tricas. Por ejemplo, la ecuacidn

I
senf —— =10
2
€s una ecuacion trigonométrica. Para resolver esta ecuacion necesitamos determinar
todos los valores de 6 que satisfacen la ecuacion, Una grifica de v = sen 8 muestra
que sen # = 7 infinitamente, de modo que la ecuacidn tiene infinitas soluciones. Dos
de estas soluciones son # = ¥ y 37, y las otras soluciones las podemos calcular su-

mando miiltiplos de 27 a dichas soluciones.

Vi

AN N m f:;_‘i“”

ATATAT

También tratamos las funciones trigonomérricas inversas. Con objeto de definir la
inversa de una funcidn trigonométrica, primero limitamos su dominio a un intervalo

527
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en el cual la funcidén es uno-a-uno. Por ejemplo, restringimos el dominio de la
funcién seno a [— /2, 7/2]. En este intervalo sen ¥ = 1, de modo que sen™'} = £,
Ya veremos que estas funciones inversas son (tiles al resolver ecuaciones trigono-
métricas.

En la seccién de Enfoque en el modelado (pédgina 575) estudiamos algunas aplica-
ciones de los conceptos de este capitulo al movimiento de las ondas.

Identidades trigonometricas

Empezamos por listar algunas de las identidades trigonométricas bdsicas. Hay mads
de ellas en los capitulos 5 y 6, y se le pide que demuestre las identidades de cofun-
ciones en el ejercicio 100.

Identidades trigopnomeétricas fundamentales

Identidades reciprocas
1 1 |

CSC X = ESEC X = cox = —
5N X cos X Tan x
s€n x cOs X
lanx = colx =
CO8 X S5E€n X
Identidades pitagoricas
sen’x + cos’x = 1 tan’x + 1 = sec’x 1 + cot’x = csc’x
Identidades pares-impares
sen(—x) = —senx cos(—x) = cos x tan(—x) = —tanx

Identidades de cofunciones

(5-e) o () mene (30
stnz W) =COSH t.im2 W) =cotu Sﬁcl [T CSC U

(E* )=a:n EDI(E—H)=MH csc(ﬂ—u)=5ecu
Cos 5 ] M 5 2

Simplificacion de expresiones trigonométricas

Las identidades permiten plantear la misma expresion de diferentes maneras. Con
frecuencia es posible volver a escribir de una manera mucho més simple una expre-
sién que se ve complicada. Para simplificar las expresiones algebraicas, usamos la
factorizacién, denominadores comunes y las formulas de productos especiales. Para
simplificar expresiones trigonométricas usamos estas mismas técnicas junto con las
identidades trigonométricas fundamentales.
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Ejemplo 1 Simplificacion de una expresion trigonométrica
Simplifique la expresion cos ¢ + tan f sen t.

Solucion Primero volvemos a escribir la expresi6n en términos de seno y coseno.

sen t
cosf +tantsent = cost + (—) seni  |dentidad reclproca
cos t

cos’t + sen’t .
= Derominador comin

CcOs I
1
=— |dentidad pitagdrica
cos I
= gec | |dentidad reciproca E

Ejemplo 2 Simplificacion mediante combinacion
de fracciones

sen @ ¥ cos 8
cosf 1+ send

Solucion Combinamos las fracciones usando un denominador comuin.

Simplifique la expresion

send  cosf  sen@(l + senB) + cos’d
cosf 1+ sen#d cos @ (1 + sen @)

Denominador comdn

= sen § + sen’d + cos’d

Distribucion de sen #
cos 8 (1 + sen @)

- senp +1 |dentidad pitagdrica
cos @ (1 + sen 8) o
1 Cancelacidn y uso de la
& cos @ = secd identidad reciproca =

Demostracion de identidades trigonometricas

Muchas identidades provienen de las identidades fundamentales. En los ejemplos que
siguen, aprenderemos como demostrar que una ecuacidn trigonométrica es una iden-
tidad, y en el proceso veremos como descubrir nuevas identidades.

Primero, es ficil decidir cudndo una ecuacién no es una identidad. Todo lo que ne-
cesitamos hacer es demostrar que la ecuacién no se cumple para algunos valores de
la variable (o variables). Por consiguiente, la ecuacion

senx+cosx=1

no es una identidad, porque cuando x = /4, tenemos

m T V2 V2
e —_——= — e —— =
scn4+cus4 5 5 V2 % |

Para comprobar que una ecuacidn trigonométrica es una identidad, transforma-
mos un miembro de la ecuacion en el otro mediante una sene de pasos, cada uno de
los cuales es en si mismo una identidad.
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N

Criterios para demostrar identidades trigonometricas

1. Empezar con un miembro.  Elija un miembro de la ecuacidn y escribalo.
Su objetivo es transformarlo en el otro miembro. Por lo regular es més ficil
iniciar con el lado mis complicado.

2. Aplicar identidades conocidas. Use el dlgebra y las identidades que conozca
para cambiar el lado con el que empezé, Obtenga el comiin denominador
de las expresiones, factorice y aplique las identidades fundamentales para
simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos ¥ cosenos.  5i encuentra dificil continuar, es titil volver
a escribir todas las funciones en términos de senos y cosenos.

(Atencion! Para demostrar una identidad no ejecutamos las mismas operaciones
en ambos miembros de la ecuacion, Por ejemplo, si empezamos con una ecuacion que
no es una identidad, como

1 SN X = —Sen x
y elevamos al cuadrado ambos miembros obtenemos la ecuacion
2) sen’x = sen’x

la cual es evidentemente una identidad. ; Esto significa que la ecuacion original es
una identidad? Claro que no. El problema en este caso es que la operacion de elevar
al cuadrado es irreversible en el sentido de que no podemos regresar a 1) a partir
de 2) al calcular las raices cuadradas, es decir, al invertir el procedimiento. Solo
operaciones que son reversibles transformarin necesariamente una identidad en
una identidad.

P

pA g B

- Demostracion de una identidad mediante
la reescritura en términos de seno y coseno

Compruebe la identidad cos 8 (sec # — cos #) = sen’.

Solucion El primer miembro se ve mds complicado, asi que iniciamos con él y
tratamos de transformarlo en el segundo miembro.

PM = cos 6 (sec @ — cos 6)

1
= cos 8 ( = COS ﬂ) |dentidad reciproca
cos @

=] — cos’f Desarrollo

= sen’fl = SM \dentidad pitagérica .

En el ejemplo 3 no es fcil ver cémo transformar el segundo miembro en el primero,
pero definitivamente es posible. Observe nada mds que cada paso sea reversible. En
otras palabras, si empezamos con la (iltima expresion en la demostracidn y regresamos
por cada uno de los pasos, el segundo miembro se transforma en el primero. Quizds
esté de acuerdo en que es miis dificil comprobar la identidad por este camino. Esta



Vea Enfoque en la resolucidn de
problemas de las paginas 138 a 145.

Multiplicamos por | + sen u porque sa-
bemos por la fdrmula de la diferencia de
cuadrados que (1 — sen wl{] + senw) =
| — sen’u, ¥ esto es justamente cos’u,
una expresion mds sencilla,
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es la razdén de por qué es mejor cambiar el lado méds complicado de la identidad en el
lado més sencillo.

_Ejemplo4 Demostracion de una identidad mediante
la combinacion de fracciones

Verifique la identidad

1 1
2tanxsecx = -
l —senx | +senx

Solucion Mediante un comin denominador y la combinacién de las fracciones
en el segundo miembro de esta ecuacién obtenemos

| I
SM = -

1l —senx 1 + senx

={l + senx) — (1 — senx)
(1 —senx)(1 + senx)

Comiin denominador

2senx ,
o e Simplificacion
1 — sen’x
2senx
= > ldentidad pitagdrica
COs™ X
SN X |
=2 ( ) Factorizacién
COS X\ COS X
= 2 tan x sec x = PM ldentidades reciprocas ]

En el ejemplo 5 existe “un elemento extra” en el problema al multiplicar el nume-
rador y el denominador por una expresion trigonométrica, elegida de modo que se
pueda simplificar el resultado.

"Ejemplo5 Demostracion de una identidad mediante
la introduccion de un elemento extra

: 2 : COs
Verificar la identidad ————— = sec u + tan u.
1l —senu
Solucion Empezamos con el primer miembro y multiplicamos numerador y
denominador por 1 + sen w.

CO5 W

PM
| — senu

cosu | +senu  Multiplicacién del numerador
l—senu |+ senu ydel denominador por 1 + sen u

cos u (1 + sen u)

. Desarrollo del denominador
1 — sen‘u
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63. P 1 B9-94 = Efectiie la sustitucidn trigonométrica indicada en la
R e it b expresién algebraica que se proporciona y simplifique (véase
y ejemplo 7). Suponga que 0 < § < =/2.
SETY
64, —— — cotA = csc A
L, e E 89— x=snf 90 Vi+x, x=tnd
l —x
65 senx + cosx ; |
'HI_,_EEEI'EE“I':DSI 9. Vx' =1, x=sech ﬂ.m. x=2tan@
l —cosx sen x 2
66. + = 2 csc /9 — = vy -5
i r=io X 93. V9 —x% x=3senf 94, — x= Ssech
. cmx-cm.:::mj 68. '2532-‘—:“21:;,3511 95-98 » Grafique fy g en el mismo rectingulo de visién. ; Las
secx — 1 sec'x gréficas sugieren que la ecuacion f(x) = g(x) es una identidad?
69. tan’u — sen’u = tan’u sen’y Demuesire su respuesta.
ey =gl 2
<H— P —— 95. f(x) = cos’x — sen’x, g(x) = 1 — 2 sen’x
m = 5EN X COS X
tanv + sen v tan ¢ sen v 96. f(x) = tanx (1 + sen x), E[I:|=]_+_‘—
sen x
71. sec*sr — tan'r = sec®x + tan’x )
97. f(x) = (senx + cosx)*, g(x) =1
cos f
72, T—oeng ~ Xcf +tand 98. f(x) = cos'x — sen’r, g(x) = 2 cos’x — 1
— sen
99. Demuestre que la ecuacién no es una identidad.
cos send — csc
73 = a) sen 2x = 2senx b) sen{x + ¥) = senx + seny
]l —senf cos8 — cotd 3 )
€) sec’x + cscx = 1
Ttl+tan:_msx+sen.: |
| — tan x COSX — 560 X d}m1+cmx=ﬂ5ﬂx+ﬁﬁ:.r
g COSTH BN -1 o
: R ~ Descubrimiento » Debate
| 1 1M, identidades de cofunciones En el tri lo rectdngulo
76. - = 2 sec x tan : :
ity Tt seC x que se muestra, explique por qué p = {-,,-_;'?} — u. Explique
ademds como puede obtener las seis identidades de cofun-
7. ! + ! e ciones a partir de este tridngulo para 0 < u < #/2.
secy+tanx secx —tanx
+ 1 —1
78. it = 4 tan x sec x
l—5senx 1+ senx

79. (tan x + cot x)? = sec’r + csc'x

80. tan’x — cot’r = sec’r — cscix

.

seciu — 1 1 —cosu cotx + 1 | + tan x
= =

81. = 3fi i i
il T el = 101. Grﬂfllr:as o identidades Suponga que grafica dos
funciones fy g en una calculadora o en una computadora,
e sen’x + cos'x o y que sus grificas son idénticas en el rectdngulo de visidn.
sen x + CO§ x (Esto demuestra que la ecuacidn f(x) = g{x) es una identi-
¥ lique.
tan v — cot v Cho! Etpigoc
84. m = senvcosp 102. Forme su propis identidad  Si empieza con una expre-
¥ sidn trigonométrica y la vuelve a escribir o la simplifica,
8% | +senx _ (G v+ 2 )P entonces & I'!:H?l:[' la. ::l.presi@ nri_gimi] igual ala que
1 — gam x volvid a escribir obtiene una identidad trigonométrica. Por
tan x + tan y ejemplo, a partir del ejemplo 1 tenemos la identidad:
H'ml:+mty=mxmy COS I + tan fsenr = sec [

87. (tanx + cotx)* = csc'x sec'y

B8. (senar — tan a)(cos @ — cota) = (cosa — 1)(sena — 1)

Aplique esta técnica para formar su propia identidad,
luego proporcidnela a sus compafieros de clase para que la
comprueben.
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- i ! - & 4 4 &
Formulas de adicion y s

En seguida derivaremos identidades de funciones trigonométricas de sumas y
diferencias.

Formulas de adicion y sustraccion

Formulas para el seno: sen(s + f) = sen s cos r + cos 5 sen [

sen(s — 1) = sen § COs 7 — COS § sen ¢

Férmulas para el coseno:  cos{s + 1) = cos s cos 1 — sen s sen t
cos(s — 1) = cos 5 cos  + sen s sen !

tans + tan ¢
| — tan s tan ¢

Formulas para la tangente: tan(s + 1) =

tan s — tani
| +tanstanr

tan(s — 1) =

® Demostracion de la formula de la adicion en el caso del coseno
Para demostrar la férmula cos(s + f) = cos 5 cos r — sen 5 sen f recurrimos a la
figura 1. En la figura, las distancias r, s + r y —»s estdin sefialadas en el circulo unitario
empezando en Py1, 0) y finalizando en Q,, P, y Q,, respectivamente. Las coordena-
das de estos puntos son

P41, 0) Qlcos(—s), sen(—s))
Py(cos(s + 1), sen(s + 1)) Qy(cos 1, sen 1)

Puesto que cos(—s) = cos 5 y sen(—5) = —sen s, se infiere que el punto O, tiene las
coordenadas Qjcos 5, —sen 5). Obsérvese que las distancias entre P, y P, y entre
(), ¥ O, medidas a lo largo del arco del circulo son iguales. Como los arcos iguales
son subtendidos por cuerdas iguales, se infiere que d(P,, P,) = d(Qy, Q,). Aplicando
la férmula de la distancia obtenemos

Vcos(s + 1) — 1]* + [sen(s + 1) = 0> = V/(cos t — cos 5)* + (sen  + sen 5)°
Si elevamos al cuadrado ambos miembros y desarrollamos los cuadrados tenemos

i st se afiade a I—1
cosi (s +1) — 2cos(s + 1) + 1 + sen’(s + 1)

=EGE.II — 2cosscost + EﬂEI.I + S-EI]I.I' + 2senssent + E«E‘IIEI

T—cs(ns:aﬁadcal—gr [

—————esto se afiade a |

Al aplicar la identidad pitagérica sen*d + cos® = 1 tres veces oblenemos
2—2cosls+1)=2—2cosscost+ 2senssent
Para terminar, restamos 2 de cada miembro y dividimos entre —2 ambos miembros:
cos(s + 1) = cos s cos f — sen 5 sen !

lo cual demuestra la férmula de la adicién para el caso del coseno. ]



SECCION 7.2 Formulas de adicion y sustraccion 537

13 Demostracion de una identidad ﬁ
de cofunciones
Demuestre la identidad de cofunciones ms(g - u) = Sen u.
Solucion Por la formula de sustraccion en el caso del coseno,
v T T
E‘Uﬁ(— - u) = (0S8 — COS 4 + 56N — Sen M
2 2
=0+cosu+ 1 senu=senu L

‘ﬂ Demostracion de una identidad

| + tanx
Verifique la identidad I—l = (E + I.)

Solucion  Empezamos con el segundo miembro y usamos la férmula de la adi-
cidn para la tangente con lo que obtenemos

W
tan — + tan x
4

sm=m(f+x)
4 T
| — tan— tan x

1 + tan x

= PM ]
| —tanx

El siguiente ejemplo es un uso caracteristico de las formulas de la adicién y de la
sustraccion en el cilculo infinitesimal.

jo5 Una identidad del calculo infinitesimal ﬁ
Si f(x) = sen x, demuestre que
flx+h) — flx}) (cns.ﬁﬂ-l)_'_ (senh)
P = sENnXx I C0s X h
Solucion
i en(x + h) — s
fix+ k) — fx) _ sen(x ) — senx TR BT
i h
senxcosh + cosxsenh — senx Férmula de la adicidn
- h para el seng

senx(cosh — 1) + cos xsen h
h

({!ﬂﬂ-‘i — ] ) (H’Eﬂh) Separacién de las
=senx| —— | + cosx

h h fracciones

I

Factorizacion
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(A, Bl

r

Figura 2

Expresiones de la forma A senx + B cos x

Podemos escribir expresiones de la forma A sen x + B cos x en términos de una funcién

trigonométrica sencilla usando la férmula de la adicién para el caso del seno. Por
ejemplo, considere la expresion

1 V3

—senx + —cosx
2 2

Si hacemos ¢ = /3, entonces cos ¢ = } y sen ¢ = V3,2, y podemos escribir

%mn;+%cmx=mﬁ¢ﬂtﬁx+m¢mﬁx

= sen(x + ¢) = sen(x + %)

Podemos hacerlo porque los coeficientes } y V/3/2 son precisamente el coseno y el
seno de un cierto nimero particular, en este caso, 7//3. Podemos aplicar la misma idea

en general para escribir A sen x + B cos x en la forma k sen(x + ¢). Empezamos por
multiplicar el numerador y el denominador por WV A® + B? para obtener

A B
Asenx + Becosx = VA* + E‘(—sen:r + —msx)
VA? + B? VA? + B?

Necesitamos un nimero ¢ con la propiedad de que

A B

COB g = e R
\g VA2 + B? 5 ¢ VAl + B?

En la figura 2 se ilustra que el punto (A, B) en el plano determina un nimero ¢ con
esta propiedad, precisamente. Con esta ¢, tenemos

Asenx + Beosx = VA + B*(cos ¢ sen x + sen ¢ cos x)

= VA + Blsen(x + ¢)

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Sumas de senos y cosenos

Si A v B son nimeros reales, entonces

Asenx + Beosx = ksen(x + o)

donde k = VA* + B* y ¢ cumple con lo siguiente

oS p = ——— sen ¢p = —————o
Val+p VA? + B
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23-40 ® Demuestre la identidad.

23, s:n.(: - :g:) = —C08 X

Hcm(x—§)=sm.:
25. sen{x — w) = —senx 26, cos(x — w) = —cosx

27. tan(x — ) = tan x

28. s:n(z -.r) = SEI.'I(E +.I')
2 2
29, cm(.x*-%) +ﬂ=n(x - '13:) = ()

T tanx — 1
. utn(x 4) tanx + 1

31. sen({x + y) — sen(x — y) = 2cosxseny

32. cos(x + y) + cos(x — y) = 2cosxcos y
cotxcoty + 1
cot y — cot x
cotxcoty — 1
cotx + cot y

33, cot(x — y) =

3. cotlx + y) =

sen(x — y)
COS X CO8 ¥

cos(x + y)
COS X COS ¥

35, tanx —tany =

3. | —tanxtany =

senlx + y) — sen(x — 3) _
M sz +y) Fosr—y)

38. cos(x + y) cos(x = y) = cos’x — sen’y

39, sen(x + y + z) = sen x cOs ¥ COS 2 + COS X S€N ¥ COS 2

tan y

+ COS X COS ¥ €N Z — SN X Sen y Sen 2
40. tan(x — y) + tan{y — z) + tan(z — x)
= tan(x — y) tan{y — z) tan(z — x)

41-44 ¥ Escriba la funcidn sdlo en términos de seno.

42, senx + cos x
44. 3senmx + 3VIicos mx

41. —V3senx + cosx
43. 5(sen 2x — cos 2x)

45-46 ® a) Exprese la funcidn sélo en términos del seno.
b) Grafique la funcidn.
45. flx)=senx + cosx 46. g(x)=cos 2x + V3sen 2x
47. Demuestre que si 8 — a = /2, entonces

sen(x + a) + cos(x + §) =0

48. Sea g(x) = cos x. Demuestre que
gi:+h}_g{1}="m5x(]_msh)—sen (sen.ﬁ)
h h )

49. Refiérase a la figura. Demuestre que & + B = ¥, v calcule
tanm y.

S0. a) 5i L es una recta en el plano y 6 es el dngulo que forma
la recta y el eje x como se muestra en la figura, demues-
tre que la pendiente m de la recta estd dada por

m = tan 8

b) Sea L, y L, dos rectas no paralelas en el plano con pen-

dientes m, y m,, respectivamente. Sea o el dngulo agudo
que forman las dos rectas (véase la figura). Demuestre que

X

¢) Calcule el dngulo agudo que forman las dos rectas

y=4x+1 y y=-ix-3

d) Demuestre que si dos rectas son perpendiculares, enton-
ces la pendiente de una es el reciproco negativo de la
pendiente de la otra. [Sugerencia: primero encuentre

una expresion para cot . ]
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b) demuestre que su conjetura es cierta.

51.

T ™
y = s:nl(,t + —) + mn’(x - -'—)
4 4

52. y = —4[cos(x + &) + cos(x — m)]

53. Calcule £A + LB + £C de la figura. [Sugerencia: primero

aplique una férmula de adicién para encontrar tan(A + B).]

e !

1 1

Aplicaciones

B 54

35,

Adicion de un eco  Un dispositivo digital de retardo for-

ma eco de una sefial de entrada repitiéndola un tiempo fijo

después de que la recibe. 5i tal dispositivo recibe la nota pura

f,(f) = 5 sen r y repite la nota pura f{r) = 5 cos 1, entonces

el sonido combinado f(r) = f,{r) + filr).

a) Grafique vy = f(r) y observe que la grifica tiene la forma
de una curva seno, v = k sen(t + ¢).

b) Calcule ky ¢.

Interferencia Dos diapasones idénticos se pulsan: uno a
una fraccion de segundo después que el otro. Los sonidos
generados son modelados mediante f,(r) = C sen wr y
fit) = C sen(wr + a). Las dos ondas sonoras interfieren
para producir un solo sonido modelado por la suma de
estas funciones.

flf) = C sen wit + C senfwt + a)

a) Use la formula de la adicidn para el seno con el fin
de demostrar que f se puede expresar en la forma
f(r) = A sen wr + B cos wr, donde A y B son constantes
que dependen de a.

b) Suponga que C = 10y @ = m/3. Calcule constantes k y
¢ para que flir) = k sen(wr + ).

WA

Descubrimiento * Debate
56. Formula de adicion para al caso del seno En el texto

57.

demostramos s6lo las formulas de adicion y sustraccion
para el coseno. Aplique estas formulas y las identidades

de las cofunciones
senx = ms(E - .:r)
2

COSX = scu(z -.r)
2

para demostrar la férmula de adicién para el caso del seno.
|Sugerencia: para empezar use la primera identidad de las
cofunciones para escribir

sen(s + 1) = cm(g sl |- e 2 r})

wl5))

y aplique la férmula de la sustraccién para el coseno.]

Formula de la adicion para la tangente Aplique las
formulas de la adicion para el coseno y el seno con el objeto
de demostrar la férmula de la adicion para la tangente.

| Sugerencia: use

sen(s + t)

cos(s + )

y divida tanto el numerador como el denominador entre
cos 5 cos 1]

tan(s + 1) =

Formulas para el angulo doble, mitad
de angulo o semiangulo y producto-a-suma

Las identidades que estudiamos en esta seccién son consecuencias de las formulas de
adicién. Las formulas para el ingulo doble permiten calcular valores de las funciones
trigonométricas en 2x a partir de los valores en x. Las férmulas de la mitad de
dngulo o semidngulo relacionan valores de las funciones trigonométricas en 3.x con
sus valores en x. Las férmulas del producto-a-suma relacionan productos de senos

Y COBENOS CON Sumas de senos ¥ COSENOS.

Formulas para el angulo doble

Las férmulas en el recuadro siguiente son consecuencias inmediatas de las férmulas
de adicién, que demostramos en la seccion anterior.
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Formulas para reducir las potencias

2 1 —co82x 2.1 +cog2x
AR = e G S e
2 2
e 1 — cos 2x
1 + cos 2x

® Demostracién La primera férmula se obtiene determinando sen’x en la férmu-
la del dngulo doble cos 2x = 1 — 2 sen’x. De igual manera, la segunda férmula se
obtiene calculando cos’x en la férmula del dngulo doble cos 2x = 2 cos’x — 1.

La iiltima férmula se deduce de las primeras dos y de las identidades reciprocas:

1 — cos 2x
, _ sen'x 2 | — cos 2x
tan"x = = = [ |
cos’x 1+cos2x 1+ cosx
2

"Eiemplo4 Reduccion de potencias a

en una expresion trigonomeétrica
Exprese sen’x cos’x en términos de la primera potencia del coseno.
Solucion Usamos en forma repetida las formulas para reducir la potencia.

3 3 _(l—cus!.r)(l+cuslr)
SEN°X Cos'x =

a 2
l—cos?2x 1 1
= [ — 1]:
4 3
_1_1(1 +cuus41)_l"i__ms4.r
4 4 2 4 8 8

1
=— — — dy = — —
g ~goosds E“ cos 4x)

Otra manera de obtener esta identidad es usar la férmula del dngulo doble para

el seno en la forma sen x cos x = § sen 2x. Por consiguiente,

1 1/ 1 — cos 4x 1
] - g 2 = =
sen‘xcosx =—sen" 2x=—|—— | ==(l —cos 4 ]
FESE T4 . 4( 2 ) gl ¥)
Formulas mitad de angulo o semiangulo
g 2 R 2
e | —cosu _  senu
2 sen u | + cos u

La eleccion del signo + o — depende del cuadrante en el que se encuentre u,2.
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- u 1 —cosu
Por consiguiente, [ e e
3 Sen u
1+ V21/5 5+ V2I
= % - 2 [ ]

Formulas del producto-a-suma

Es posible expresar el producto sen i cos v como una suma de funciones trigonomeé-
tricas. Para comprenderlo, considere las formulas de adicidn y sustraccion para el
caso de la funcidn seno:

sen(u + v) = sen u cos v + oS u sen v
sen(u — v) = sen ucos v — COS u sen v
Al sumar el primero y el segundo miembros a estas férmulas tenemos
sen(u + v) + sen(u — v) = 2 sen ucos v
Si dividimos entre 2 llegamos a la férmula
sen u cos v = j[sen(u + v) + sen(u — v)]

Las otras tres formulas del producto-a-suma se deducen de una manera similar a
partir de las formulas de adicidn.

Formulas del producto-a-suma

sen u cos v = 3[sen(u + v) + sen(u — v)]
cos u sen v = 3[sen(u + v) — sen(u — v)]
cos u cos v = 3[cos{u + v) + cos(u — v)]

sen u sen v = 3[cos(u — v) — cos(u + v)]

"Ejemplo 7 Expresion en forma de producto-suma
trigonométrico

Exprese sen 3x sen 5x como una suma de funciones trigonométricas.

Solucion Aplicamos la cuarta férmula del producto-a-sumaconw = 3xy v = 5x
y el hecho de que el coseno es una funcién par para obtener

sen 3x sen 5x = 3[cos(3x — 5;:] — cos(3x + 5x)]
= 3 cos(—2x) — 3 cos Bx
= cos 2x — 1 cos 8x L
Las férmulas del producto-a-suma también se pueden aplicar como férmulas de
suma-a-producto, Esto es posible porque el segundo miembro de cada férmula del

producto-a-suma es una suma y el primer miembro es un producto. Por ejemplo, si
hacemos
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en la primera férmula del producto-a-suma, tenemos entonces
x+y X=Y

sen ——cos — = L{senx + seny)
x+y X=1y
de modo que senx + seny = 2 sen E}WE 2'

Las tres formulas de suma-a-producto restantes se obtienen de manera similar.

Formulas suma-a-producto

X+y Xi=¥

nx + seny = 2sen — COS
Sen x ny 3 3
b e s B
senx — seny = 2 cos sen
2 2
X x—y
cosx + cosy = 2 cos }Ims :
2 2
x+y x =¥
COsSX — cosy = —2sen 3 sen >

"Ejlemplo 8 Expresion en la forma de un producto
de una suma trigonométrica

Exprese sen 7x + sen 3x en la forma de un producto.

Solucién La primera férmula de suma-a-producto proporciona

X+ kms X = 3x
2 2

= 2 sen 5x cos 2x [

sen 7x + sen 3x = 2 sen

"Ejlemplo 8 Demostracién de una identidad

3 —
Verifique la identidad —————— = tan x.
cos 3x + cosx

Solucién Aplicamos la segunda férmula de suma-a-producto al numerador y la

tercera férmula al denominador.
3x+x Ix—x
PM_senE-.x—senx_zms 2 = 2 Férmulas de suma-a-producto
cos 3x + cos x Emslt-l_xmsk_x g B
2 2
2 cos 2x sen x
. PRI Simplificacion
sen x
= = tan x = SM Cancelacion | ]

COs X
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1-8 ® Determinar sen 2x, cos 2x y tan 2y a partir de la informa-
cidn proporcionada.

1. senx = {5, xenel cuadrante |

2 tany = —3% xenel cuadrante II

Jcosx=3 cscx=<0 doescx=4, tanx=<1(

5. senx = —1, xen el cuadrante III
6. secx =2, xenelcuadrante IV
T.tanx = -} cosx>0

B. cotx = ’}, senx = 0

9-14 ® Aplique las formulas para reducir la potencia ¥ poder
volver a escribir la expresidn en términos de la primera potencia
del coseno, como en el ejemplo 4.

o
9. sen'x 10. cos’x

)
11. cos*x sen'y 12. cos'y sen’y
13. cos'rsen'x 1d. cos®x

15-26 ® Utlice una férmula apropiada de mitad de dngulo o
semidngulo para determinar el valor exacto de la expresion.

15, sen 15° 16. tan 15°
17, tan 22.5° 18. sen 75°
19. cos 1657 20. cos 112.5°
s T
21. tan — 22, cos —
8 R
23, oo 54t S
s ke
12 12
Qo RE:
25, sen — 28, sen —
5 12

27-32 ® Simplifique la expresion mediante la aplicacion de una
fdrmula del dngulo doble o una férmula del semidngulo.

27. a) 2 sen 18° cos 18° b) 2 sen 38 cos 38

2 ™ 2 tan 78
28. a) _etan/ L
1 = tan*7° | — tan~ 78
29, a) cos 34° — sen” 34° b) cos® 58 — sen” 58
i} (5} a f#
¥ 2¥ v L
J0. E]ED&E se;n: h}Isenzcusz
8" ]-= 46
31. a) _iEL_ hi i
| + cos B” sen 44

1 = cos 3

{1 = cos 8@
3L a) T h) _i_

33. Utilice la férmula de la adicidn para el caso del seno con el
fin de demostrar la férmula del dngulo doble para el caso
del seno.

34. Aplique la formula de la adicidén para la tangente con el fin
de demostrar la férmula del dngulo doble para la tangente.

3540 = Calcule sen ims %}' tan % a partir de la informacidn

proporcionada.
B osenx=3 0"<x<
36. cosx = —3 180°<x<270°
3. cscx=3 9 <yx<I80°
B.anx=1], F<xr<¥W
W, secx =3 270° <x<360°
40. cotx =35, 180° < x << 270F

41-46 m Exprese el producto en la forma de una suma

41. sen 2xcos 3x 42. sen x sen 5x

43, cos x sen 4x 44, cos Sxcos Ix
x X
45, 3cosdxcos Tx di,llsﬁn-z-cm;-

47-52 ® Escriba la suma como un producto
47. sen 5x + sen 3x
49. cos 4x — cos 6x

51. sen 2x — sen Tx

48. sen x — sen 4x
50, cos 9x + cos 2x

82, sen 3x + sen 4x

53-58 ® Calcule el valor del producto o suma.
53. 2 sen 52.5° sen 97.5° 54. 3 cos 37.5° cos 7.5°
55. cos 17.5% sen 7.5° 56, sen 75" + sen 15°

T S
58. cos — + cos —

7. cos 255° — :
§7. cos 255" — cos 195 12 12

59-T76 ® Demuestre la identidad.
§9. cos’ Sy — sen” 5x = cos 10x

60. sen Bx = 2 sen dx cos 4x

61. (senx + cosx)’ = | + sen2x

2 tan x sen 4x
62, ——— =sen 2x 63, = 4 cos X COs 2x
1 + tan’x sen X
1 + sen 2x
64, ————— =1+ {secxcsex
sen 2x
tan ¥ — cot x ] — F
55.1{ 1}=5en]x ﬁﬁ.mlxnw——-@ﬂm{
tan’x — cot'x 2tan x



