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1-8 ® Determinar sen 2x, cos 2x y tan 2y a partir de la informa-
cidn proporcionada.

1. senx = {5, xenel cuadrante |

2 tany = —3% xenel cuadrante II

Jcosx=3 cscx=<0 doescx=4, tanx=<1(

5. senx = —1, xen el cuadrante III
6. secx =2, xenelcuadrante IV
T.tanx = -} cosx>0

B. cotx = ’}, senx = 0

9-14 ® Aplique las formulas para reducir la potencia ¥ poder
volver a escribir la expresidn en términos de la primera potencia
del coseno, como en el ejemplo 4.

o
9. sen'x 10. cos’x

)
11. cos*x sen'y 12. cos'y sen’y
13. cos'rsen'x 1d. cos®x

15-26 ® Utlice una férmula apropiada de mitad de dngulo o
semidngulo para determinar el valor exacto de la expresion.

15, sen 15° 16. tan 15°
17, tan 22.5° 18. sen 75°
19. cos 1657 20. cos 112.5°
s T
21. tan — 22, cos —
8 R
23, oo 54t S
s ke
12 12
Qo RE:
25, sen — 28, sen —
5 12

27-32 ® Simplifique la expresion mediante la aplicacion de una
fdrmula del dngulo doble o una férmula del semidngulo.

27. a) 2 sen 18° cos 18° b) 2 sen 38 cos 38

2 ™ 2 tan 78
28. a) _etan/ L
1 = tan*7° | — tan~ 78
29, a) cos 34° — sen” 34° b) cos® 58 — sen” 58
i} (5} a f#
¥ 2¥ v L
J0. E]ED&E se;n: h}Isenzcusz
8" ]-= 46
31. a) _iEL_ hi i
| + cos B” sen 44

1 = cos 3

{1 = cos 8@
3L a) T h) _i_

33. Utilice la férmula de la adicidn para el caso del seno con el
fin de demostrar la férmula del dngulo doble para el caso
del seno.

34. Aplique la formula de la adicidén para la tangente con el fin
de demostrar la férmula del dngulo doble para la tangente.

3540 = Calcule sen ims %}' tan % a partir de la informacidn

proporcionada.
B osenx=3 0"<x<
36. cosx = —3 180°<x<270°
3. cscx=3 9 <yx<I80°
B.anx=1], F<xr<¥W
W, secx =3 270° <x<360°
40. cotx =35, 180° < x << 270F

41-46 m Exprese el producto en la forma de una suma

41. sen 2xcos 3x 42. sen x sen 5x

43, cos x sen 4x 44, cos Sxcos Ix
x X
45, 3cosdxcos Tx di,llsﬁn-z-cm;-

47-52 ® Escriba la suma como un producto
47. sen 5x + sen 3x
49. cos 4x — cos 6x

51. sen 2x — sen Tx

48. sen x — sen 4x
50, cos 9x + cos 2x

82, sen 3x + sen 4x

53-58 ® Calcule el valor del producto o suma.
53. 2 sen 52.5° sen 97.5° 54. 3 cos 37.5° cos 7.5°
55. cos 17.5% sen 7.5° 56, sen 75" + sen 15°

T S
58. cos — + cos —

7. cos 255° — :
§7. cos 255" — cos 195 12 12

59-T76 ® Demuestre la identidad.
§9. cos’ Sy — sen” 5x = cos 10x

60. sen Bx = 2 sen dx cos 4x

61. (senx + cosx)’ = | + sen2x

2 tan x sen 4x
62, ——— =sen 2x 63, = 4 cos X COs 2x
1 + tan’x sen X
1 + sen 2x
64, ————— =1+ {secxcsex
sen 2x
tan ¥ — cot x ] — F
55.1{ 1}=5en]x ﬁﬁ.mlxnw——-@ﬂm{
tan’x — cot'x 2tan x
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b) Muestre que el drea mixima de seccidn transversal de
la viga es 200 in’. [Sugerencia: aplique el hecho
de que sen u alcanza su valor méximo en u = 7/2.]

Lol "..-'_'_"-":-._

92. Longitud del doblez La esquina inferior derecha de una
pieza de papel de 6 pulg de ancho se dobla a la izquierda
como se¢ muestra. La longitud L del doblez depende del
dngulo @ Demuestre que

3

L et
sen 8 cos*#

= ﬁpu]g -l-

. 93. Mezcla de sonidos Cuando se tocan juntas dos notas

puras cuyas frecuencias son muy cercanas, sus sonidos in-
terfieren para producir batimientos; es decir, la intensidad o
amplitud del sonido aumenta y disminuye en forma alterna.
Si las dos notas son
filf)=cos 11z ¥ f41f) = cos 13¢

el sonido resultante es f(r) = (1) + f.1).
a) Grafique la funcién y = f(r).
b) Verifique que f(t) = 2 cos t cos 12u.
¢) Grafique y = 2costyy= —2cos |, junto con la

grifica del inciso a), en el mismo rectingulo de visidn.

i Describen estas grificas la variacion en la intensidad
del sonido?

94. Teléfonos por tonos Cuando se presiona una tecla en
un teléfono por tonos, se generan dos tonos puros, los cuales
se combinan para producir un sonido que identifica exclusi-
vamente a esa tecla. En la figura se muestra la frecuencia
baja f, y la frecuencia alta f, asociadas con cada una de
las teclas. Al presionar una tecla se produce la onda sonora
y = sen(2wfr) + sen(2mfr).

a) Determine la funcién que modela el sonido generado
cuando se presiona la tecla 4.

b) Aplique la férmula de suma-a-producto para expresar el
sonido que produce la tecla 4 como un producto de una
funcién seno y una funcidn coseno.

. ¢) Grafique la onda sonora generada por la tecla 4 desde

t=0ar=0006s.

Alta frecuencia f3
1209 1336 1477 Hz

L1
 om—0 @ B
o, on—@ @ @
f  8s2Hz— (17

941 Hz —| »

#

=[]

Descubrimiento * Debate

95. Demostracion geomeétrica de una formula para el

angulo doble Use la figura para demostrar que
sen 20 = 1 sen # cos 8.

[
1 o

Sugerencia: calcule el drea del tridngulo ABC de dos ma-
neras distintas. Son necesarios los hechos siguientes de la
geometria:

Un dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto,
de modo que ZACH es un dngulo recto.

El dngulo central que subtiende la cuerda de un circulo es
el doble del dngulo que subtiende la cuerda en el circulo,
de modo que £BOC es 28.

A 1 B

Funciones trigonométricas inversas

Si f es una funcién uno a uno o biunivoca con dominio A y rango B, entonces su in-
versa f' es la funcidn con dominio B y rango A definida por

W=y & fo)=x



3—’é>
A B

Figura 1
i) =y & fly)==x

Figura 2
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(Véase la seccidn 2.8.) En otras palabras, f' es la regla que invierte la accién de f.
En la figura 1 se representa grificamente la accién de fy de f'.

Para que una funcién tenga una inversa, debe ser uno a uno. Puesto gue las funcio-
nes trigonométricas no son UNO a uno, no tienen inversas. No obstante, es posible li-
mitar los dominios de las funciones trigonométricas de tal manera que las funciones
resultantes sean uno a uno o biunivocas.

La funcion inversa del seno

Primero consideremos la funcién seno. Hay muchas maneras de restringir el dominio
del seno de modo que la nueva funcién sea uno a uno. Una manera natural de hacer-
lo es limitar el dominio al intervalo [—/2, /2], La razén de esta elecci6n es que el
seno alcanza cada uno de estos valores exactamente una vez en este intervalo. Como
podemos observar en la figura 2, en este dominio restringido la funcién seno es uno a
uno (por la Prueba de la recta horizontal), de modo que tiene una inversa.

y=sen x _‘p=s=n:r,-§ 515%

La inversa de la funci6n seno es la funcién sen™' definida por
sen 'x =y <4+ seny=x

para —| =x= 1y —m/2=y=7/2 Lagréficade y = sen”' x se muestra en la figura 3,
y se obtiene al reflejar la grificade y = senx, —w/2=x=wf2enlarectay = x.

Definicion de la funcion inversa del seno

La funcién inversa del seno es la funcién sen™ con dominio[—1, 1]y rango
[—m/2, /2] definido por

sen"'x=y <> seny=x

La funcidn inversa del seno también se llama arco seno y se escribe como
arcsen.

Por consiguiente, sen”' x es el miimero en el intervalo [— /2, 7/2] cuyo seno es x.
En otras palabras, sen(sen' x) = x. De hecho, a partir de las propiedades generales
de las funciones inversas estudiadas en la seccidn 2.8, tenemos las relaciones siguientes.

sen(sen 'x) =x pama-l=x=1|

sen” '(senx) = x para—%ﬂxﬂg
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‘Elemplo'1 | Evaluacion de la funcién inversa seno

Determine: a) sen” '3, b) sen”'(—1) y c) sen”'3.

Solucion

a) El nimero en el intervalo [— /2, 7/2] cuyo seno es } es /6. Por lo tanto,
sen”'§ = /6.

b) El mimero en el intervalo [ —m/2, m/2] cuyo seno es —§ es —/6. Por lo tanto,
Sen '{ 2} = —a/6.

c) Como 3 3 > 1, no estd en el dominio de sen' x, de modo que sen -3 7 NO esta
definido. |

_ Uso de una calculadora para evaluar
el seno inverso

Calcule los valores aproximados de a) sen”'(0.82) y b) sen ™' §

Solucién Puesto que ningtin miiltiplo racional de 7 tiene un seno de 0.82, §,
usamos una calculadora para encontrar un valor aproximado. Usamos las teclas

(1wv|[sen | o bien, | sen"] o bien, de la calculadora (la calculadora debe

estar en modo radianes), y obtenemos
a) sen '(0.82) = 0.9614] b) sen”'{ = 0.33984 "

{Ejlemplo 3 | Combinacién de funciones trigonométricas
Y sus inversas

Calcule cos(sen™' 3).

Solucion 1  Es f4cil determinar sen(sen ™' 2). De hecho, de acuerdo con las pro-
piedades de las funciones inversas, este valor es exactamente ;. Para determinar
cos{sen”' ), se le reduce al problema més fécil de escribir la funcién coseno en
términos de la funcién seno. Sea u = sen™! 3 .Como —7f2 =u=mf2, cosues

positiva y podemos escribir
cosu=+V1— sen’u

Porlotanto, cos(sen™'2) = \/1 — sen’(sen ' 3)

\/1_7_ \/7 16 _ 4

Solucién 2 Sea# = sen”' 2. Entonces, 8 es el niimero en el intervalo [—m/2,

/2] cuyo seno es % Interpretemos a 6 como un dngulo y dibujemos un tridngulo
rectingulo con @ como uno de sus dngulos agudos, cuyo cateto opuesto mide 3 y
la hipotenusa mide 5 (véase la figura 4). El cateto restante del tridngulo se determina
mediante el teorema de Pitdgoras y resulta ser 4. Segiin la figura, tenemos

cos(sen”'§) = cos @ = } ]
A partir de la solucion 2 del ejemplo 3 podemos calcular inmediatamente los valo-
res de las otras funciones trigonométricas de # = sen™’ ‘;- del tridngulo. Por lo tanto,

tan(sen™' 3) = 3 sec(sen™'3) = § csc{sen™'3) =3



Figura 5
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La funcion inversa del coseno

Si el dominio de la funcién coseno se restringe al intervalo [0, 7}, la funcién resultante
es uno a uno, por lo que tiene una inversa. Elegimos este intervalo porque en €l el
coseno alcanza cada uno de sus valores exactamente una vez (véase la figura 5).

Vi Vi

Definicion de la funcion inversa del coseno

La funcién inversa del coseno es la funcién cos™ con dominio [~ 1, 1]y
rango [, 7| definido por

COS" X=y 4> CcOBy=x

La funcién inversa del coseno también s¢ denomina arco coseno y se escribe
Arceos.

Por consiguiente, v = cos ' x es el miimero en el intervalo [0, w] cuyo coseno es x.

Las relaciones siguientes se infieren de las propiedades de las funciones inversas.

cos(cos 'x)=x paa-l=x=1|

cos '(cosx) = x prald=x=mn

La grifica de vy = cos ' x se ilustra en la figura 6; se obtiene al reflejar la grifica de
v=cosx,0=x=menlarectay = x.

"Ejemplo4 Evaluacién de la funcién inversa del coseno
Calcule: a) cos '(V3/2), b) cos™'0 y «¢) cos '3

Solucion
a) El nimero en el intervalo [0, 7] cuyo coseno es %/3/2 es 7/6. Por lo tanto,

cos”'(V3/2) = w/6.

b) El mimero en el intervalo [0, 7] cuyo coseno es 0 es /2. Por lo tanto,
cos 0 =xf2.

¢) Como ningiin miltiplo racional de 7 tiene coseno 3, usamos una calculadora en

el modo radianes para determinar su valor aproximado: cos ' 3 = 0.77519. =
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ﬂ [
X
Figura 7
cosf == =x
1
1 ;
W1 =x?
f -
I
Figura 8
::-nsﬂ=f=x

"Ejlemplo5 Combinacion de funciones a

trigonométricas y sus inversas

Escriba sen(cos ™~ 'x) y tan(cos ™' x) como expresiones algebraicas en x para
—-1=x=1

Solucién 1  Sea u = cos™'x. Es necesario encontrar sen & y tan i en términos
de x. Como en el ejemplo 3, la idea en este caso es escribir el seno y la tangente en

términos del coseno. Tenemos que
senu _ *+V1 — cos’u

COS u COS

senu==*\V1-cos’u y tanu=

Para elegir los signos adecuados, observe que u estd en el intervalo [0, 7] porque
u = cos 'x. Como sen u es positivo en este intervalo, el signo + es la eleccién
correcta. Al sustituir u = cos”'x en las ecuaciones mostradas y aplicar la relacién
cos(cos ™ 'x) = x tenemos

] - x
X

sen(cos”'x) = V1 — x? y tan{cos”'x) =

Solucion 2  Sea # = cos'x, de modo que cos # = x. En la figura 7 hay un tridingu-
lo rectingulo con un dngulo agudo 8, cateto adyaccnt::/xc_hi_gglrnusn igual a 1. Se-
I —x

giin el teorema de Pitdgoras, el cateto faltante mide De acuerdo con la
figura,

=1 2 o 2 = = = l i) .Il
sen(cos 'x) =senf = V1 —x y tan(cos .:]—tanﬂ——x ]

NOTA En la solucién 2 del ejemplo 5 podria parecer que como estamos dibujan-
do, el dngulo # = cos™' x debe ser agudo. Pero resulta que el método del tridngulo
funciona para cualquier 8 y para cualquier x. Los dominios y los rangos de las seis
funciones trigonométricas inversas han sido escogidos de tal manera que podemos
usar siempre un tridngulo para determinar S(7'(x)), donde § y T son funciones tri-
gonométricas cualquiera.

"Ejemplo8 Combinacion de funcién trigonométrica a

Yy una inversa
Escriba sen(2 cos™'x) como una expresién algebraica en x para —1 = x =< 1.

Solucién  Sea # = cos™'x y dibuje un tridgngulo como el mostrado en la figura 8.
Necesitamos determinar sen 26, pero a partir del tridngulo podemos determinar

funciones trigonométricas sélo de @, no de 26. La identidad del 4ngulo doble para
el seno es 1til en este caso. Tenemos entonces

sen(2 cos™'x) = sen 20

= 2senfcos B Férmula para el dngulo doble
= 1{ Vil = Ii}x Seglin el tridngulo
= V1 - x? ]

La funcion inversa de la tangente

Restringimos ¢l dominio de la funcién tangente al intervalo (— /2, 7/2) con objeto
de obtener una funcién uno a uno.
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'Ejemplo8 = El angulo de un rayo de luz

Un faro estd situado en una isla que estd a dos millas fuera de la costa (véase la
figura 10). Exprese el dngulo formado por el haz de luz y la costa en términos de
la distancia 4 en la figura.

Solucion A partir de la figura vemos que tan # = 2/d. Si obtenemos la tangente
inversa de ambos miembros, tenemos

tan '(tan 8) = um“(%)
()
fl = tan E Propledad de cancelacion (]
Figura 10 Las funciones inversas de la secante,

cosecante y cotangente

Para definir las funciones inversas de las funciones secante, cosecante y cotangente,
restringimos el dominio de cada funcién a un conjunto en el cual dicha funcién es uno
a uno y en el cual alcanza todos sus valores. Cualquier intervalo que cumpla estos cri-
terios es adecuado, pero elegimos limitar el dominio de manera que se simplifique la
eleccion del signo en los cdlculos que se relacionan con funciones trigonométricas
inversas, Las elecciones que efectuamos son también adecuadas para el cdlculo infi-
Refiérase al ejercicio 59 en donde se nitesimal. Esto explica la restriccién aparentemente extrafia de los dominios de las
trata la determinacion de las funciones  funciones secante y cosecante. La seccidn finaliza con las grificas de las funcio-
trigonométricas inversas mediante una  nes secante, cosecante y cotangente con sus dominios restringidos y las gréficas de

calculadora. las funciones inversas (figuras 11 a 13).
it | | g |
| | | | Y
| | I l ————————————————
|KJ| |U} —\2
| | I I
| | | | fiad
4 + : ¢ : —
| | e | 2w | X ] | e
=1 | | I 2
I I | |
| | | | g -
| | | I -1 {0 X
FI’.II'I'!'I | I i i
La funcidn secante inversa y=secx, 0=x<3, w=sx< I'; y=sgsec 'x
I Vi I | Vi
| I I
| | | -
| | : _’/
| i ¥ | |
| A | g .. TETEeR L D b
—r ol " v @ xx =]
| T | | 2
| I |
| | | 4 3 -
| | | -10] x
Figura 12 I [ |
La funcifn cosecante inversa y=cscx, 0< _Ii:'g,']T"- X5 :I:r v=cac 'x



XM Ejercicios

1-8 ® Calcule el valor exacto de cada una de las expresiones, si

Figura 13

La funcidn cotangente inversa

estd defimida.

2.

a) sen”!

a) sen ' 0

b) cos™'

b) cos™!

S NS

b) cos™

b) tan~'{—V3)
b) cos'1
b) tan~'(—1)

b) mn"(-

b) cos™'0

SECCION 7.4

i o~ i ngmmine i e

£ 0

c) cos™'2

c) cus"(— }"’;)

owr-2)

¢) sen '3
) cos '[~=1)
¢) tan”' 0

c) sen”'(=2)

) cos~I(~})

9-12 ® Por medio de una calculadora halle un valor aproxima-
do de cada una de las expresiones con cinco cifras decimales, si
estd definida.

10.

11.

12.

a) sen”'(0.13844)
b) cos™'(—0.92761)
a) cos '(0.31187)
b) tan'(26.23110)
a) tan~'(1.23456)
b) sen”'(1.23456)
a) cos”'(—0.25713)
b) tan~'(—0.25713)

_— e e m——

Funciones trigonométricas inversas

V¥ = DM

=Y

13-28 = Calcule el valor exacto de la expresidn, si estd definida.

13. senfsen™'})

14. cus{r.m" %:]

15.
16.

17.

18.

19.

21.

tan(tan~"'5)

sen{sen”'5)
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27. um"(i sen %)

28. ms"(ﬁs&n %)

29-40 = Evalie las expresiones dibujando un tridngulo, como
en la solucidn 2 del ejemplo 3.

29. senfcos™’ %}

30. tan(sen”' 3

31. sen(tan™" §)

32. cos(tan'5)

41-48 ® Vuelva a escribir las expresiones en forma de una ex-
presién algebraica en x.

41. cos(sen 'x)

42. sen(tan” 'x)

43. tan(sen”'x)

44. cos(tan 'x)

45. cos(2tan 'x)

46. sen(2 sen 'x)

47, cos(cos 'x + sen 'x)

48. sen{tan™'x — sen”'x)

49-50 = a) Grafique la funcidén y plantee una conjetura, y
b) demuestre que la conjetura planteada es verdadera.

49, y=sen 'x +cos”'x

_ |
ﬂ].y=mn'.r+tan’;

' 51-52 = a) Por medio de una calculadora o una computadora
determine todas las soluciones de la ecuacidn con dos cifras de-
cimales y b) encuentre la solucidn exacta.

51. tan~'x + tan~'2x = %

82, sen'x —cos 'x =0

Aplicaciones
53. Altura del transbordador espacial Un observador mira al
transhordador a dos millas de la plataforma de lanzamiento.

a) Exprese la altura del transbordador espacial en funcidn
del dngulo de elevacidn 8.

b) Exprese el dngulo de elevacion # en funcidn de la altura
h del transbordador espacial

54. Altura de un poste Un poste de 50 pies arroja una sombra
como se ilustra en la figura.

a) Exprese el dngulo de elevacitn # del Sol en funcidn del
largo s de la sombra.

b) Calcule el dngulo # de la elevaciin del Sol cuando la
sombra mide 20 pies de largo

50 pies
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2. Ahora suponga que, si empezamos en la primera hilera de asientos, el piso
del drea donde se encuentran éstos se eleva con un dngulo a = 25° con
respecto a la horizontal, y la distancia inclinada hasta donde usted se sienta
es x, como se muestra en la figura,

= T’ a) Utilice la ley de los cosenos para demostrar que
Yo ms"(ﬂ: + b2 - 434)
2ab
donde
a’=(7+ xcosa)’ + (28 — xsena)’
Y
b* = (7 + xcos a)’ + (xsena — 6)°
7 pies b) Utilice una calculadora o una computadora para graficar # en funcién

de x, v estimar el valor de x que hace miximo a . ;En qué hilera se debe
sentar? ;[ Cuil es el angulo de vision # en esta hilera?

Una ecuacion que contiene funciones trigonométricas se denomina ecuacién trigono-
métrica. Por ejemplo, las expresiones siguientes son ecuaciones trigonométricas:

sen’x + cos’x = | 2senx—1=10 tan2x—1=10

La primera ecuacidn es una idenridad, es decir, es cierta para todo valor de la va-
riable x. Las otras dos ecuaciones se cumplen sélo para ciertos valores de x. Para
resolver una ecuacién trigonométrica, calculamos todos los valores de la variable
que hacen que la ecuacion sea cierta. Siempre usaremos radianes para la variable ex-
cepto en algunos problemas de aplicacion.

Resolucion de ecuaciones trigonomeétricas

Para resolver una ecuacion trigonométrica, aplicamos las reglas del dlgebra para aislar
la funcién trigonométrica en un lado del signo igual. Luego usamos los conocimien-
tos de los valores de las funciones trigonométricas para determinar la variable.

MI .. Resolucion de una ecuacion trigonométrica
Resuelva la ecuacién 2 senx — 1 = 0.

Solucion Empezamos por aislar sen x.

2senx—1=10 Ecuacldn dada
2senx = | Suma de 1
1
Eenx = — Division entre 2

2
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Matematicas en el
mundo moderno

Prondstico del tiempo

Los meteordlogos modernos hacen
mucho mis que predecir el hempo
de mafiana. Investigan patrones cli-
miticos de larga duracidn, ¢l adel-
gazamiento de la capa de ozono, el
calentamiento global y otros efectos
de la actividad humana en el clima.
Pero el prondstico diario del clima
es alin una parte principal de la me-
teorologia. Su valor se mide por las
innumerables vidas humanas que
se salvan todos los afios gracias a
los prondsticos exactos de hura-
canes, tempestades de nieve y otros
fendmenos catastréficos del clima.
A principios del siglo XX los mate-
midticos propusieron modelar el
clima con ecuaciones gque usaban
los valores actuales de cientos de
vanables atmosféricas. Aungue es-
te modelo funciond al principio,
fue imposible predecir patrones fu-
turos del clima mediante este mo-
delo debido a la dificultad de medir
con exactitud todas las variables y
resolver todas las ecuaciones. En la
actualidad, los nuevos modelos ma-
temiticos combinados con simula-
ciones en computadoras de alta
velocidad han mejorado en forma
notable la prediccidn del clima. Co-
mo resultado, se han evitado mu-
chas muertes asi como desastres
econdmicos. Los matemiticos del
National Oceanographic and At-
mospheric Administration, NOAA
{(Centro Nacional de Oceanografia
v de la Atmosfera) investigan en
forma continua mejores métodos
para pronosticar el clima..

CAPITULO 7 Trigonometria analitica

Puesto que el seno tiene un periodo de 27, primero calculamos las soluciones en el
intervalo [0, 2. Estas son x = w/6 y x = 57 /6. Para determinar todas las otras
soluciones sumamos cualguier miiltiplo entero de 27 a estas soluciones. Por lo tanto,
las soluciones son

™ 3w

= — = — +
x ﬁ+lkﬂr, x 5 2k

donde k es cualquier entero. En la figura 1 se ilustra una representacién grifica de
las soluciones.

Yi

|
Sy
L
J >y +
:r-|;" 4
<
g °F
23
*F
i

-

02 Resolucién de una ecuacion trigonométrica
Resuelva la ecuacién tan’x — 3 = 0,
Solucién Empezamos por aislar a tan x.

tan‘x —3=10 Ecuaclén dada
tan’x = 3 Suma de 3
tanx = =V/3  Obtencién de las raices cuadradas
Como la tangente tiene periodo 7r, primero determinamos las soluciones en el inter-
valo (=2, 7/2), que son x = — #/3 y x = 73, Para determinar todas las otras so-

luciones, sumamos cualquier entero miltiplo de 7 a dichas soluciones. Por lo tanto,
las soluciones son

m T
= —— + km, = —+ kmr
X 3 w X 3

donde k es cualquier entero. =

jemplo 3 Determinacion de los puntos de interseccién

Calcule los valores de x en los cuales se cortan las gréificas de f(x) = senxy
glx) = cos x.

Solucion 1: Grafica

Las grificas se cortan donde f(x) = g(x). En la figura 2 se ilustra y; = sen x y

¥; = cos x en la misma pantalla, para x entre 0 y 27, Al usar [Trace o el comando
Intersect en la calculadora para graficar, observamos que los dos puntos de
corte en este intervalo se presentan donde x = ().785 y x = 3.927. Como el seno y el
coseno son periddicos en el periodo 27, los puntos de interseccion se presentan donde

x = 0785 + 2kw ¥y x = 3927 + 2kw
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Ecuacion de tipo cuadratico
257+ 5= 1=0
2s-1s+1)=0

Puesto que el coseno tiene periodo de 2, primero calculamos las soluciones en el
intervalo [0, 27). En el caso de la primera ecuaci6n, son x = 7/3 y x = 57/3. La
segunda ecuacidn no tiene soluciones porque cos x nunca es mayor que 1. Por con-
siguiente, las soluciones son
T S
I=E+H'ﬂ". 1=T+2k1r

donde k es cualquier entero. ]

JEiempIosll Uso de una identidad trigonométrica ﬁ
Resuelva la ecuacién 1 + sen x = 2 cos™r.

Solucion Usamos una identidad trigonométrica para volver a escribir la ecuacién
en términos de una sola funcion trigonométrica.

1 + senx = 2 cosx Ecuacidn dada
I + senx = 2(1 — sen’x) \dentidad pitagbrica
Jsen*x +senx—1=0 Todos los térmings se
pasan a un solo lado de
la ecuaciin
(2senx — 1)(senx + 1) =0 Factorizacidn
2senx— 1 =0 0 senx+ 1 =0 Todos los factores se
igualan a O
1 .

Senx = 5 0 senx = —1 Determinacién de sen x
T S 3w e
e i X = =— D-E‘I:-EI‘TI"I: nagion X &n

6 6 2

el intervale [0, 27)

Como el periodo del seno es 27, obtenemos todas las soluciones de la ecuacidn
sumando cualquier entero miltiplo de 27 a estas soluciones. Por lo tanto, las solu-
ciones son

5 3
,1:=-E+21:1r. .l.'=-§£+2k11‘. x=-ZE+2hr

donde k es un entero cualquiera. [

"Eiemplo 8 | Uso de una identidad trigonométrica

Resuelva la ecuacidnsen 2x —cosx = (.

Solucion El primer término es una funcidn de 2x y el segundo es una funcién
de x, de modo que empezamos por usar una identidad trigonométrica para volver a
escribir el primer término s6lo en funcion de x.

sen2x—cosx=10 Ecuacidn dada
2senxcosxy —cosx =0 Férmula del &ngulo doble

cosx(2senx—1)=0 Factorizacidn



Ecuacion de tipo cuadratico
r’-r-2=0
(T=-2(T+1)=0

SECCION 7.5 Ecuaciones trigonométricas 567

Solucién
a) Empezamos por aislar tan (x/2).
x
Vitﬂﬂi —1=0 Ecuaciin dada
ﬁt&u% =] Suma de 1
tan = : Divisién entre V3
— . —— n EMLre
2 3 TR
1 E. Eterminascion GEEHE Imtarvalo 2. 2

Como la tangente tiene periodo 7, para obtener todas las soluciones adiciona-
mos cualquier miltiplo entero de 7r a esta solucién. Por lo tanto, las soluciones
son de la forma.

x
—=— 4k
2 6

Al multiplicar por 2, obtenemos las soluciones
e % + 2k

donde k es cualquier entero.

b) Las soluciones del inciso a) que estdn en el intervalo [0, 4m) corresponden a
k =0y k= 1. Para todos los otros valores de k los valores correspondientes
de x quedan fuera de este intervalo. Por lo tanto, las soluciones en el intervalo
[0, 41r) son 3
o

LTI
3' 3

Aplicacion de las funciones trigonomeétricas
inversas para resolver ecuaciones trigonométricas

Hasta este momento, todas las ecuaciones que hemos resuelto tienen soluciones
como /4, 7(3, 57/6 y asi sucesivamente. Pudimos calcular las soluciones a partir
de los valores especiales de las funciones trigonométricas que hemos memorizado.
A continuacién consideramos ecuaciones cuya solucidn requiere que usemos las
funciones trigonométricas inversas.

Ejemplo 10 Aplicacion de las funciones

trigonomeétricas inversas

Resuelva la ecuacién tan’x — tanx — 2 = 0,

Solucion Empezamos por factorizar el primer miembro.
tan’x — tanx — 2 = 0 Ecuacién dada
(tanx — 2)}(tanx + 1) =0  Factorizacién
tanx —2=0 o bien tanx+ 1 =10 Se lguala cada factora O
tanx = 2 o bien tanx = —|] Determinacién de tan x

x = tan~12 A TR S ) Determinacidn de x en el
4 R ( L '.rr)

tervalo | ——, —
2 2



21. sen’r = 2 senx + 3
23, sen’x =4 — 2 cos’x
25, 2sendx+ 1 =0
27. secdx — 2 =0

29. /3 sen 2x = cos 2x

x
31. =~ ] =4
co8

33.mn§+v’§=n

35, tan’x — 9tanx =0

22. 3tan’x = tan x
24, 2cos’x + senx = |
26. 2cos2x+ 1 =10
28. Vimndx+1=0
30. cos 3x = sen 3x

3. 25:n%+ 3=0

A X
3. sec - = cos
E-EE: E‘DEE

36, 3tan’y — Jtan’r —tanx + 1 =0

3. dsenxcosx +2senx—2eosxy— 1 =0

38, sen2x = 2tan 2x

40, secx — tanx = cos x

39, cos’2x — sen’2x =0

4148 ® Determine todas las soluciones de la ecuacién en

el intervalo [0, 2}
41. 2cosdx =1

42. csc’xr=4

43, 2senxtanx —tanx = | — 2 sen x

44, sec xtan x — cos x col x = sen x

45. tanx — 3cotx =0
47. tan 3x + 1 = sec 3x

46. 2 sen’x — cos x = |
48, Isec’x + dcosir =7

49-56 ® ga) Determine todas las soluciones de la ecuacidn.
b) Mediante una calculadora resuelva la ecuacion en el
intervalo [{, 2w), ¥ proporcione cinco cifras decimales.

49, cosx =04
5l. secx—5=10
53 Ssen*x—1=0

85 3sen’r —Tsenx+2=0

56. tan'x — 13 tan’x + 36 = 0

57-60 ® Grafique f y g en los mismos ejes y encuentre sus pun-

tos de interseccion.

50, 2tanx =13
§2. isenx=Tcosx
84. 2sen2x —cosx=10

57. f(x) =3cosx+ 1, glx) =cosx—1
58. f(x) = sen2x, glx) = 2sen2x + 1

59, f(x) = tanx, gi{x) = V3

60, f(x) =senx—1, glx) =cosx

61-64 & Apligue una formula de adicién o de sustraccién para
simplificar la ecuacién. Después determine todas las soluciones

en el intervalo [0, 2w).

6l. cosxcos3x —senxsen3xr =0

62. cosxcos 2x + senxsen2x = 3
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63, sen 2xcosx + cos 2xsenx = W32

64, sen Ixcosx —cosdxsenx =10

65-68 ® Aplique una férmula para el dngulo doble o para el
dngulo mitad para resolver la ecuacién en el intervalo [0, 27).

X
65, sen2x + cosx =0 (1% tani—senx=ﬂ

67. cos2x + cosx =2 68, tanx + cotx = 4 sen 2x

69-72 ® Resuelva la ecuacidn aplicando primero una formula
ﬂumﬂ“ﬂ-lﬂﬁdm-
69. senx +sen3x =10 70, cos Sy —cos Tx =0

Tl cosdr +ocos 2y = cos x T2, sen Sx — sen 3x = cos dx

- 73-78 ® Mediante una calculadora para graficar o una

computadora calcule las soluciones de la ecuacidn con dos
cifras decimales.

T sen2x=x T4, cosx = =

75, 2%nS = ¢ 76, senx = x°
Lk - il
77, = EI._.=:‘ 78. uus;=£{e‘+e *)
i +:x°
Aplicaciones

79. Alcance de un proyectil 5i un proyectil se dispara con
velocidad vy ¥ un dngulo 8, entonces su alcance, la distancia
horizontal que recorre en pies estd modelada por la funcidn

_ vjsen 26
32

(Véase la pdgina 818.). Si v, = 2200 pies/s, jqué dngulo en
grados se debe elegir para que el proyectil dé en el blanco
en el suelo a 5000 pies de distancia?

P

R(8)

B0. Vibraciones amortiguadas El desplazamiento de un re-
sorie que estd vibrando en movimienio armonico amortiguado
se representa por medio de

y = d4¢™ ¥ sen 2t

Calcule los tiempos en que ¢l resorte se encuentra en su
posicidn de equilibrio (y = 0).

81. Refraccion de laluz Se ha observado desde tiempos anti-
guos que la luz se desvia o refracta cuando pasa de un medio
a otro, por ejemplo, del aire al agua. 51 ¢, es la velocidad



Enfoque en el modelado
Ondas progresivas y estacionarias

Ya aprendimos que la posicién de una particula en movimiento arménico simple se
describe mediante una funcién de la forma y = A sen wt (véase la seccion 5.5). Por
ejemplo, si una cuerda se mueve hacia arriba y hacia abajo como en la figura 1, en-
tonces el punto rojo en la cuerda se desplaza hacia arriba y hacia abajo en movimiento
arménico simple. Claro, lo mismo es cierto para todos los puntos de la cuerda.

1&/—\{/—\/A

{Qué funcidn describe la forma de toda la cuerda? Si fijamos un instante en
¢l tiempo (f = 0) y tomamos una fotografia de la cuerda, obtenemos la forma de la fi-
gura 2, la cual estd modelada por

y = A sen kx
donde y es la altura de la cuerda por arriba del eje x en el punto x.

¥
A

Figuraz  _, z .2
¥ = Asenkx

Ondas progresivas

Si tomamos una fotografia de la cuerda en otros instantes, como en la figura 3, pare-
ce que las ondas de la cuerda viajan, es decir, se desplazan hacia la derecha.

i £ S
L A "-.,"

La velocidad de la onda es la rapidez a la cual se mueve hacia la derecha. Si la
onda tiene una velocidad v, entonces se mueve a la derecha una distancia vr en el tiem-
po 1. Entonces la grifica de la onda desplazada en el tiempo 1 es

Esta funcién representa la posicién de cualquier punto x en la cuerda en cualquier
momento. Utilizamos la notacién y(x, f) para indicar que la funcién depende de las
dos variables x y r. En seguida se ilustra como esta funcién modela el movimiento de
la cuerda.

= Si fijamos x, entonces y(x, r) es una funcién sélo de t, lo cual da la posicién del
punto fijo x en el tiempo 1.

= Si fijamos ¢, entonces y(x, 1) es una funcién sélo de x, cuya gréfica es la forma de
la cuerda en el tiempo fijo 1.

Figura 3 a
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Relacion entre coordenadas polares
y rectangulares

¥ Con frecuencia surgen situaciones en las que es necesario considerar al mismo tiem-
Ar.8) po coordenadas polares y rectangulares. La conexidn entre los dos sistemas se ilus-
Pix, y) tra en la figura 6, donde el eje polar coincide con el eje x positivo. Las formulas en
r el siguiente cuadro se obtienen de la figura por medio de las definiciones de funcio-
nes trigonométricas y el teorema de Pitdgoras. (Aungue se ha ilustrado el caso don-
i . de r = 0 y 6 es agudo, las férmulas se cumplen para cualquier dngulo 6 y para
0 x x  cualquier valor de r.)

Figura 6 Relacion entre coordenadas polares y rectangulares

1. Para cambiar de coordenadas polares a rectangulares, use las formulas
X = rcos@ y vy = rsenf
2. Para cambiar de coordenadas rectangulares a polares, use las férmulas

. B TV S mna={{neﬂ}

»3 Convertir coordenadas polares
a coordenadas rectangulares

Encuentre coordenadas rectangulares para el punto que tiene coordenadas polares
(4, 2m/3).

Solucién Puesto que r = 4y § = 213, se tiene

2 1
=rcosfl =dcos—=4+|—< ] = -2
7 : (2)

y=rs¢nﬂ=4s¢n? 4-%=2V’§

Asi, el punto tiene coordenadas rectangulares (—2,2 V3). ]

plo4 Convertir coordenadas rectangulares ﬂ
a coordenadas polares

Encuentre coordenadas polares para el punto que tiene coordenadas
rectangulares (2, —2).

Solucion Conx = 2,y = —2, se obtiene
rl=xl+yl=2+(-2)2=8
por lo tanto r = 242 0 —2 /2. También

asi que @ = 3mw/4 0 — /4. Puesto que el punto (2, —2) se encuentra en el cuadrante IV
(véase la figura 7), se puede representar en coordenadas polares como (2V2, —7/4)
Figura 7 0(—2V?2,3n/4). .
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wi b} Se multiplican ambos lados de la ecuacién por r, porque entonces se pueden
) usar las formulas ¥ = x> + Y yrsen # = y.

r’=2rsen®  Multipligue por r

11 ok yrely rf=x'+y'yreend =y
Py =2y=10 Reste 2y
, L 24+y-1)=1 Complete el cuadrado en y

ca en la figura 9.
Figura 9

Esta es la ecuacién de un circulo de radio 1 centrado en el punto (0, 1). Se grafi-

c) Se multiplican primero ambos lados de la ecuacién por r.
r’=2r+ 2rcos@

Con ¥ = x* + y* y x = r cos #, se pueden convertir dos de los términos de la
ecuacién en coordenadas rectangulares, pero eliminar la r restante requiere més

trabajo:

4 yi=2r 4+
X+ yl=2x=2r
(x? + y? — 2x)* = 42
(s + y" = 2x)" = 4(x* + y7)

r< = x* +y.‘3,rr.:;|:lﬁﬂ=x
Feste 2x
Eleve al cuadrado ambos miembros

= x2 4y

En este caso, la ecuacion rectangular es méis complicada que la ecuacién polar.
Aungue no se puede determinar con facilidad la grifica de la ecuacién a partir
de su forma rectangular, se veri en la seccion siguiente cémo graficarla usando

la ecuacion polar.

IEEXB Ejercicios

1-6 = Grafigue el punio que tienen las coordenadas polares dadas.
1. (4, 7/4)

4. (3, -2m/3)

2. (1,0
5. (=2,47/3)

3. (6, —Tn/6)
6. (—5,—17m/6)
7=12 ® Grafigue el punto que tienen las coordenadas polares

dadas. Luego de otras dos representaciones del punto en coorde-
nadas polares, una con r < 0 y la otra con r > (.

7. (3,7/2) 8. (2,3m/4) 9. (—1,7m/6)
0. (-2, -7/3) 1L (=5.0) 12 (3.1)

13-20 m Determine cudl punto de la figura, P, O, R o § tiene las
coordenadas polares dadas.

n

13, (4,3m/4) 14. (4, —3m/4)
15. (-4, —m/4) 16. (-4, 137/4)
17. (4, —23=/4) 18. (—4,237/4)
19. (-4, 1017/4) 20. (4, 103%/4)
21-21 ® Se grafica un punto en forma rectangular. Encuentre
las coordenadas polares para el punto, conr > 0y 0 < 8 < 2.
21. ¥y 22, ¥

«P

1 1
gty TS
Q
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el polo y los rayos que salen del polo, como en la figura 1b). Se usardn tales cua-
driculas como ayuda para bosquejar graficas polares.

v
2
VA I
| ' iw ] bl
1 - _..__5_. = F T M ..‘I 72 F
—t—r—t—r 17 .*-_'.1. A e S ,-' o
__;.Ha}f__J, 3 __'.___.-__.__.‘:_ : “Al6, ix AT { /O 4.?_- [
r —"_I"E—"'ﬁ"f*:"!r*—*'—' ) A){ ? ST LN B( 'i} ;
e & [ = r_ -' .- L T
I3 0 133348 = " | | LB E A b
-2 - N N/ e
! . 4
-3 - S <
4 . 4
iw
i 13
a) Cuadricula para coordenadas rectangulares by} Cuadricula para coordenadas polares

Figura 1

En los ejemplos 1 y 2 se puede observar que los circulos centrados en el origen y
las rectas que pasan por el origen tienen ecuaciones particularmente simples en coor-
denadas polares.

Ejemplo 1 Bosquejar la gréafica de una ecuacién polar
Bosqueje la grifica de la ecuacidn r = 3 y exprese la ecuacion en coordenadas polares.
Solucion La grifica consta de los puntos cuya coordenada r es 3, es decir, los
puntos que estdn a 3 unidades del origen. Asi que la grifica es un circulo de radio 3

centrado en el origen, como se muestra en la figura 2.
Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion, se obtiene

- 12 8 ! !
r':'L = 3 tleve a8l cuadrado ampos |3d08

x‘."' + _'!|.l‘."I =0 Sustituya r = x° + y°

Por lo tanto la ecuacién equivalente en coordenadas rectangulareses x* + y* = 9. m

En general, la grifica de la ecuacién r = a es un circulo de radio | a | centrado en
el origen. Al elevar al cuadrado ambos lados de esta ecuacion, se puede observar que
la ecuaci6n equivalente en coordenadas rectangulares es x* + v =a

"Ejemplo 2 Bosquejar la grafica de una ecuacién polar
Bosqueje la gréfica de la ecuacién 6 = /3 y exprese la ecuacién en coordenadas
rectangulares.

Solucion La grifica consiste en los puntos cuya coordenada 8 es /3. Esta es
la recta que pasa por el origen y forma un dngulo de /3 con el eje polar (véase



La ecuacion polar r = 2 sen @
en coordenadas rectangulares es

c+lx—-1¥=1

{Véase la seccidn 8.1, ejemplo 6b).

De la forma rectangular de la ecuacion
se puede ohservar que la grifica es un
circulo de radio 1 centrado en (0, 1))

SECCION B.2 Graficas de ecuaciones polares 589

la figura 3). Observe que los puntos (r, 7/3) en la recta con r > 0 se encuentra en
el cuadrante I, mientras que aquellos con r < 0 se localizan en el cuadrante I11. Si el
punto (x, y) estd en esta recta, entonces

X 3
Asf, la ecuacion rectangular de larectade y = V3 .x. ®
Para bosquejar una curva polar cuya grifica no es tan obvia como las de los ejem-
plos anteriores, se grafican puntos calculados para una cantidad suficiente de valores

de @ y luego se unen en una curva continua. (Esto es lo que se hizo cuando se apren-
dié a graficar funciones en coordenadas rectangulares.)

‘Elemplo 3 Bosquejar la gréfica de una ecuacién polar “

Bosqueje la grifica de la ecuacién polar r = 2 sen 6.

Solucién Se usa primero la ecuacion para determinar las coordenadas polares de
varios puntos en la curva. Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

| e ' [
f 0| =6 | =/a | a3 | mf2|2nf3 | 3nfa|5nf6| = i
r=2senf | 0| 1 | V2| V3 | 2 | V3| vZ | 1 |0

Se grafican estos puntos en la figura 4 y luego se unen para bosquejar la curva. La
grifica aparece como un circulo. Se han empleado valores de @ sélo entre 0 y m,
puesto que se habrian obtenido los mismos puntos (esta vez expresado con coorde-
nadas r negativas) si se permite que @ varie de 7 a 27,

Figura 4
r=2senf

En general, las grdficas de ecuaciones de la forma
r = 2a sen @ y r = 2acosf

son circulos con radio | a | centrados en los puntos con coordenadas polares (a, 7/2)
y (a, 0), respectivamente.
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b) ;Para qué dngulo # el satélite estd mds cerca de la Tierra?
Encuentre la altura del satélite arriba de la superficie de

la Tierra para este valor de 8.

a) En la misma pantalla de vision, grafique ¢l circulo
r = 3960 y la nueva ecuacion de drbita, con & creciente
de (0 a 3w, Describa el nuevo movimiento del satélite.

b) Use la caracteristica de su calculadora para
hallar el valor de # en el momento en que el satélite
choca contra la Tierra.

Descubrimiento * Debate

55. Una transformacion de gréficas polares ;Cdémo
BE cstin relacionadas las grificas de r = 1 + sen(d — w/6)y
r= 1+ sen(f — m3) con la grificade r = | + sen #? En
general, ;como se relaciona la grifica de r = f(6 — a)
con la grifica de r = f(8)!

56, Elegir un sistema de coordenadas conveniente Com-
pare la ecuacion polar del circulo r = 2 con su ecuacion en
coordenadas rectangulares. ;En qué sistema coordenado es

- 54. Una orbita inestable La 6rbita descrita en el Ek‘.'ﬂ:ifiﬂ 53 mis p‘implg la ecuacion? l—[aga lo mismo para la ecuacidn de

es estable porgue el satélite recorre la misma trayectoria una
y otra vez a medida que se incrementa 8. Suponga que un
meteoro choca con el satélite y cambia su orbita a

Eje &
imaginario

T

r=

IEEEI}(I i

]
40

la rosa de cuatro hojas r = sen 28, ;Cudl sistema coordena-
do elegiria para estudiar estas curvas?

57. Elegir un sistema de coordenadas conveniente
Compare la ecuacidn rectangular de la recta y = 2 con su
ecuacion polar. ; En qué sistema coordenado es mds simple

4 — cosf

Figura 1

i ST (LA

-

'.=_'q‘i|

&1 T &3
— 1
—1

Figura 2

IR:

la ecuacién? ;Qué sistema de coordenadas elegiria para
estudiar rectas?

Forma polar de numeros complejos;
teorema de DeMoivre

En esta seccidn se representan nimeros complejos en forma polar (o trigonométri-
ca). Esto permite hallar las n raices de nimeros complejos. Para describir la forma
polar de nimeros complejos, primero se debe aprender a trabajar con nimeros
complejos en forma grifica.

Graficacion de nameros complejos

Para graficar nimeros reales o conjuntos de nimeros reales, se ha estado usando la
recta numérica, que tiene sélo una dimension. Sin embargo, los nimeros complejos
tienen dos componentes: una parte real y una parte imaginaria. Esto hace pensar que
son necesarios dos ejes para graficar nimeros complejos: uno para la parte real y otro
para la parte imaginaria. A éstos se les denomina eje real y eje imaginario, respec-
tivamente. El plano determinado por estos dos ejes se llama plano complejo. Para
graficar el nimero complejo a +bi, se traza el par ordenado de nimeros (a, b) en es-
te plano, como indica la figura 1.

"Ejemplo 1 Graficacion de nimeros complejos

Grafique los nimeros complejos 2, = 2 + 3i,z. =3 — 2iyz + 2.

Solucion Setienez, + z;, = (2 + 3i) + (3 = 2i) = 5 + i. La grifica se muestra
en la figura 2. -
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Matematicas en el
mundo moderno

Fractales

Muchas de las cosas que se mo-
delan en este libro tienen formas
regulares predecibles. Pero avan-
ces recientes en las matemdticas
han hecho posible modelar formas
en apariencia aleatorias, o incluso
cadticas, como las de una nube, una
flama oscilante, una montafia o
una costa accidentada. Las herra-
mientas bdsicas en este tipo de mo-
delado son los fractales inventados
por el matemitico Benoit Man-
delbrot. Un fracral es una forma
geométrica construida a partir de
una forma basica al modificar la
escala y repetir la forma indefini-
damenie de acuerdo con una regla
dada. Los fractales tienen detalle
infinito; esto significa que mientras
mis s¢ aproxime, mis ve, También
son similares a sf mismos, es decir,
al ampliar una porcién del fractal
se ven los mismos detalles de la
forma original. Debido a sus bellas
formas, los directores de cine em-
plean fractales para crear paisajes
ficticios y fondos exdticos.

Aunque un fractal es una for-
ma compleja, se produce de acuerdo
con reglas muy simples (véase la
pdgina 605). Esta propiedad de los
fractales se explota en un proceso de
almacenar fotografias en una compu-
tadora, conocido como compresidn
de imdgenes fractales. En este pro-
ceso una fotografia se goarda como
una forma bdsica simple y una regla;
repetir la forma de acuerdo con la re-
gla produce la fotografia onginal,
Este es un método de almacena-
je extremadamente eficaz; esa es la
manera como miles de fotografias a
color se pueden poner en un solo
disco compacto.

"Ejemplo® Multiplicacién y division de nimeros complejos

Sean

z -2(cu5£+ism£) z -5(cns-11+isenz)
e 4 4 y = 3 3

Encuentre a) z;z: ¥ b) z,/z..

Solucion
a) Por la férmula de la multiplicacidn

5Zy = (2}(5][::::5(% . g) + fsen(% + %N

=]ﬂ(m.‘r—#+' nT—#)
ST Tl e T

Para aproximar la respuesta se usa una calculadora en el modo de radianes y se
obtiene

2,23 = 10(—0.2588 + 0.9659i) = —2.588 + 9.659i
b) Por la formula de la division

oo(5 - 5) + oom(3-5)]
o) + ()]

E( ivrmi)
e T P

)

2

La | bd wh | ba

Con una calculadora en el modo de radianes se obtiene la respuesta aproximada:

=L~ 3(0.9659 — 0.2588i) = 0.3864 — 0.1035i =
Teorema de DeMoivre

El empleo repetido del uso de la férmula de la multiplicacion da la siguiente férmula ttil
para elevar un niimero complejo a una potencia n para cualquier entero positivo n.

Teorema de DeMoivre

Siz = r(cos @ + isen ), entonces para cualquier entero 1

2" = r%cos nf + i sen nf)

Este teorema dice: para romar la n-ésima potencia de un nimero complejo, se toma
la n-ésima potencia del médulo y se multiplica el argumento por n.

® Demostracién Por la férmula de la multiplicacién
2? = 22 = r¥[cos(@ + @) + isen(f + 8)]
= r(cos 26 + i sen 26)
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Hﬂﬁl’hi - Hallar las raices cluibicas de un nimero complejo
Encuentre las tres raices cibicas de z = 2 + 2i y grafiquelas en el plano complejo.

Solucion Primero se escribe z en forma polar usando grados. Se tiene
r=%21+ 2" =222y 0 = 45° Asi,
z = 2V/2(cos 45° + i sen 45°)

Al aplicar la férmula para rafces n-ésimas (en grados) con n = 3, se encuentra que
las rafces ciibicas de z son de la forma

o 4 s 4L
wy = {Eﬂ]'fi[cns(ﬁ 33&‘}%) - Esen(45 336!1]“#:)]

[

{:V’-—i]n‘a = (221 = I = 4

Se suma 360°/3 = 12(° a cada
argumento para obtener el argumento

de la siguiente raiz. donde k = 0, 1, 2. Asi, las tres raices ciibicas son
wy = V2(cos 15° + isen 15°) = 1.366 + 0.366i
Im 4 w; = V2(cos 135° + isen 135°) = —1 + i
V2i w, = V2 (cos 255° + i sen 255°) = —0.366 — 1.366i
7 i Las tres raices cibicas de z se grafican en la figura 10. Estas raices estin igualmente
Wi espaciadas en un circulo de radio V2. u
SC1 N B N
il Ejemplo 10 Resolver una ecuaciéon usando la formula
de raiz n-ésima
" [-v2i Resuelva la ecuacién z° + 64 = 0.
Figura 10 Solucion Esta ecuacitn se puede escribir como :* = —64. Entonces, las solu-
Las tres raices cibicasde z =2 + 2i ciones son las rafces sextas de —64, halladas en el ejemplo 8. L]
XN Ejercicios
1-8 = Grafique el nimero complejo ¥ encuentre su mddulo. 15-16 = Bosqueje z,, 23, 7; + 2; ¥ 2;2; en el mismo plano
1. 4 2. —3i fgila).
3 -2 i 15. 5, =2—i, z,=2+i
5 54+ 6. 7 =13 16, 2, = =1 +i, z,=2—3i
ot 8 —1- ?’- 17-24 ® Bosqueje el conjunto en el plano complejo.
9[3";4-" 5 —ﬁ;f‘ﬁ 17. {z=a + bi|a = 0,b =0}
11-12 ® Bosqueje el nimero complejo z y también bosqueje 18. {z=a+bila>1b>1}
sy =eydtad nieon shon lowiels 19. {z]iz| = 3) 2. {z[|z| = 1}
Elixaml 3! 12.:=-1+iV3 21 {z]|2] < 2} 22 {z|2=|z]| =5}

13-14 = Bosqueje el niimero complejo z ¥ su conjugado com-

plejo en el mismo plano complejo. 2. {z=a+bilatb=<12}

13. =8+ 2 14, z = =5 + 6i 4. {z=a+ bila=b}



604 CAPITULO 8 Coordenadas polares y vectores

2548 ® Escriba el niimero complejo en forma polar con
argumento & entre 0 y 2.

5. 1+ 26. 1 + V3 27. V2 = V2i
28, 1—i 29, 2V3 -2 30. -1+
3 =3 32, -3-3V3i 3 5+50

3. 4 35, 43 — 4 36. Bi

7. -2 B VI+i 39 34+ 4

40. i(2 — 2i) 41. 3i(1 + i) 42, 2(1 - i)
43, 4v3 + i) 44, —3 — 3 45, 2 +i

46. 3 + V3i 47. V2 + V2i 48. —mi

49-56 ® Encuentre el producto z,z, y el cociente z,/z,. Exprese
su respuesta en forma polar.
T

: LI
49, z, = cos 7 + i sen T, :;=cns—+as¢n;

L L In Im
50. z;, =cos— + isen—, 2z, =cos— + isen—
4 4 4 4

51. z; =3(ma% +i3=u1). I3 =5(m34T“+ |s=u4—w)

6 3
o . Qm .o T
52, 21=T(cm?+rm?). zz-l(msg+:scni)

53. z; = 4(cos 120° + i sen 120°),
z; = 2(cos 30° + isen 307)
54. 1, = V2(cos 75° + i sen 75°),
73 = 3V2(cos 60° + i sen 60°)
85, z, = 4(cos 200° + i sen 200°),
z; = 25(cos 150° + i sen 150°)
§6. z, = $(cos 25° + i sen 25°),
z, = Hcos 155° + i sen 155°)
57-64 w Escriba z, y z; en forma polar, y luego encuentre el
producto z,2; ¥ los cocientes z,/z; v 1/,
5. 5,=V3+i, 1=1+ V3i
88 =VI-V2i n,=1-i
589, 1, =2V3-2 z,=-1+i
60, z, = - V2i, z=-3-3V3i
6L z;=5+5i, =4 62. z, = 4VI - &i, z,=8i
63 z,=-20, ,=V3+i 64. 2,=3+4i, 2,=2-2

65-76 = Encuentre la potencia indicada por medio del teorema
de DeMoivre.

65. (1 + i)™
67. (2V3 + 2i)*

66. (1 — V3 i)
68. (1 —i)*

12
69. (if + 1"5—@:) 70. (V3 -0
: I ﬁ1 13
7. (2 - 2i)* 72. (_E_T')
73. (-1 =iy 74. (3 + V3
75. (2V3 + 2i)°* 1=yt

T1-86 ® Encuentre las raices indicadas y grafique las raices en
el plano complejo.

77. Las raices cuadradas de 43 + 4i

78. Las raices ciibicas de 4v3 + 4i

79. Las raices cuartas de —81/ 80. Las raices quintas de 32
82. Las raices cibicasde 1 + i
84. Las raices quintas de i

81. Las raices octavas de |
83. Las raices cibicas de i
85. Las raices cuartas de —1
86. Las raices quintas de —16 — 16%/3i

87-92 ® Resuelva la ecuacion.

87. *+1=0 88. *-i=0
89. - 4V3i-di=0 9. *-1=0
9L '+ 1= —i 92, *—-1=0

93, a) Sﬂw=mszf+iscnz?wdundcnﬁunnmﬂm

positivo. Muestre que 1, w, w’, w’, .. ., w"" son las n

distintas raices n-&simas de 1.

b) Si:z # () es cualquier nimero complejo y 5" = z, muestre
que las n distintas raices n-ésimas de z son

2 3

5, sw, sw’, sw’, ..., sw"”!

Descubrimiento = Debate

94. Sumas de raices de la unidad Encuentre los valores
exactos de las tres raices cibicas de 1 (véase el ejercicio 93)
vy luego simelas. Haga lo mismo para las raices cuarta, quin-
ta, sexta y octava de 1. ;Cudl considera que sea la
suma de las raices n-ésimas de 1, para cualquier n?

95. Productos de las raices de la unidad Encuentre el pro-
ducto de las tres raices clbicas de 1 (véase el ejercicio 93).
Haga lo mismo para las raices cuarta, quinta, sexta y
octava de 1. ;Cudl cree que sea el producto de las raices
n-simas de 1, para cualguier a?

9. Coeficlentes complejos y |a formula cuadratica La
férmula cuadritica funciona si los coeficientes de la ecuacidn
son reales o complejos, Resuelva estas ecuaciones usando
la fdrmula cuadrdtica vy, si es necesario, el teorema de
DeMoivre,

a) 22+ (1+dz+i=0
b) z2—iz+1=0
e -2-z-ti=0
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Fractales

PROYECTO PARA UN [ s g objetos geométricos que exhiben mis y mis detalles a medida
BASAGOR: L AR ARV MROR que se amplifican (véase Matemdticas en el mundo moderno en la pagina 600).
Muchos fractales se pueden describir al iterar funciones de nimeros comple-
jos. El fractal mds famoso se ilustra en las figuras 1 y 2. Se llama conjunto de
Mandelbrot, en honor de Benoit Mandelbrot, ¢l matemidtico que lo descubné
en la década de 1950.

Saaphen GarandPhoto Ressarchars, i,

Cortesia da Diavid Dy

Figura 1 Figura 2
Conjunto de Mandelbrot Detalle del conjunto de Mandelbrot

Aqui estd como se define el conjunto de Mandelbrot. Elija un nimero com-
plejo c, defina la funcién cuadritica compleja

flz)=2*+¢
Empezando con z; = 0, se forman las iteraciones de f como sigue:

5, = fl0) =c
2 = f(f(0)) = fle) =¢c* +¢
2 = fUUAO0)) = lf{cl ki) = (c* +c) ¢

Conforme se continda calculando las iteraciones, una de dos cosas sucederdn,
dependiendo del valor de ¢. Cualquiera de las iteraciones zy, z,, 23, =3,... forman
un conjunto acotado (es decir, el médulo de las iteraciones son menos que algiin
niimero fijo K), o de otro modo, con el tiempo se hardn cada vez mds grandes sin
cota. Los cdlculos de la tabla de la pigina 606 muestran que para ¢ = 0.1 + 0.2,
las iteraciones finalmente se estabilizan alrededor de 0.05 + 0.22i, mientras que
para ¢ = | — i, las iteraciones rdpidamente se vuelven tan grandes que una
calculadora no puede manejarlas,
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1. Use su calculadora como se describe en el margen de la pdgina 606 para
decidir si el mimero complejo ¢ estd en el conjunto de Mandelbrot. (Para el
inciso f), calcule por lo menos 60 iteraciones.)

a) c=1 b) c= -1
c) ¢ = —0.7 + 0.15i d) ¢ = 0.5 + 0.5i
el c=i f) ¢ = —1.0404 + 0.2509i

2. Use el programa MANDLBRT con un rectingulo de vision mas pequefio para
aumentar una porcion del conjunto de Mandelbrot cerca de su borde, (Guarde
la imagen final en un lugar diferente si desea mantener completa la imagen
de Mandelbrot en “1".) ; Ve mds detalle?

3. a) Escriba un programa de calculadora que tome como una entrada un ni-
mero complejo ¢, itere la funcidn f(z) = =* + ¢ unas cien veces y lucgo dé
el siguiente resultado:

® “NO ACOTADA EN N7, sizyes la primera iteracion cuyo médulo
es mayor que 2

® “ACOTADA" si cada iteracion de z; a 2, tiene médulo menor o
igual a 2

En el primer caso, el nimero ¢ no estd en ¢l conjunto de Mandelbrot
y el indice N indica la rapidez con la que la iteracion se vuelve no
acotada. En el segundo caso, es probable que ¢ esté en el conjunto de
Mandelbrot,

b) Use su programa para probar cada uno de los nimeros del problema 1.

c) Elija otros nimeros complejos v use su programa para probarlos.

A
Figura 1

En aplicaciones de matematicas, ciertas cantidades se determinan por completo por
su magnitud; por ejemplo, longitud, masa, drea, temperatura y energia. Se habla de
una longitud de 5 m o una masa de 3 kg; sélo es necesario un niimero para describir
cada una de estas cantidades. Tal cantidad se llama escalar.

Por otro lado, para describir el desplazamiento de un objeto, se requieren dos
nimeros: la magnitud y la direccién del desplazamiento. Para describir la veloci-
dad de un objeto en movimiento, se debe especificar tanto la velocidad como la di-
reccidn del recorrido. Cantidades como desplazamiento, velocidad, aceleracion y
fuerza que se relacionan con magnitud asi como direccidn se llaman cantidades di-
rigidas. Una forma de representar tales cantidades mateméticamente es a través del
uso de vectores.

Descripcion geomeétrica de vectores

Un vector en el plano es un segmento de recta con una direccidn asignada. Se bos-
queja un vector como se muestra en la figura 1 con una flecha para especificar la di-
reccidn. Este vector se denota por AB. El punto A es el punto inicial y B es el punto
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/
1/7/

Figura 4

Suma de vectores

Figura 5
Multiplicacién de un vector por un escalar

terminal del vector AB. La longitud del segmento de recta AB se conoce como la
magnitud o longitud del vector y se denota mediante | AB |. Se usan letras en negri-
tas para denotar vectores. Asi, se escribe u = AB.

Se considera que dos vectores son iguales si tienen igual magnitud v la misma
direccién. Por lo tanto, los vectores de la figura 2 son iguales., Esta definicidn de
igualdad tiene sentido si se imagina que un vector representa un desplazamiento. Dos
desplazamientos de este tipo son los mismos si tienen magnitudes iguales y la misma
direccidn. Asi, los vectores de la figura 2 se pueden imaginar como el mismo despla-
zamiento aplicado a objetos en lugnr:s distintos del plano.

Si el desplazamienton = .-!..E va seguido del desplazamiento v = BC, entonces el
desplazamiento resultante es AC como se muestra en la figura 3. En otras palabras,
el desplazamiento simple representado por el vector AC‘ tiene el mismo efecto que los los
otros dos desplazamientos juntos. Se llama al vector AC la suma de los vectores AB
y BC y se escribe AC = AB + BC. (El vector cero, denotado por 0, no representa
ninglin desplazamiento.) Asf, para hallar la suma de dos vectores cualesquiera u y v,
se bosquejan vectores iguales a u y v con el punto inicial de uno en el punto terminal
del otro (véase la figura 4a)). 51 se dibujan u y v empezando en el mismo punto, enton-
ces u + v es el vector que es la diagonal del paralelogramo formado por u y v, como
se 1lustra en la figura 4b).

Si @ es un ndmero real y v es un vector, se define un nuevo vector av como sigue:
el vector av tiene magnitud |a| | v| y tiene la misma direccién que vsia > 0o la
direccién opuesta si a < (). Sia = 0, entonces av = 0, el vector es cero. Este proce-
s0 se llama multiplicacion de un vector por un escalar. Multiplicar un vector por
un escalar tiene el mismo efecto de alargar o acortar el vector. En la figura 5 se mues-
tran gréficas del vector av para diferentes valores de a. Se escribe el vector (—1)v
como —v. Asi, —v es el vector con la misma longitud que v pero con la direccién
opuesta.

La diferencia de dos vectores u y v se define poru — v = u + (—v). La figura 6
muestra que el vector u — v es la otra diagonal del paralelogramo formado poru y v.

Figura 6

Resta de vector



Observe la distincion entre el vector
(e, b} vy el punio (a, b),

.".-' _ I|'|

ER
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Vectores en el plano coordenado

Hasta aqui se han estudiado los vectores de manera geométrica. Al colocar un vector
en el plano de coordenadas, es posible describirlo de manera analitica (es decir, por
medio de componentes). En la figura 7a), para ir del punto inicial del vector v al pun-
to terminal, se va @ unidades a la derecha y b unidades hacia arriba. Se representa a v
como un par ordenado de mimeros reales.

v = {a,b)

donde a es la componente horizontal de v y b es la componente vertical de v. Re-
cuerde que un vector representa una magnitud y una direccién, no una flecha particu-
lar en el plano. Asi, el vector (a, b) tiene muchas representaciones distintas, lo cual

depende de su punto inicial (véase la figura 7b)).

Ya ¥i

=T
=7

a) b)
Figura 7

Si se usa la figura 8, la relacion entre una representacion geométrica de un vector
y la analitica se puede expresar como sigue.

Forma de componentes de un vector

Si un vector v se representa en el plano con punto inicial Px,, v,) y punto
terminal Q(x,, y,), entonces

Vi - — W)

lo 1 Descripcion de vectores en forma
de componentes

a) Encuentre la forma de componentes del vector u con punto inicial (=2, 5) y
punto terminal (3, 7).

b) Siel vector v = (3, 7) se bosqueja con punto inicial (2, 4), ;cudl es su punto
terminal?
c) Bosgueje representaciones del vector w = (2, 3) con puntos iniciales en (0, 0),
(2.2), (=2, —1)y(1,4)
Solucion
a) El vector deseado es
u={3-(-2),7-5=(52
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VA . b) Sea(x, y) el punto terminal de v. Entonces,

_ Porlotantox —=2=3yy—4=T7o0x= 5yy= 11. El punto terminal es (5, 11)
4 X’ iV c) Las representaciones del vector w se bosquejan en la figura 9. ]

7{1 N (k=2,y-4=(37)
i "

\7‘1" -+ N Ahora se dan las definiciones analiticas de las distintas operaciones en vectores
" / que se han descrito en forma geométrica. Se comienza con la igualdad de vectores.
A ( “ Se dice que dos vectores son iguales si tienen igual magnitud y la misma direccidén.
Lf 0 : 1 X Para los vectores u = {(a,, b} y v = {(a,, b,), esto significaque a, = a, y b, = b,. En
otras palabras, dos vectores son iguales si y s6lo si sus componentes correspondien-
tes son iguales. Asi, las flechas de la figura 7b) representan el mismo vector, como
las flechas de la figura 9.
Al aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo de la figura 10, se obtiene la si-
guiente formula para la magnitud de un vector.

Yi

Magnitud de un vector

La magnitud o longitud de un vector v = {a, h) es

v| = Va? + b
0 X
[v| = Ja? + b7 Ejemplo 2 Magnitudes de vectores
Figura 10 Encuentre la magnitud de cada vector.
a) u=(2,-3) b) v = (5,0) ¢) w= (33

Solucion
a) jlul = V22 +(-3)*=v13

b) [v|= V5 +0P=v25=5
o |wl=VE+E=VE+E=1 .

Las siguientes definiciones de suma, resta y multiplicacion por un escalar de vec-

tores corresponden a las descripciones geométricas antes dadas. En la figura 11 se
muestra como la definicién analitica de suma corresponde a la geométrica.

Operaciones algebraicas en vectores

Siu = {a,, b} y v = {a,, by), entonces
u+v=/{a +a,b +b)
u=v=(a —ayb — b)
cu = (ca,, chy), cER
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Figura 16

¥i

jo 7 Calcular una ruta E

Una mujer bota una lancha desde la orilla de un rio recto y quiere desembarcar en
el punto directamente en la orilla opuesta. Si la velocidad de la lancha (con respecto
al agua) es de 10 millas/h y el rio fluye al este a la velocidad de 5 millas/h, jen qué
direccién debe dirigir la lancha a fin de llegar al punto deseado?

Solucion Se elige un sistema coordenado con el origen en el punto inicial de la

lancha como se muestra en la figura 16. Sean u y v las velocidades del rio y la lancha,
respectivamente. Es claro que u = 5i y, puesto que la velocidad de la lancha es de

10 millas/h, se tiene | v| = 10, por lo tanto

v =(10cos 8)i + (10 sen 8)j

donde el dngulo 6 es como se muestra en la figura 16. El curso verdadero de la lan-
cha estd dado por el vector w = u + v, Se tiene

w=u+v=>5i+ (10cos8)i + (10 sen 8)j
= (5 + 10 cos 8)i + (10 sen 8)j

Puesto que la mujer quiere tocar tierra en un punto directamente opuesto al rio, su
direccidn debe tener un componente horizontal 0. En otras palabras, se debe elegir
@ de tal manera que

3+ 10cosf =10
cosf = —3
g = 120°
Por consiguiente, ella debe dirigir la lancha en la direccién 8 = 120° (o N30°W). =

La fuerza también estd representada por un vector. De manera intuitiva, se pue-
de considerar que la fuerza describe la accién de empujar o jalar un objeto, por ejem-
plo, un empuje horizontal de un libro por una mesa o la atraccién hacia abajo de la
gravedad terrestre sobre una pelota. La fuerza se mide en libras (o en newtons, en el
sistema métrico). Por ejemplo, un hombre que pesa 200 libras ejerce una fuerza de
200 Ib hacia abajo sobre el suelo. Si varias fuerzas actian sobre un objeto, la fuerza
resultante que experimenta el objeto es la suma vectorial de estas fuerzas.

Dos fuerzas F, y F, con magnitudes 10 y 20 Ib, respectivamente, actian sobre un
objeto en un punto P como se ilustra en la figura 17. Encuentre la fuerza resultante
que actda en P,

Solucion Se escribe F, y F; en la forma de componentes:

F, = (10 cos 45°)i + (10 sen 45°)j = lﬂgi + 10 ?j = 5v2i + 5Vv2j

F, = (20 cos 150°)i + (20 sen 1507)j = —EﬂvTii + Zﬂ(%)j

= —10V3i + 10j
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30 respecto del suelo. Encuentre las componentes horizon-
tal y vertical de la fuerza.

40. Componentes de una velocidad Un avidn de propul-

sidn vuela en direccién N 20° E con una velocidad de

500 millas/h. Encuentre las componentes norte y este
de la velocidad.

41. Velocidad Un rio fluye al sur a 3 millas/h, Un nadador que

intenta cruzar el rio se dirige al este nadando a 2 millas/h
respecto al agua. Encuentre la velocidad verdadera del
nadador como un vector.

42, Velocidad Un salmdn migratorio se dirige en la direccién

N 45° E, nadando a 5 millas/h respecto al agua. Las corrien-
tes que prevalecen en el océano fluyen al este a 3 millas/h.
Encuentre la velocidad verdadera del pez como un vector.

43. Velocidad verdadera de un avion Un piloto dirige su

avidn al este. El avidn tiene una velocidad de 425 millas/h

respecto al aire, El viento sopla al norte con una velocidad

de 40 millas/h.

a) Exprese la velocidad del viento como un vector en la
forma de componentes,

b) Exprese la velocidad del avién respecto al aire como
un vector en la forma de componentes.

¢) Encuentre la velocidad verdadera del avién como
un vector.

d) Determine la velocidad y direccién verdaderas del
avidn.

44. Velocidad verdadera de un avion Un avidn que vuela

por un vienio que fluye a una velocidad de 55 millas/h en la
direccién N 30° E (véase la figura). El avidn tiene una velo-
cidad de 765 millas/h respecto al aire, y el piloto dirige al
avidn en la direccién N 45° E.
a) Exprese la velocidad del viento como un vector en la
forma de componentes.
b) Exprese la velocidad del avién respecto al aire como
un vector en la forma de componentes.
¢) Encuentre la velocidad del avién como un vector.

45,

46.

47.

d) Determine la verdadera velocidad y la direccién del

avidn.
*I‘N

g’,

o
i

1/

/

Velocidad verdadera de un avion Encuentre la veloci-
dad y la direccién verdaderas del avién del ejercicio 44 si el
piloto dirige el avién en la direccién N 30° W.

Velocidad verdadera de un avién ;En qué direccidn

debe dinigir el avidn el piloto del ejercicio 44 para que el

curso verdadero sea al norne?

Velocidad de un bote Un rio recto fluye al este a una

velocidad de 10 millas/h. Un navegador comienza en la ori-

lla sur del rio y se dirige en la direccidén 60° desde la orilla

(véase la figura). El bote tiene una velocidad de 20 millas/h

respecto al agua.

a) Exprese la velocidad del rio como un vector en la forma
de componentes.

b) Exprese la velocidad del bote respecto al agua como un
vector en la forma de componentes.

¢) Encuentre la velocidad verdadera del bote.

d) Determine la velocidad y direccién verdaderas del
bote.

Velocidad de un bote El navegador del ejercicio 47

quiere llegar a un punto en la orilla norte del rio directamen-

te opuesto al punto de partida. ;En qué direccién debe

dirigir el bote?

Velocidad de un bote Un bote va en direccién N 72° E.

La velocidad del bote respecto al agua es de 24 millas/h. El

agua fluye directamente hacia el sur. Se observa que la

direccidn verdadera del bote es hacia el este.

a) Exprese la velocidad del boie respecto al agua como un
vector en la forma de componentes.
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Hy

Definicion del producto punto

Siu = {(a,, b,) y v = {a,, b,) son vectores, entonces su producto punto,
denotado por u - v, se define como

nm:=:y¥y = ayds + b|b=

Asi que para hallar el producto punto de u y v se multiplican las componentes
correspondientes y se suman. El producto punto ne es un vector; es un nimero real
o escalar.

Ejemplo 1 Calculo de productos punto
a) Siu= (3, —2) yv = {4, 5) entonces
u-v=(3)(4) +(-2)5) =2
b) Siu=2i + jyv = 5i — 6j, entonces
u-v=(2)(5) + (1)(—6) =4 ]

Las demostraciones de las siguientes propiedades del producto punto se deducen
con facilidad de la definicion.

Propiedades del producto punto

T.uv=v-u
2. (au)-v=alu-v) = u-(av)
J.(ut+tv)-w=u-wt+v-w

4 |u*=u-n

® Demostracion Se prueba sdlo la dltima propiedad. Las demostraciones de
las otras se dejan como ejercicios. Sea u = {a, b). Entonces

u-u = (ab)(ab)=a*+b*= |u|? u

Sean u y v vectores tricelos con puntos iniciales en el origen. Se define al dngu-
lo # entre u ¥ v como el més pequefio de los dngulos formado por estas representa-
ciones de u y v (véase la figura 1). Asi, 0 = 8 = =. El siguiente teorema relaciona el
dngulo entre dos vectores con su producto punto.

Teorema del producto punto

Si # es el dngulo entre dos vectores no Cero u y v, entonces

u-v= |ul|v|cos#
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Figura 4

o4 Resolver una fuerza en componentes ﬂ

Un automdvil que pesa 3000 Ib se estaciona en una entrada que tiene una

inclinacién de 15° respecto a la horizontal, como se muestra en la figura 5.

a) Encuentre la magnitud de la fuerza requerida para evitar que el automévil se va-
ya hacia atrds.

b) Encuentre la magnitud de la fuerza que experimenta la entrada debido al peso
del automavil.

Solucion El automdvil ejerce una fuerza w de 3000 Ib directamente hacia abajo.
Se resuelve w en la suma de dos vectores u y v, uno paralelo a la superficie de la
entrada y el otro perpendicular a ésta, como se ilustra en la figura 5.

a) La magnitud de la parte de la fuerza w que causa que el automévil ruede hacia
abajo de la entrada es

|u| = componente de w a lo largo de u = 3000 cos 75° = 776

Por consiguiente, la fuerza necesaria para evitar que el automdvil se vaya hacia
atris es de alrededor de 776 Ib.
b) La magnitud de la fuerza que ejerce el automdvil en la entrada es

| ¥| = componente de w a lo largo de v = 3000 cos 15° = 2898

Figura 5
La fuerza que experimenta la entrada es de casi 2898 |b. u
La componente de u a lo largo de v se puede calcular por medio de producto
punto:
v||u|cos# .
|ulmsﬂ=| ||u] _u-v
A vl
Se ha mostrado lo siguiente.

Calculo de componentes

La componente de u a lo largo de v es ﬁ
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¥i
60°
P(0,0) X
Figura 8

Ejemplo 8 Calcular el trabajo

Una persona jala un carro horizontalmente ejerciendo una fuerza de 20 lb en la
manija. Si la manija forma un dngulo de 60° con la horizontal, encuentre el trabajo
hecho al mover el carro 100 pies.

Solucion Se elige un sistema coordenado con el origen en la posicién inicial del
carro (véase la figura 8). Es decir, el carro se mueve del punto P(0, 0) al punto ({100, 0).
El vector que representa este desplazamiento es

D = 100i

La fuerza sobre la manija se puede escribir en términos de las componentes (véase la
seccion 8.4 como

F = (20 cos 60°)i + (20 sen 60°)j = 10i + 10V3j

De modo que el trabajo hecho es
W =F-D = (10i + 10v3j) - (100i) = 1000 pies-Ib o
X3 Ejercicios
1-8 ® Encuentre a) u - v ¥ b) el dngulo entre u y v hasta el 19-22 ® Encuentre la componente de u a lo largo de v.

grado mds proximo.

Lu={20), v=(,1}
2u=1+v3}, v=-V3I+]
JLu={Q"Nn v={31)

4. u={(=6,6), v={(1,—-1)
5.u=(3,-2), v={(1.2)
Gu=2+j, v=31-2j

7. u=-5j, v=-i-V3j
Bu=i+j, v=1—]

19. u=(4,6), v=43,-4)

20, u = {-3,5), v=(1/V2,1/v2)
2. u=7i-24j, v=]

22. u=7Ti, v=8i+6j

23-28 = a) Calcule proyy u. b) Resuelva u en u, y u,,
donde u; es paralelo a v y u, es ortogonal a v.

23, u={(=2,4), v={1,1)
4. u=(7,—-4), v=4{2,1)}
25, u=(1,2), v=(1,-3

9-14 B Determine si los vectores dados son ortogonales. 26. u=1{(11,3), v={(=3 -2
9 u={64), v=(=2,3 10. u={D, —5), v=1_{4,0) 27. u=(2,9), v={(-3,4)
1L u=(=26), v={4,2) 12, u=2 v=-Tj B e=il1) v=( -1

12 u=2A-8}), v=-12-3j
14, u=4i, v=—j+ 3j

29-32 ® Encuentre el trabajo hecho por la fuerza F al mover un
objetode P a Q.

15-18 = Encuentre la cantidad indicada, suponiendo que 29. F=4i-5j; P(0,0),0Q(3.8)

u=2i+jv=i—3jyw=3i+4j

30. F = 400i + 50; P(—1,1),0(200,1)

15. usv+u-w 16. u-(v + w) 3. F=10i + 3j; P(2,3), 0(6,-2)
17. (u + v)+(u = v) 18. (u-v)(u-w) 32. F = —4i + 20j; P(0,10), Q(5,25)



33-36 ® Scan u, v ¥y W vectores y a un escalar. Pruebe la
propiedad dada.

. urv=veu

34. (au) v = a(u-v) = u-(av)

B (ut+v)rw=pgw+vw

36. (u—v)-(u+v)=|u|=-|v|

37. Muestre que los vectores proy, u y u — proy, u son
ortogonales.,

38. Evalie v - proy, u.

Aplicaciones

39. Trabajo La fuerza F = 4i = 7j mueve un objeto 4 pies
a lo largo del eje x en la direccidn positiva. Encuentre el
trabajo hecho si la unidad de fuerza es la libra.

40. Trabajo Una fuerza constante F = (2, &) mueve un objeto
a lo largo de una recta desde el punto (2, 5) hasta el punto
(11, 13). Encuentre el trabajo hecho si la distancia se mide
en pies vy la fuerza se mide en libras.

41. Trabajo Una cortadora de césped es empujada una distan-
cia de 200 pies a lo largo de una trayectoria horizontal por
una fuerza constante de 50 lb. La manija de la podadora se
mantiene a un dngulo de 30° desde la horizontal (véase la
figura). Encuentre el trabajo hecho

-

41. Trabajo Cierto automévil es conducido 500 pies sobre
una carretera que estd inclinada 12° respecto de la horizon-
tal, como se muestra en la figura. El automdvil pesa 2500 Ib,
Asi, la gravedad actia hacia abajo sobre el automdvil con
una fuerza constante F = —2500j. Encuentre el trabajo que
realiza el automdvil para vencer la gravedad.

43. Fuerza Un automdévil estd sobre una entrada que estd
inclinada 25° respecto a la horizontal. Si el automdvil pesa
2755 b, encuentre la fuerza requerida para evitar que ruede
hacia atrds.
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44. Force Un automdvil estd sobre una entrada que estd incli-
nada 10° respecto a la horizontal. Se requiere una fuerza de
490 Ib para evitar que el automdvil ruede hacia atris.

a) Determine el peso del automévil.

b) Calcule la fuerza que ejerce el automdvil contra la
entrada.

45. Fuerza Un paguete que pesa 200 Ib se coloca sobre un
plano inclinado. 51 una fuerza de 80 Ib es suficiente para
evitar que se deslice el paguete, determine el dngulo de
inclinacion del plano. (Ignore los efectos de la fniccion.)

46. Fuerza Un carro que pesa 40 Ib se coloca sobre una ram-
pa inclinada 15° respecto a la horizontal, El carro estd
sostenido por una cuerda la cual tiene un dngulo de 60°
respecto a la horizontal, como se muestra en la figura. En-
cuentre la fuerza que debe ejercer la cuerda sobre el carro
para evitar que ruede por la rampa.

Descubrimiento *» Debate

47, Distancia desde un punto a una recta Seal larecta

2x + 4y = 8 y sea P el punto (3, 4).

a) Muestre que los puntos Q{0, 2} v R(2, 1) se ubican
sobre L.

b) Seanu = _E'_Fy ¥ = ﬁ.mumucsmwl&ﬁm.
Encuentre w = proy, u.

¢) Bosqueje una gréfica que explique por qué |u — w | es
la distancia de P a L. Determine la distancia.

d) Escriba un pérrafo corto que describa los pasos necesa-
rios para hallar la distancia de un punto a una recta.
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Figura 2

PROYECTO PARA UN
DESCUBRIMIENTO

Navegar contra el viento

Los navegantes dependen del viento para propulsar sus embarcaciones. ;Pero
qué pasa si el viento sopla en una direccién opuesta a la que quieren ir? Aungue
obviamente es imposible navegar directamente en contra del viento, es posible
navegar en cierto dngulo hacia el viento, Entonces cambiando de direccion,

es decir, al ir zigzagueando en lados altemos de la direccion del viento, un nave-
gante puede avanzar contra el viento (véase la figura 1).

Figura 1 L
Cambio de direccion

L Como se debe alinear la vela para propulsar la embarcacion en la direccion
deseada hacia el viento? Esta pregunta se puede contestar modelando el viento
como un vector v estudiando sus componentes a lo largo de la quilla v la vela.

Por ejemplo, suponga que un velero que se dirige al norte tiene su vela inclina-
da en la direccidén N 20° E. El viento sopla hacia la vela en la direccién § 45° W
con una fuerza de magnitud F (véase la figura 2).

1. Muestre que la fuerza eficaz del viento sobre la vela es F sen 25% Esto se
puede hacer al hallar las componentes del viento paralelas a la vela y perpen-
diculares a ella. La componente paralela a la vela se desliza y no propulsa a
la embarcacion. S6lo la componente perpendicular empuja contra la vela.

2. Sila quilla de la embarcacion estd alineada al norte, jqué fraccidn de la fuer-
za F propulsa a la embarcacion? Sélo la componente de la fuerza hallada en
el problema | paralela a la quilla propulsa a la embarcacion.

(En la realidad, otros factores, incluyendo las propiedades aerodindmicas
de la embarcacion, tienen influencia en la rapidez de la embarcacion. )

3. Siun bote con direccién norte tiene su vela inclinada en la direccion N a” E, y
el viento sopla con fuerza F en la direccidn S 8° W donde 0 < a < 8 < 180,
encuentre una formula para la magnitud de la fuerza que en realidad impulsa
a la embarcacion.
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Revision de conceptos
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1. Describa como las coordenadas polares representan la posi-
cién de un punto en el plano

2. a) ;Qué ecuaciones utiliza para cambiar de coordenadas
rectangulares a polares?
b) ;Qué ecuaciones utiliza para cambiar de coordenadas
rectangulares a polares?
3. ;Cémo traza la grifica de una ecuacién polar r = f{#)?
4. ;Qué tipo de curva tiene una ecuacion polar de la forma
dada?
a) r=acos! o r=asend
b) r=a(l £cosf) o r=all = send)
c)r=ag*bcosf o r=a*hsenf
d) r=acosnfl o r=asennd
5. (Como grafica un nimero complejo =7 ;Cuil es la forma

polar de un ndmero complejo 7 ; Cudl es el modulo de =7
; Cuiil es el argumento de =7

6. a) ;Como multiplica dos nimeros complejos si estin dados
en forma polar?

b) ;Como divide dos nimeros de este tipo?

7. a) Exprese el teorema de DeMoivre,
b} ;Como encuentra las raices n-ésimas de un nimero com-
plejo?

Ejercicios

8. a) ;Cudl es la diferencia entre un escalar y un vector?

b) Dibuje un diagrama para mostrar como sumar dos
vectores,

¢) Dibuje un diagrama para mostrar como restar dos
vectores.

d) Dibuje un diagrama para mostrar cémo multiplicar un
vector por los escalares 2, 1, =2y — 1.
9. Siu = {(a,, b}, v = {ay, b;) v c es un escalar, escriba expre-
siones parau + v,u — v,cuy |u|.
10. a) Siv = (a, b}, escriba v en términos de i y j.
b) Escriba las componentes de v en términos de la magnitud
y direccién de v.
11. Siu = {a, b} y v = {a,, by), jcudl es el producto punto
dew - v?
12. a) ;Como usa el producto punto para hallar el angulo entre
dos vectores?
b) ;Coémo usa el producto punto para determinar si dos vec-
tores son perpendiculares?
13. ;Cuil es la componente de u a lo largo de v y cémo la calcula?
14. ;Cuil es la proyecciin de u sobre v ¥ como la calcula?

15. ;Cuinto trabajo realiza la fuerza F al mover un objeto a lo
largo de un desplazamiento D7

1-6 ™ Se da un punto P(r, #) en coordenadas polares. a) Grafi-
que el punto P. b) Encuentre coordenadas rectangulares para P.

L (12,5 2. (8,—7)
% (-3.7) 4. (-V3,%)
5. (4v3,-7%) 6. (-6v2,-%)

7-12 ® Se da un punto P{x, v) en coordenadas rectangulares.
a) Grafigue el punto P.

b) Hallar las coordenadas polares para P con r = (.

¢) Encuentre las coordenadas polares para P con r = (0.

7. (8,8) 8. (—Vv2,V6)
9. (-6W2, -6v32) 10. (3%/3.3)
11. (—3,v3) 12, (4, —4)

13-16 ® a) Convierta la ecuacion a coordenadas polares y sim-
plifique. b) Grafique la ecuacion. [Sugerencia: use la forma de la
ecuacién que encuentre mis ficil graficar. |

13, x+y=4

15. 2’ + y'=dx + 4y

14. vwv=1
16. (x* + ) = 2uy

17-24 ® a) Bosqueje la grafica de la ecuacion polar.
b) Exprese la ecuacion en coordenadas rectangulares.

1. r=3+ 3cosh 18. r=3send
19. r=2sen 28 20, r=4 cos 39
21. ' = sec 26 22 rP=4sen29
2. r=send + cos @ M. r 2

T 24 cosh



628 CAPITULO8 Coordenadas polares y vectores

. 25-28 ® Use un dispositive de graficacion para trazar la ecua-

cion polar. Elija el dominio de @ para asegurarse de que produce
la grifica completa.

25. r = cos(6/3)

27. r = 1 + 4 cos{8/3)
2. r=0senf, —-6wrs0=sbw

29-34 ® Se da un ndmero complejo.

a) Grafique el nimero complejo en el plano complejo.
b) Encuentre el médulo y el argumento.

¢) Escriba el nimero en forma polar.

26, r = sen(99/4)

29 4+ 4 3. -1
3.5+ 3% 21+ V3
33 -1+ M 20
35-38 ® Use el teorema de DeMoivre para hallar la potencia in-
dicada.
35 (1 - V3 36 (1 +0)°
I. . |
37. (V3i+ D™ 38, (E+l§1i)

39-42 ® Encuentre las raices indicadas.

3. Las raices cuadradas de — 16d

40. Las raices ciibicas de 4 + 4V/3i

41, Las raices sextas de | 42. Las raices octavas de i

4344 ® Encuentre (u|,u+v,u— v, 2uy3u— v,

3. u=(-2,3v=(81 4 u=2i+jv=i—2j

45. Encuentre el vector u con punto inicial 0, 3) v punto
terminal @3, —1).

46. Encuentre el vector u que tiene longitud |(u| =20y
direccidn # = 60°,

47. Si el vector 5i — 8j se coloca en ¢l plano con su punto
inicial P(3, 6), encuentre su punto terminal.

48. Encuentre la direccidn del vector 2§ — 5.

49. Dos remolcadores estdn jalando una barcaza. Uno jala con
una fuerza de 2.0 % 107 Ib en la direccién N 50° E y el otro
con una fuerza de 3.4 x 10° Ib en la direccitn S 75° E.

a) Encuentre la fuerza resultante sobre la barcaza como
un vector.

b) Determine la magnitud y direccién de la fuerza
resultante.

50. Un avidn va con rumbo al N 60° E a una velocidad de
600 millas/h respecto al aire. Un viento comienza a soplar
en la direccién N 30° W a 50 millas/h.

a) Encuentre la velocidad del avidn como un vector,
b) Encuentre la velocidad verdadera vy la direccitn
del avidn.

51-54 m Encuentre |u|,u-uyu-+v.
5l.u={4,-3), v=09,-8)

52. u=(5,12}, v=(10,-4)
SB.u=-2d4+2j v=i+]
54. u= 10§, v=35i-13j

55-58 m ;Sonu v v ortogonales? En caso contrario, encuentre
el dngulo entre ellos.

55. u=(-4.2), v=(3,6)
56. u=4{5,3), v=(-2,6)
57. u=2i+j, v=i+13j
58. u=i—j, v=i+]

59-60 ® Se dan los vectores u y v.

a) Encuentre ¢l componente de u a lo largo de v.

b) Encuentre proj, u.

¢) Resuelva u en dos vectores u, ¥ u,, donde u, es paralelo
a4V ¥ U, es perpendicular a v.

59.u=(3,1), v={6—1)

60. u={-8,6), v=(20, 20)

61. Encuentre el trabajo hecho por la fuerza F = 2i + 9j al
mover un objeto del punto (1, 1) al punto (7, —1).

62. Una fuerza F con magnitud de 240 |b mueve un objeto en la
direccién del vector D una distancia de 20 pies. 51 el trabajo
hecho es 3800 pies-libra, encuentre el dngulo entre F y D.
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. @) Convierta el punto cuyas coordenadas polares son (8, 5m/4) a coordenadas

rectangulares,

b} Encuentre dos representaciones en coordenadas polares para el punto en coordena-
das rectangulares (—6, 2%/3), una con r > 0 y otra con r < 0, y ambas con
0=8<2m

a) Grafique la ecuacién polar r = B cos 8. jQué tipo de curva es ésta?

b} Convierta la ecuacién a coordenadas rectangulares.

Seaz =1+ V3i.

a) Grafique z en el plano complejo.
b) Escriba z en forma polar.
¢} Encuentre ¢l niimero complejo z°.

I A T 3T S
Sea z, =4(EDSE +zsl:nE) Yy 3= I(EDEE +1unE).

)
Encuentre z,z, ¥ o
z

5. Encuentre las raices ciibicas de 27i y bosquéjelas en el plano complejo.
6. Sea u el vector con punto inicial P(3, —1) v punto terminal (-3, 9).

7.

a) Exprese u en términos de i y j.
b} Encuentre la longitud de u.

Sﬂﬂll:{l,.a:'}"l’:{""ﬁ',:}.
a) Encuentre u — 3v. b) Encuentre (u + v|.
c) Encuentre u + v. d) ;uy v son perpendiculares?

8. Seau = (—43,4),

10.

11.

a) Grafique u con punto inicial (0, 0).
b) Encuentre la longitud y direccidn de u.

. Un rio fluye al este a 8 millas/h. Una persona dirige su lancha de motor en una direccidn

N 30° E en el rio. La velocidad de la lancha con respecto al agua es de 12 millas/h.
a) Exprese la velocidad verdadera del motor como un vector.

b) Encuentre la velocidad y direccién verdaderas de la lancha.
Seam=3i+2jyv=51-]

a) Encuentre el dngulo entre u y v,

b) Encuentre la componente de u a lo largo de v.

¢} Encuentre proj, u.

Encuentre el trabajo hecho por la fuerza F = 31 — 5] al mover un objeto del punto (2, 2)
al punto (7, =13).



Figura 3

El punto P sobre la superficie de la
Tierra se proyecta sobre el punto P’
sobre el plano mediante un rayo desde
el polo norte.
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Proyeccion estereografica

En la proyeccion estereogrifica se imagina a la Tierra colocada en el plano coordenado
con el polo sur en el origen. Los puntos sobre la Tierra estin proyectados sobre el plano
mediante rayos que emanan del polo norte (véase la figura 3). La Tierra se coloca de modo
que el primer meridiano (longitud () corresponda al eje polar. Como se muestra en la fi-
gura 4a), un punto P sobre la Tierra en la longitud «® E y latitud §° N se proyecta sobre
el punto P'(r, 8) cuyas coordenadas polares son

r= mm(g + 45ﬂ)

f=a

En la figura 4b) se muestra cémo se obtiene la primera de estas férmulas

;
;
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a) Proyeccién estereogrifica b) Seccidn transversal de la
proyeccidn estereogrifica

En la figura 5 se muestra un mapa estereogrifico del hemisferio sur.

Figura 5
Proyeccidn estereogréifica del hemisferio sur
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7-8 ® La proyeccidn estereogrifica también alarga las distancias, mientras mds lejos estén
del polo sur, mis se alargan las distancias. En estos problemas se encuentran los factores por
los que las distancias estdn distorsionadas en la proyeccidn estereogrifica en varios lugares.

1.

10.

Distancias proyectadas Encuentre la relacion entre la distancia proyectada sobre el
plano v la distancia real en la esfera entre las latitudes dadas a lo largo de un meridiano
{véase la figura a la 1zquierda).

a) Entre la latitud 20° y 21° §

b) Entre la latitud 40° y 41° S

c) Entre la latitud 80° y 81° §

Distancias proyectadas Encuenitre la relacién entre la distancia proyectada sobre el
plano y la distancia sobre la esfera a lo largo de la paralela de latitud dada entre dos puntos

que estdn apartados 1% de latitud (véase la figura).

a) Latitud 20° S
b) Latitud 40° S
¢) Latitud 80° §
\1;:".
.-"F-_-_\ch."‘"
% bt
LY
-

Lineas de latitud y longitud En este proyecto se ve cdmo la proyeccion transfiere

lineas de latitud y longitud desde una esfera a una superficie plana. Se necesitard un tazén

de vidrio redondo, papel de calcar y una fuente de luz {un bombillo pequefio transparen-

te). Use un marcador negro para trazar lineas igualmente espaciadas de latitud v longitud

en el exterior del tazdn.

a) Para modelar la proyeccion estereogrifica, cologue el tazén sobre una hoja de papel
de calcar y use la fuente de luz como s¢ muestra en la figura a la 1zquerda.

b) Para modelar la proyeccién cilindrica, envuelva el papel de calcar alrededor del tazon y
use la fuente de luz como se muestra en la figura siguiente.

Otras proyecciones Hay muchas otras proyecciones de mapas, como la proyeccién
conica de Albers, la azimutal, la cilindnca de 1gual drea de Behrmann, las proyecciones
isogrificas y ortogrificas de Gall, la proyeccidn gnémica, la proyeccitn equivalente de
Lambert, la de Mercator, la de Mollweide, la rectangular y la sinusoidal. Investigue una
de estas proyecciones en su biblioteca o en la Intemnet vy escriba un informe que explique
como se construye el mapa y que describa sus ventajas y desventajas.
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Podemos resolver este sistema en
forma grifica. El punto (200, 8(1)
gueda en la grifica de cada una de

las ecuaciones, de modo gue satisface
ambas ccuacioncs.

Esquema del capitulo

Muchas de las situaciones del mundo real tienen demasiadas variables como para ser
modeladas por una sola ecuacién. Por ejemplo, el clima depende de muchas varia-
bles, como la temperatura, velocidad del viento, presion del aire, humedad, y asi
sucesivamente. Para modelar el clima, v predecirlo, los cientificos usan muchas ecua-
ciones, vy cada una de ellas contiene varias variables. Estos sistemas de ecuaciones
trabajan juntos para describir el clima. Los sistemas de ecuaciones con cientos o
hasta miles de variables se usan también ampliamente en las industrias de los viajes
aéreos y las telecomunicaciones para establecer horarios consistentes y para deter-
minar rutas eficaces para las llamadas telefénicas. Para entender cémo surgen estos
sistemas, consideremos el siguiente ejemplo sencillo.

Una gasolineria vende gasolina regular a 2.20 délares cada galén y gasolina pre-
mium a 3.00 délares el gal6n. Al final de un dia de trabajo se vendieron 280 galones
de gasolina y se recibieron un total de 680 délares. ;Cudntos galones de cada tipo de
gasolina se vendieron? Si hacemos que x y y sean las cantidades vendidas de galones
de gasolina regular y de gasolina premium, respectivamente, obtenemos el siguiente
sistema de dos ecuaciones:

x+ y = 280 Ecuacion de los galones
2.20x + 3.00y = 680 Ecuacidn de los ddlares

Estas ecuaciones trabajan juntas para que podamos calcular x y y¥; ninguna ecuacion
sola puede sefalar el valor de x o de y. Los valores x = 200l y y = K} cumplen ambas
ecuaciones, de modo que son una solucién del sistema. Por consiguiente, la gasoline-
ria vendié 200 galones de gasolina regular y 80 galones de gasolina premium.

También podemos representar un sistema lineal mediante un acomodo rectangular
de nimeros que se llama matnz. La matriz aumentada del sistema antenor es

[[ ] 23[}] Ecuacién de los galones
220 3.00 680 Ecuacién de los délares

X ¥

La matriz aumentada contiene la misma informacién que el sistema, pero de manera
mds simple. Una de las ideas importantes en este capitulo es pensar en una matriz
como un objeto simple, de modo que lo denotamos por medio de una sola letra co-
mo A, B, C, etcétera. Podemos sumar, restar y multiplicar matrices, igual que con los
niimeros ordinarios. Pondremos atencidn especial a la multiplicacion de matrices, la
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cual se define de una manera que, a veces, parece complicada al principio, pero que
permite escribir un sistema lineal como una simple ecuacidn matricial

AX =B
donde X es una matriz desconocida. Como verd, resolver esta ecuacién matricial pa-
ra determinar la matriz X es similar a resolver una ecuacidn algebraica ax = b para
determinar la cantidad x.

En este capitulo consideramos muchas aplicaciones de matrices, sin olvidar la
aplicacién al crecimiento de la poblacién (; Sebrevivirdn las especies?, pdgina 688)
y las imdgenes por medio de computadoras (Imdgenes mediante computadora 1,
pidgina 700).

m Sistemas de ecuaciones

En esta seccidn estudiamos la manera de resolver sistemas de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Aprendemos tres métodos distintos para resolver dichos sistemas: por
sustitucién, por eliminacién y por métodos grificos.

Sistemas de ecuaciones y sus soluciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que contiene las mismas va-
riables. Una solucién de un sistema es una asignacion de valores de las variables que
hacen que cada una de las ecuaciones del sistema se cumpla. Resolver un sistema
quiere decir encontrar todas las soluciones del sistema.

En seguida se da un ejemplo de un sistema de dos ecuaciones con dos variables.

2x— y=35 Ecuacién 1
x+d4y=17 Ecuacitn 2

Podemos comprobar que x = 3 v y = | es una solucion de este sistema.

Ecuacion 1 Ecuacion 2
2x—y=3 x+d4y=17
2)—-1=5 I+41)=T7

La solucién se puede expresar también como el par ordenado (3, 1).

Hay que observar que las grificas de las ecuaciones 1 y 2 son rectas (véase la
figura 1). Puesto que la solucion (3, 1) cumple cada una de las ecuaciones, el punto
(3, 1) estd en cada una de las rectas. Entonces, este es el punto de interseccion de las
dos rectas.

Figura 1



Compruebe su respuesta
gy -

A=)+ 5 =1
3-2) +4(5) =
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Meétodo de sustitucion

En el método de sustitucion empezamos con una ecuacion del sistema y despejamos
una variable, que queda en términos de la otra variable. En el recuadro siguiente se

describe el procedimiento.

Metodo de sustitucion

1. Despejar una variable. Escoger una ecuacién y despejar una de las
variables.

2. Sustituir. Sustituya la expresién que determind en el paso 1 en la otra
ecuacidn para obtener una ecuacion con una variable, luego resuélvala para
obtener el valor de esa variable.

3. Sustituir en la ecuacion de la variable despejada. Sustituya el
valor que encontré en el paso 2 en la expresion que encontré en el paso 1
para determinar la variable faltante.

m Meétodo de sustitucion a

Calcule todas las soluciones del sistema.
{2.1' + y= 1 Ecuacién 1
Ix+4y =14 Ecuacién 2

Solucion Se despeja y de la primera ecuacion.
y=1-2x Despejar y en la ecuacion 1

En seguida se sustituye el valor de y en la segunda ecuacidn y se determina x:
x+ 41 - 2x) =14 Sustitucidn de y = 1 —2x en la scuacién 2

Ix+4—-8x=14 Desarrollo

=Sx+4=14 Simplificacién
=x =10 Resta de 4
x= =2 Determinacién de x
Luego se sustituye x = —2 en la ecuaciénde y = 1 — 2x:
y=1-2(-2)=35 Sustitucidn

Por lo tanto, x = —2 y y = 5, de modo que la solucién es el par ordenado (-2, 5). En
la figura 2 se puede observar que las gréificas de las dos ecuaciones se cortan en el
punto (—2, 5).
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"Ejemplo2 Meétodo de sustitucién

Calcule todas las soluciones del sistema.

{:l:I +y =100 Ecuaciéni
Ix-y =10 Ecuacion 2

Solucion Iniciamos despejando y de la segunda ecuacion.
Luego se sustituye el valor de y en la primera ecuacidn y se determina el valor de x:
s 4 (e l0pm100 SRSk dey =0
en la ecuacion |
x% + (9x% — 60x + 100) = 100 Desarrollo

10x? — 60x = 0 Simplificacion
10x{x — 6) =0 Factorizacidn
x=0 obien x=6 Determinacidn de x

Ahora se sustituyen estos valores de x en la ecuacion y = 3x — 10.

Para x=0: y=30)—-10=-10 Sustitucidn

Para x=6: y=3(6)—-10=8 Sustitucién

Entonces tenemos dos soluciones: (0, —10) y (6, 8).

La grifica de la primera ecuacidn es una circunferencia, y la grifica de la segunda
ecuacion es una recta; en la figura 3 se ilustra que las grificas se cortan en los dos
puntos (0, —10) y (6, 8).

Compruebe su respuesta

x=0,v==10
{[ﬂ}i + (=10)* = 100
3(0) = (=10) = 10 v
x=06,y=8:

{(ﬁ}=+[a)==3ﬁ+54=mn
36)—(8)=18—-8=10 v

Método de eliminacion

Para resolver un sistema por medio del método de eliminacion, se trata de combinar
las ecuaciones usando sumas o diferencias para eliminar una de las variables.
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Metodo de eliminacion

1. Ajustar los coeficientes. Se multiplica una o mds de las ecuaciones por
cantidades adecuadas de modo que el coeficiente de una variable de una

ecuacion sea el negativo de su coeficiente en la otra ecuacion,

2. Sumar las ecuaciones. Se suman las dos ecuaciones para eliminar una
vaniable, luego se resuelve para determinar el valor de la variable restante.

3. Sustituir.  Se sustituye el valor que determiné en el paso 2 en una de las
ecuaciones originales, y se resuelve para determinar el valor de la variable
restante.

mplo3  Método de eliminacion
Encuentre todas las soluciones del sistema.

Ix+ 2y=14  Ecuacién!
x—2y= 2  Ecuacién 2

Solucion  Puesto que los coeficientes de los términos con y son negativos, se pueden
sumar las ecuaciones para eliminar y.

Ix+2y=14
{ F<y= 2 Sistema
4dx = 16 Suma
x=4 Determinacion de x

Ahora se sustituye x = 4 en una de las ecuaciones originales y se determina y.
Escojamos la segunda ecuacion porque se ve mds sencilla.

x—2y=12 Ecuacién 2
4 —-2y=2 Sustitucidn de x = 4 en la ecuscidn 2
=2y = =2 Eecta de 4

y= Determinacién de y

La solucién es (4, 1). En la figura 4 se muestra que las grificas de las ecuaciones
que forman el sistema se cortan en el punto (4, 1). -

. Método de eliminacion ﬁ

Hallar todas las soluciones del sistema

{313 +2y=26  Ecuaciéni
55+ Ty= 3 Ecusacidn 2

Solucion Elegimos eliminar el término de x, asi que multiplicamos la primera
ecuacidn por 5 y la segunda ecuacién por —3. Entonces sumamos las dos ecuaciones
y determinamos el valor de y.

1522 + 10y = 130 5 por ecuacién |
{—'15.1'2 - 2ly= -9 (—3) por ecuacidn 2
—1ly = 121 Suma
y=—11 Determinacion de y
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Figura 5

Las grificas de las funciones cuadriticas
¥ = ax’ + bx + ¢ se llaman pardbolas;
véase la seccidn 2.5.

Ahora se sustituye y = —11 en una de las ecuaciones originales, por ejemplo,
3x* + 2y = 26, y se determina x:
3x? + 2{—1 i} = 26 Sustitucion de y = —1 an la ecuacidn 1

x? = 48 Suma de 22
»=16 Divisidn entre 3
x= —4 o bien x=4 Determinacién de x

Entonces tenemos dos soluciones: (—4, —11) y (4, —11).

Las grificas de ambas ecuaciones son pardbolas. En la figura 5 se muestra que
las gréificas se cortan en los dos puntos (—4, —11) y (4, —11). L]

Compruebe su respuesta

xr=—-4 y=-1l: x=4,y=-11
{3{—4}’ +2(=11) = 26 {3{4]1+2{-nj = 26
5(—4P+7-1)= 3 547 +7(-11)= 3

Meétodo grafico

En el método grafico se usa una calculadora para graficar o una computadora para
resolver el sistema de ecuaciones. Observe que con muchas de las calculadoras pa-
ra graficar, cualquier ecuacién se debe expresar primero en términos de una o mis
funciones de la forma y = f{x) antes de que podamos usar la calculadora para gra-
ficarla. No todas las ecuaciones se pueden expresar ficilmente en esta forma, de

modo que no todos los sistemas se pueden resolver mediante este método.,

Método grafico

1. Grafique cada ecuacion. Exprese cada ecuacidn en la forma en que la
acepte la calculadora, despejando y para que quede todo en términos de x.
Grafique las ecuaciones en la misma pantalla.

2. Calcule los puntos de interseccion. Las soluciones son las coordena-
das x y v de los puntos de interseccion.

A veces es mds conveniente despejar x de las ecuaciones. En ese caso, en el paso 1
grafique x en funcidn de y.

| )5 Método gréfico
Determine todas las soluciones del sistema.

{.:r1 —y=12
dx —ym= =]
Solucion Despeje y en términos de x para obtener el sistema equivalente

{y=r=—1
y=2x+1
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En la figura 6 se ilustra que las grificas de estas ecuaciones se cortan en los dos
puntos. 5i nos acercamos, vemos que las soluciones son

(=L -1 ¥ 3.7 g

Compruebe su respuesta

x=—lLy=-1 x=3,y=1

{—ll— -1)= 2 { R-T= 2
A-1) =(-1)=-1 1) g Ty [

06 Resolucion de un sistema de ecuaciones
por el método grafico

Calcule todas las soluciones del sistema con una cifra decimal.

2+yi=12 Ecuacién
y = 2x% - 5x Ecuacién 2

Solucion La grifica de la primera ecuacién es una circunferencia y la segunda
es una pardbola. Para graficar la circunferencia en una calculadora es necesario
despejar y (véase la seccidén 2.3).

2+yi=12

_11-"I = 12 — x? Alslamiento de y* en el primer miembro

y=*+312 — x? Céloulo de raices cuadradas
Para graficar la circunferencia, es necesario graficar ambas funciones:
= V12 - x* y y=-V12 - x*

En la figura 7 la grifica de la circunferencia se muestra en rojo y la pardbola en
azul. Las grificas se cortan en los cuadrantes | y II. Efectuamos un acercamiento

o aplicamos el comando Intersect, y observamos que los puntos de interseccién
son (—0.559, 3.419) y (2.847, 1.974). Asimismo, parece que hay otro punto de inter-
seccidn en el cuadrante I'V. No obstante, cuando efectuamos un acercamiento,
observamos que las curvas se acercan mucho entre si, pero no se cortan (véase la
figura 8). Por lo tanto, el sistema tiene dos soluciones, que son las siguientes con
una cifra decimal

(=0.6, 3.4) y (28,20

...II'.:.. ) . -II l'.r
k"“-. { lﬂ"'\-h_‘ __..-"'-
Intersectiont™ fntersec I:1L|;|-|1
K== 558704 TTEJ-#1I?EF2 =3 BLA&TO0& |ve1.9T73904
-5 -5 -4

a) b)

Figura 7 Figura 8
P+y=12y=2%~ 5 Acercamiento .



Figura 2

Compruebe su respuesta

=2 y=6
{3{1] — [6)= 0
5(2) + 2(6) =22 v

~12x+ 3y =7
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"Ejemplo1 Un sistema lineal con una solucién
Resuelva el sistema y grafique las rectas.
{31' - y=0 Ecuacidn 1
5x+2y=22  Ecuacién 2
Solucion Eliminamos y a partir de las ecuaciones y despejamos x.
{ﬁx - 2y=10 2 X ecuacién 1

3x + 2y = 22
11x = 22 Suma
x=12 Despeje de x

En seguida sustituimos en la primera ecuacién y determinamos y:
62)—-2y=0 Sustitucitn x = 2
—2y= =12  Restade 6 X2=12

y==6 Determinacidn de y
La solucién del sistema es el par ordenado (2, 6), es decir,
x=2, y=6
La grifica de la figura 2 muestra que las rectas del sistema se cortan en el
punto (2, 6). ]
"Ejlemplo2 Un sistema lineal sin solucién ﬁ

Resuelva el sistema.
Bx—2y=35 Ecuacltn 1
{— 12x + 3y =7  Ecuaclén 2
Solucion Esta vez tratamos de determinar una combinacién adecuada de las dos
ecuaciones para eliminar la variable y. Al multiplicar la primera ecuacién por 3 y la
segunda por 2 tenemos

24x — 6y = 15 3 . ecuacién 1
~2x + 6y =14 2 X ecuacién 2
0=29  Suma

En este caso, al sumar las dos ecuaciones se eliminan tanto x come v, y terminamos
con 0 = 29, lo cual obviamente es falso. No importa qué valores asignemosax y
a y, no podemos hacer que este enunciado sea verdadero, de modo que el sistema no
tiene solucién. En la figura 3 se ilustra que las rectas del sistema son paralelas y
no se cortan. El sistema es inconsistente. L]

m Un sistema lineal con cantidad infinita
de soluciones

Resuelva el sistema

{3I - by =12 Ecuacidn 1
4x— 8y =16 Ecuaciin 2
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Solucion Multiplicamos la primera ecuacién por 4 y la segunda por 3 para pre-
parar la resta de las ecuaciones a fin de eliminar x. Las nuevas ecuaciones son

12x - 24}’ = 48 & ¥ pcuackon 1
12x — 24y = 48 3 ¥ ecuacién 2

Se puede observar que las dos ecuaciones en el sistema original son simplemente
modos distintos de expresar la ecuacidn de una sola recta. Las coordenadas de cual-

quier punto en esta recta son una solucion del sistema. Al escribir la ecuacitn en la
forma de ecuacién de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen, tene-
mos y = 1x — 2. Entonces, si f representa cualquier niimero real, se puede escribir
la solucién como

xX=1

y=4t-2
2
Asimismo, se puede escribir la solucidn en la forma de par ordenado como

donde 1 es cualquier niimero real. El sistema tiene una cantidad infinita de solucio-
nes (véase la figura 4). »

En el ejemplo 3, para llegar a soluciones especificas tenemos que asignar valores
a 1. Por ejemplo, si t = 1, se obtiene la solucién (1, —3). Si # = 4, se obtiene la solu-
ci6n (4, 0). Para cada valor de ¢ tenemos una solucién diferente. (Véase la figura 4.)

Modelado con sistemas lineales

Con frecuencia, cuando se utilizan ecuaciones para resolver problemas relaciona-
dos con la ciencia o con otros campos, se obtienen sistemas como los que hemos
estudiado. Cuando se modela con sistemas de ecuaciones, se usan los criterios si-
guientes, similares a los de la seccion 1.6.

Criterios para modelar con sistemas de ecuaciones

1. Identificar las variables. Identifique las cantidades que el problema pide
determinar. Por lo regular, se determinan mediante una lectura cuidadosa de
las preguntas planteadas al final del problema. Introduzca la notacién para las
variables: ndmbrelas x v y u otras letras.

2. Expresar todas las cantidades desconocidas en funcion de las va-
riables. Lea el problema una vez més y exprese todas las cantidades men-
cionadas en el problema en funcion de las variables que definié en el paso 1.

3. Plantear un sistema de ecuaciones. Encuentre los hechos decisivos
en el problema que dan las relaciones entre las expresiones que determind en
el paso 2. Plantee un sistema de ecuaciones, o modelo, que exprese estas
relaciones.

4. Resolver el sistema e interpretar los resultados. Resuelva el siste-
ma que encontrd en el paso 3, compruebe sus soluciones y dé la respuesta
final en la forma de una oracién que responda a la pregunta planteada en el
problema.

Los dos ejemplos siguientes ilustran cdmo modelar sistemas de ecuaciones.
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Exprese todas las cantidades
desconocidas en funcién de la variable

Plantee un sistema de ecuaciones

Resuelva el sistema

_Ejemplo5 Un problema de mezclas a

Un vinatero fortifica vino que contiene 10% de alcohol afiadiendo una

solucién de alcohol al 70%. La mezcla resultante contiene ahora 16% de alcohol,
con la que llena 1000 botellas de un litro. ; Cudntos litros (L) del vino y de la
solucidn de alcohol utiliza?

Solucion Puesto que se piden las cantidades de vino y de alcohol, hacemos
x = cantidad de vino utilizada (L)
y = cantidad de solucitn de alcohol usada (L)

De acuerdo con el hecho de que el vino contiene 10% de alcohol y la solucién 70%
de alcohol, se tiene lo siguiente:

En lenguaje comun En lenguaje algebraico
Cantidad de vino usado (L) x

Cantidad de solucidn de alcohol usada (L) ¥y
Cantidad de alcohol en el vino (L) 0.10x
Cantidad de alcohol en solucidn (L) 0.70y

El volumen de la mezcla debe ser el total de los dos volimenes que el vinatero estd
combinando, por lo que

x4+ y= 1000

Asimismo, la cantidad de alcohol en la mezcla debe ser el total del alcohol con el que
contribuye el vino y la solucién de alcohol, es decir,

0.10x + 0.70y = (0.16)1000
0.10x + 0.70y = 160 Simplificacion

x + Ty = 1600 Multiplicaciion por 2 para eliminar decimales

Por lo tanto, tenemos el sistema

{.1.' + y = 1000 Ecuacion 1
x + Ty = 1600 Ecuacidn 2

Cuando se efectiia la diferencia entre la primera ecuacién y la segunda se elimina la
variable x, y tenemos entonces

Gy =600 Restade la ecuacidn 1 de la ecuacidn 2
y =100 Determinacidn de y
Luego se sustituye y = 100 en la primera ecuacion y despejamos x:
x + 100 = 1000 Sustitucidn de y = 100
x = 900 Determinacidn de x

El vinatero utiliza 900 L de vino y 100 L de solucidn de alcohol. »
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reunic por las tarifas de la entrada fue 5050 délares. ; Cudntos
nifios y cudntos adultos asistieron?

47. Velocidad de un aeroplano Un hombre vuela en un pe-
quefio aeroplano desde Fargo hasta Bismarck, en Dakota
del Norte, que representa una distancia de 180 millas. Como
vuela con viento en contra, el viaje dura 2 horas. De regre-
s0, el viento sigue soplando a la misma velocidad, de modo
que el viaje de retorno dura sélo 1 h 12 min. ;Cudl es la
velocidad del aeroplano con el viento en calma y cudl es
la velocidad del viento?

48. Velocidad de un bote Un bote que va por un rio viaja
durante una hora aguas abajo entre dos puntos, que estdn
separados 20 millas. El viaje de regreso, contra la corriente,
dura 2 h 30 min. ;Cudl es la velocidad de la embarcacién y
cudl es la velocidad de la corriente en el rio?

49. Ejercicio de aerdbicos Una mujer se mantiene en forma
viajando en bicicleta y corriendo todos los dias. El lunes
dedicd media hora a cada actividad, y recorrié un total de
12} millas. El martes, corrié durante 12 min y anduvo en
bicicleta 45 min, y recorri6 un total de 16 millas. Si supone-
mos que sus velocidades al correr y al andar en bicicleta no
cambian dia con dia, calcule dichas velocidades.

50. Problema de mezclas Un idlogo tene dos soluciones
de salmuera. Una contiene 5% de sal y la otra, 20% de sal.
i Cudntos mililitros de cada solucidn debe mezclar para
obtener 1 L de una solucién que contenga 14% de sal.

51. Nutricion Una investigadora ejecuta un experimento para
probar una hipdtesis que relaciona los nutrientes niacina y
retinol. Todos los dias alimenta a un grupo de ratas de labo-
ratorio con una dieta precisa de 32 unidades de niacina y
22 (00 unidades de retinol. Utiliza dos tipos de alimentos
comerciales. El alimento A contiene (.12 unidades de niacina
y 100 unidades de retinol por gramo. El alimento B contiene
0.20 unidades de niacina y 50 unidades de retinol por gramo.
{Cudntos gramos de cada alimento debe administrar a su
grupo de ratas todos los dias?

51. Mezcla de café Un cliente de una cafeteria compra una
mezcla de dos tipos de café: uno proveniente de Kenia que
cuesta 3.50 délares cada libra y uno de Sri Lanka, que cues-
ta 5.60 délares la libra. Compra tres libras de la mezcla, que
le cuesta 11.55 délares. ; Cudntas libras de cada clase de
café van en la mezcla?

53. Problema de mezclas Un quimico tiene dos grandes
recipientes de solucidn de dcido sulfiirico, con diferentes
concentraciones de dcido en cada contenedor. Al mezclar
300 mL de la primera solucién y 600 mL de la segunda ob-
tiene una mezcla que es dcido al 15%, en tanto que 100 mL
de la primera mezclada con 500 mL de la segunda da una
mezcla de dcido al 121%. ;Cuéles son las concentraciones
de dcido sulfiirico en los recipientes originales?

54. Inversiones Una mujer invierte un total de 20 000 déla-
res en dos cuentas, una da 5% y la otra 8% de interés simple
al afio. Su interés anual es 1180 ddlares. ;Cudnto invirtié a
cada tasa?

55. Inversiones Un hombre invierte sus ahorros en dos cuen-
tas, En una recibe 6% y en la otra 10% de interés simple
por afio, Pone el doble en la cuenta de menor rendimiento por
ser la de menor riesgo. Su interés anual es 3520 ddlares.
{Cudnto invirtié a cada tasa?

56. Distancia, velocidad y tiempo John y Mary salen de su
casa al mismo tiempo, pero toman direcciones opuestas.
John guia su automdvil a 40 millas’hora. El recorrido de
Mary toma 15 min mds que el de John. ;Cuédnto tiempo
maneja cada uno de ellos su automdvil?

57. Problema de numeros La suma de los nimeros de un
nimero de dos digitos es 7. Cuando los digitos se invierten,
el mimero aumenta en 27, Determinar el nimero

58. Area de un triangulo Calcule el drea de un tridngulo que
se encuentra en el primer cuadrante y cuya base queda sobre
el eje de las x; ademds, estd limitado por las rectas y = 2x — 4
yy = —dx + 20.

Descubrimiento » Debate

59, La recta de minimos cuadrados La recta de minimos
cuadrados o recta de regresion es la recta que mejor se ajusta a
un conjunto de puntos en el plano. Ya estudiamos esta recta en
Enfoque en el modelado (véase la pidgina 240). Por medio del
cdleulo infinitesimal se puede demostrar que la recta que mejor
se ajusta a los n puntos (x;, v}, (x3, ¥4), . . . . (x,. ¥,) es la recta



