650 CAPITULO 8 Sistemas de ecuaciones y desigualdades

reunic por las tarifas de la entrada fue 5050 délares. ; Cudntos
nifios y cudntos adultos asistieron?

47. Velocidad de un aeroplano Un hombre vuela en un pe-
quefio aeroplano desde Fargo hasta Bismarck, en Dakota
del Norte, que representa una distancia de 180 millas. Como
vuela con viento en contra, el viaje dura 2 horas. De regre-
s0, el viento sigue soplando a la misma velocidad, de modo
que el viaje de retorno dura sélo 1 h 12 min. ;Cudl es la
velocidad del aeroplano con el viento en calma y cudl es
la velocidad del viento?

48. Velocidad de un bote Un bote que va por un rio viaja
durante una hora aguas abajo entre dos puntos, que estdn
separados 20 millas. El viaje de regreso, contra la corriente,
dura 2 h 30 min. ;Cudl es la velocidad de la embarcacién y
cudl es la velocidad de la corriente en el rio?

49. Ejercicio de aerdbicos Una mujer se mantiene en forma
viajando en bicicleta y corriendo todos los dias. El lunes
dedicd media hora a cada actividad, y recorrié un total de
12} millas. El martes, corrié durante 12 min y anduvo en
bicicleta 45 min, y recorri6 un total de 16 millas. Si supone-
mos que sus velocidades al correr y al andar en bicicleta no
cambian dia con dia, calcule dichas velocidades.

50. Problema de mezclas Un idlogo tene dos soluciones
de salmuera. Una contiene 5% de sal y la otra, 20% de sal.
i Cudntos mililitros de cada solucidn debe mezclar para
obtener 1 L de una solucién que contenga 14% de sal.

51. Nutricion Una investigadora ejecuta un experimento para
probar una hipdtesis que relaciona los nutrientes niacina y
retinol. Todos los dias alimenta a un grupo de ratas de labo-
ratorio con una dieta precisa de 32 unidades de niacina y
22 (00 unidades de retinol. Utiliza dos tipos de alimentos
comerciales. El alimento A contiene (.12 unidades de niacina
y 100 unidades de retinol por gramo. El alimento B contiene
0.20 unidades de niacina y 50 unidades de retinol por gramo.
{Cudntos gramos de cada alimento debe administrar a su
grupo de ratas todos los dias?

51. Mezcla de café Un cliente de una cafeteria compra una
mezcla de dos tipos de café: uno proveniente de Kenia que
cuesta 3.50 délares cada libra y uno de Sri Lanka, que cues-
ta 5.60 délares la libra. Compra tres libras de la mezcla, que
le cuesta 11.55 délares. ; Cudntas libras de cada clase de
café van en la mezcla?

53. Problema de mezclas Un quimico tiene dos grandes
recipientes de solucidn de dcido sulfiirico, con diferentes
concentraciones de dcido en cada contenedor. Al mezclar
300 mL de la primera solucién y 600 mL de la segunda ob-
tiene una mezcla que es dcido al 15%, en tanto que 100 mL
de la primera mezclada con 500 mL de la segunda da una
mezcla de dcido al 121%. ;Cuéles son las concentraciones
de dcido sulfiirico en los recipientes originales?

54. Inversiones Una mujer invierte un total de 20 000 déla-
res en dos cuentas, una da 5% y la otra 8% de interés simple
al afio. Su interés anual es 1180 ddlares. ;Cudnto invirtié a
cada tasa?

55. Inversiones Un hombre invierte sus ahorros en dos cuen-
tas, En una recibe 6% y en la otra 10% de interés simple
por afio, Pone el doble en la cuenta de menor rendimiento por
ser la de menor riesgo. Su interés anual es 3520 ddlares.
{Cudnto invirtié a cada tasa?

56. Distancia, velocidad y tiempo John y Mary salen de su
casa al mismo tiempo, pero toman direcciones opuestas.
John guia su automdvil a 40 millas’hora. El recorrido de
Mary toma 15 min mds que el de John. ;Cuédnto tiempo
maneja cada uno de ellos su automdvil?

57. Problema de numeros La suma de los nimeros de un
nimero de dos digitos es 7. Cuando los digitos se invierten,
el mimero aumenta en 27, Determinar el nimero

58. Area de un triangulo Calcule el drea de un tridngulo que
se encuentra en el primer cuadrante y cuya base queda sobre
el eje de las x; ademds, estd limitado por las rectas y = 2x — 4
yy = —dx + 20.

Descubrimiento » Debate

59, La recta de minimos cuadrados La recta de minimos
cuadrados o recta de regresion es la recta que mejor se ajusta a
un conjunto de puntos en el plano. Ya estudiamos esta recta en
Enfoque en el modelado (véase la pidgina 240). Por medio del
cdleulo infinitesimal se puede demostrar que la recta que mejor
se ajusta a los n puntos (x;, v}, (x3, ¥4), . . . . (x,. ¥,) es la recta
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¥ = ax + b, donde los coeficientes a y b cumplen con el siguien-
te par de ecuaciones lineales. [La notacién X;.,x, significa la
suma de todas las x. Véase la seccidn 11.1 en donde hay una
descripcién completa de la notacién (3 ).]
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Por medio de estas ecuaciones calcule la recta de minimos cua-
drados para los puntos siguientes.

(1,3), (2.5)., (3,6), (5.6), (7.9)
Localice los puntos y trace la recta para confirmar que ésta se

n n
(EII)E 4+ nb = E-?‘rl ajusta a los puntos. Si su calculadora determina rectas de regre-

k=1

k=1 sion, verifique si genera la misma recta que las férmulas.

(ixi)a+ ( ﬂl.:q)b= ixm

k=1

k= k=1

Sistemas de ecuaciones
lineales con varias variables

Una ecuacién lineal con n variables es una ecuacién que se puede expresar en la
forma

ax;tax;+---tax,=c

donde a,, a,, . . ., a, y ¢ nimeros reales, y x;, Xs, . . . , X, 50n las variables, Si tenemos
s6lo tres o cuatro variables, usamos por lo general x, ¥, z y w en lugar de x), x;, x; ¥
x;. Dichas ecuaciones reciben el nombre de lineales porgue si tenemos sélo dos va-
riables la ecuacion es a;x + a,y = ¢, que es la ecuacidn de una recta. En seguida hay
algunos ejemplos de ecuaciones con tres variables que ilustran la diferencia entre
ecuaciones lineales y no lineales.

Ecuaciones lineales Ecuaciones no lineales o a8 aal e catis
eetd al cuadrade una
ﬁ-\']"‘jﬂ'1+ V'J-s_-fj= 10 xl+3}'—ﬁ'5 m&gumdgm

x+y+z=2w-—} XX + 6x, = —6 No es lineal porque contiene un

producto de variables.

En esta seccidn estudiamos sistemas de ecuaciones lineales con tres o més variables.

Resolucion de un sistema lineal

Los dos ejemplos que siguen ilustran sistemas de ecuaciones lineales con tres varia-
bles. El segundo sistema es de forma triangular; es decir, la variable x no aparece
en la segunda ecuacion v las variables x y y no estdin en la tercera ecuacion.

Un sistema de ecuaciones lineales Un sistema de forma triangular
x=2y— z= 1 ¥r—y—- =1
-x+3+3k= 4 y+22=35
-3+ z=10 z=3

Es facil resolver un sistema que estd en la forma tnangular usando la sustitucion. En-
tonces, el objetivo de esta seccidn es empezar con un sistema de ecuaciones lineales
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Interseccion de tres planos
Cuando estudie célculo o dlgebra lineal,
aprenderd que la grifica de una ecua-
cidn lineal con tres vanables es un
plane en el sistema de coordenadas
tndimensional. Por lo que toca a un sis-
tema de tres ecuaciones con tres varia-
bles, surgen las situaciones siguientes:

1. Los tres planos se cortan en un solo
punto.
El sistema tene una solucion Gnica,

2. Los tres planos se cortan en mds
de un punto.
El sistema tiene una cantidad
infinita de soluciones,

3. Los tres planos carecen de un punto
en comun.
El sistema no tiene solucidn.

Numero de soluciones de un sistema lineal

Al igual que en el caso de dos variables, un sistema de ecuaciones con varias varia-
bles puede tener una solucién, ninguna solucidn, o bien, una cantidad infinita de so-
luciones. La interpretacion gréfica de las soluciones de un sistema lineal es andloga
a la de los sistemas de ecuaciones con dos variables (véase nota al margen).

Numero de soluciones de un sistema lineal

Para el caso de un sistema de ecuaciones lineales, exactamente uno de los
siguientes enunciados es verdadero.

1. El sistema tiene exactamente una solucidn.

2. El sistema no tiene solucidn.

3. El sistema tiene una cantidad infinita de soluciones.

Se dice que un sistema que no tiene solucién es inconsistente y que un sistema
con una cantidad infinita de soluciones es dependiente. Como se puede observar en
el ejemplo siguiente, un sistema lineal no tiene solucidn si obtenemos una ecuacidn
Jfalsa después de aplicar la eliminacién de Gauss al sistema.

"Ejemplo3 Un sistema sin solucién ﬁ

Resuelva el sistema siguiente.

x+2y—2z2=1 Ecuacién |
2x+2y— =6 Ecuacién 2
Ix+d4y—3z=35 Ecuacién 3

Solucién Para poner este sistema en forma triangular, se empieza por eliminar
los términos en x de la segunda ecuacidn y de la tercera.
x+2y—2z=1
=2y +3z=4  Ecuacién 2 + (—2) X ecuacidn | = nueva ecuacién 2
Ix+4y—3z=35
x+2y—-2z=1
=y+=4
—2y+3:=2 Ecuacién 3 + (=3) X ecuacidn | = nueva ecuacidn 3

Ahora se elimina el término en y de la tercera ecuacién,

x+y—-z= 1

0=-2 Ecuacidn 3 + (—1) X ecuaclon 2 = nueva scuacldn 3

El sistema estd ahora en forma triangular, pero la tercera ecuacidn establece que
0 = —2, lo cual es falso. No importa qué valores asignemos a x, y y z, la tercera
ecuacién nunca serd verdadera. Esto quiere decir que el sistema no tiene
solucion.
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11-14 ® Efectie una operacién en el sistema que permita elimi-
nar la variable indicada. Escriba el sistema equivalente nuevo.

—2y— =4
7 J;_ ;’4_;_'] Elimine el término en x
: B de la segunda ecuacidn,
L2x + ¥+ z2=10
[ x+ y=3 =13
1. s\ ~2x+3y+ =12
L x= y+2x=10

Elimine el término en x
de la segunda ecuacidn.

ix— y+ 3z =
13, 4 x+2y=— z=
| =dx + 5y + =10

Elimine el término en x
de la tercera ecuacidn.

x—4y+ z= 3
14. y=3z=10
3y — 82 = 24

Elimine el término en v
de la tercera ecuacion.

15-32 ® Calcule la solucién completa del sistema lineal o
demuestre que es inconsistente,

II+ y+ z= 4
X+ 3y+ 32
L2x+ y— z= 3

15.

1
S

x+ y+ z=0
16 ¢ —x+ 2y + 5:=3

L dx— ¥ =6
[ x= 4z =
17. §2x — y—6:=4
(2x + Iy -2 =§
[ x=y+ 2= 2

1. s 3x+yvy+ 5:= §
X —y—2z= -7

(x+d4y— 2= 2
L3x— v+ 2 1

21.

.
=
-
=+
ek
Yo
il
(=)

J 2y+ z= 3
22, s S5x+ dy + 3z = —1
L x = 3y = =2

g

x+dy— z2= 1
2y x+y—42=-3
L Ix+6y—3z2= 4

—x+2y+ 52=4
b 2:=0
dx—2y —1lz=2

x+Iy+z=4¢

x—dy—3z=
2x+ y- 2
dx — 3y — 7z

[
La LA La

Il
=

2x+ Iy —z=1
25, 4 x+ 2 =3
x+ y—
x+2y—3=-3
x+3y—4:= -3
[ x—2y+ z=3
B s 2x—5Sy+6z=7
| 2x— Iy -2z =5

[ x4+ 3y —2:=0
29, {2x + 4z = 4
L dx + 6y = 4

(2x+ 4y — z=13
ML x+y+4r=6
L x+2y—22=10

x + z+2w= &
3L y— 2z = =3
x+y— :z = =2

x+ y+2z—-2w= 0

x+ y+ z4 w=0
x+ y+ 2 +2w=0
x+y+r+dw=1
2x+ 3y +4zr+ Sw=2

32,
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Aplicaciones

33-34 = Finanzas Una inversionista tiene 100 000 ddlares
para invertir en tres tipos de bonos: corto plazo, plazo interme-
dio y largo plazo. ;Cudnto debe invertir en cada tipo de modo
que se cumplan las condiciones dadas?

33, Los bonos de corto plazo dan un rendimiento de 4% anual, los
bonos de plazo intermedio 5%, v los de largo plazo, 6%. La
inversionista desea tener un ingreso anual total de 5.1%, con
cantidades iguales invertidas en bonos de corto plazo y de
plazo intermedio.

34, Los bonos de corto plazo dan un rendimiento de 4% al afio,
los bonos de plazo intermedio dan 6% y los de largo plazo
dan 8%. La inversionista desea tener una utilidad anual total
de 6700 délares de su inversidn, en la que invertiria cantidades
iguales en los bonos de plazo intermedio y de largo plazo.

35. Nutricion Una biloga estd efectuando un experimento so-
bre los efectos de varias combinaciones de vitaminas, Quiere
alimentar a cada uno de sus conejos de laboratorio con una
dieta que contenga exactamente 9 mg de niacina, 14 mg de
tiamina y 32 mg de nboflavina. Tiene tres tipos distintos
de marcas comerciales de alimento; su contenido vitaminico
por onza se proporciona en la tabla. ;Cudntas onzas de cada
tipo de alimento deben comer todos los dias los conejos
para cumplir con los requisitos del experimento?

TippA | TipoB Tipo C
Niacina (mg) 2 3 1
Tiamina (mg) 3 1
Riboflavina (mg) 8 5 7

36. Electricidad Por medio de las leyes de Kirchhoff se pue-
de demostrar que las cormientes [, [, e [, que pasan por las
tres ramas del circuito de la figura cumplen con el sistema
lineal dado. Resuelva el sistema para determinar [, I; e I5.

.’."‘ Iz"‘ f:|=[]'

161, — 81, = 4
BL + 41, =5
I,
i
—AANN——
16 01
— AN
N
—— = AAAN———
8 1)
e Y
'fJ
. —————
411

37. Agricultura Un granjero tiene 1200 acres de tierra en los
que cultiva maiz, trigo y soya. Le cuesta 45 délares por cada
acre cultivar maiz, 60 dolares cultivar trigo y 50 ddélares si
quiere soya. Debido a la demanda del mercado cultivari el
doble de acres de tngo que de maiz. Ya destind 63 750 ddla-
res para los costos del cultivo de sus cereales. ; Cudntos
acres de cada cereal debe plantar?

38. Opciones de inversion Un inversionista posee tres gru-
pos de acciones: A, B y C. Los precios de las acciones al
cierre en tres dias comerciales consecutivos se proporcionan
en la tabla.

Acciones A | Acciones B | Acciones C

Lunes $10 $25 $29
Martes %12 $20 $32
Miércoles g6 $15 312

A pesar de la volatilidad en los precios de las acciones, el
valor total de las acciones del inversionista permanece sin
cambios en 74 000 ddlares al final de cada uno de estos tres
dias. ;Cudinto posee de cada accion el inversionista?

Descubrimiento = Debate

39, jPuede un sistema lineal tener exactamente
dos soluciones?

a) Suponga que (g, ¥o. Zo) ¥ (x5, ¥, 2;) son soluciones del
sistema

ax+ by + ez =d,
ayx + by + oz =dy
ayx + by + ¢z = dy
X+ X Yot 2ot
x a2

w—— p—

una solucidn.

b) A partir del resultado del inciso a) demuestre que si el
sistema tiene dos soluciones distintas, entonces tiene
una cantidad infinita de soluciones.
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PROYECTO PARA UN
DESCUBRIMIENTO

Mejor ajuste y ajuste exacto

Dados varios puntos en el plano, podemos determinar la recta que mejor se ajusta
a ellos (véase Enfoque en el modelado, pigina 239). Claro, no todos los puntos
quedardn en la recta. Asimismo, podemos determinar el polinomio cuadritico que
mejor se ajusta a los puntos. Una vez mis, no todos los puntos quedarin en la
grifica del polinomio,

No obstante, si tenemos solo dos puntos, entonces podemos determinar una
recta que ajuste exacto, es decir. una recta que realmente pase por ambos puntos.
De manera similar, dados tres puntos, no todos en la misma recta, podemos de-
terminar el polinomio cuadritico de ajuste exacro. Por ejemplo, suponga que
tenemos los tres puntos siguientes:

(=16 (1.2k {(23)
A partir de la hgura | vemos que los punios no quedan en una recta. Enconiremos

¢l polinomio cuadritico gue se ajusta exactamente a estos puntos. El polinomio
debe tener la forma

y=ac +bx+c
Es necesario determinar a, b y ¢ de modo que la grifica del polinomio resultante

contenga los puntos dados. Al sustituir los puntos dados en la ecuacion llegamos
a lo siguiente.

Punto Sustitucion Ecuacion

(—1,6) x= -1, = f 6=al—1P +b{—1) +¢
(1.2) X 2 =ﬂ'“}:+b{]:|-+f
(2,3) x I=a(2V + H2) + ¢

Estas tres ecuaciones se simplifican en el sistema siguiente

a— b+c=56
a+ b+c=2
da+2b+c=23

e -

1, ¥
L ¥

I
W b

Al aplicar la eliminacién de Gauss obtenemos la soluciéna = 1, b= -2y
¢ = 3. Entonces, ¢l polinomio requerido es

y=x*—2c+3

De acuerdo con la figura 2 vemos que la grifica del polinomio pasa por los
puntos dados.
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1. Determine el polinomio cuadrético y = ax* + bx + ¢ cuya grifica pasa por
los puntos dados.

&l (=23), (L1} (L9)
b) (-1,-3), (2,0), (3,-3)

2. Determinar el polinomio ctibico v = ax”® + bx* + ¢x + d cuya gréfica pasa
por los puntos dados,

a) (-1,-4), (1,2), (2.11), (3,32)
bl {=2,10), (=11} (1,=1), (3,45)

3. Se lanza hacia arriba una piedra con velocidad v desde una altura k. Su eleva-
cion d por arriba del suelo en el tiempo ¢ estd representada por

d=a*+w+h

La elevacion se mide en tres tiempos diferentes como se muestra a
continuacion.

Tiempo (s) 1.0 2.0 6.0

Elevacion (pies) = 144 192 64

a) Determine las constantes a, v y h.
b) Determine la elevacién de la piedra cuando s = 4 5.

4. a) Encuentre la funcién cuadrdtica y = ax* + bx + ¢ cuya gréfica pasa por
los puntos dados. Esta es la curva cuadritica que se ajusta exactamente.
Grafigue los puntos y la curva cuadrdtica que encontrd.,

(=210}, (1,-=5), (&-—6), (4-2)

b) Ahora use el comando QuadReg de su calculadora para determinar la
curva cuadritica que mejor se ajusta a los puntos del inciso a). ;Como
es en comparacion con la funcién que encontrd en el inciso a)?

¢) Muestre que ninguna funcién cuadritica pasa por los puntos
(-2.11), (L-6), @-5) (4-1)

d) Use el comando QuadReg de su calculadora para determinar la curva
cuadritica que mejor se ajusta a los puntos del inciso b). Grafique los
puntos y la curva cuadritica que hallé.

e) Explique qué tanto difiere la curva de ajuste exacto de la curva de
mejor ajuste.
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Forma escalonada v forma escalonada reducida
de una matriz

Una matriz estid en la forma escalonada si cumple con las condiciones siguientes.

1. El primer nimero no cero de cada renglén, de izquierda a derecha, es 1.
Se denomina elemento principal.

2. El elemento principal de cada renglén estd a la derecha del elemento
principal en el renglén inmediatamente arriba de él.

3. Todos los renglones que constan totalmente de ceros estin en la parte
inferior de la matriz.

Una matriz estd en la forma escalonada reducida si estd en la forma esca-

lonada v ademis cumple con las condiciones siguientes.

4. Todos los nimeros por arriba y por abajo de cada elemento principal es ().

En las matrices siguientes la primera matriz estd en la forma escalonada reducida,
pero la segunda esta solo en la forma escalonada. La tercera matriz no esti en la for-
ma escalonada. Los elementos en rojo son los elementos principales.

Forma escalonada Forma escalonada No esti en la forma
reducida escalonada

(1 300 0O 1 3 -6 10 0] (01 -1 0 7
00D 1 0 =3 00 1 4 -3 1 0 3 4 -5
0 001 3% o0 o 1 & 00 01 04
0000 0 00 0 0 0 a1 10 0
e e e

arriba y por abajo derecha en los 5 la derecha en los

de allos. renglones Sucesives. renglones sucesivos.,

A continuacion se presenta una forma sistemdtica de poner una matriz en la for-
ma escalonada efectuando operaciones elementales con los renglones:

= El principio es obtener un 1 en la parte superior izquierda. Luego obtenemos
ceros abajo de ese | sumando miltiplos adecuados del primer rengldn a los ren-
glones abajo de él.

= A continuacidn, se obtiene un | principal en el siguiente renglén y luego forma-
mos ceros abajo de ese 1.

®= En cada etapa es necesario tener la seguridad que cada elemento principal estd a
la derecha del elemento principal que se encuentra en el renglén superior; reaco-
mode los renglones si es necesario.

= Continiie este proceso hasta que tenga una matriz escalonada.

El proceso funciona como se indica en seguida en una matriz 3 X 4:

|1 @ B N |1 B N B | B W B
0O ® B|—-|0 1 ® B|—-|0 | B N
0" B B 0O 0 B N 0o 0 1 N

Tras que la matriz aumentada estd en la forma escalonada, podemos resolver el sis-
tema lineal correspondiente mediante sustitucién. Esta técnica se denomina elimina-
cion de Gauss, en honor a su inventor, el matemitico alemdn C. F. Gauss (véase la
pégina 294),
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Resolucion de un sistema usando la eliminacion de Gauss

1. Matriz aumentada. Escriba la matriz aumentada del sistema.

2. Forma escalonada. Aplique las operaciones elementales en los renglo-
nes para cambiar la matriz aumentada a la forma escalonada.

3. Sustitucion. Escriba el nuevo sistema de ecuaciones que corresponde a la
forma escalonada de la matriz aumentada y resuelva por sustitucion.

Ejemplo 3 Resolucion de un sistema usando i

|la forma escalonada
Resuelva un sistema de ecuaciones usando la eliminacién de Gauss.

Ix+ 8+ 5z=-11

{ dx+8y— dz= 4
-2x+ y+ 12z =-17

Solucion Primero se escribe la matriz aumentada del sistema y, luego, efectuamos
operaciones elementales con los renglones para llegar a la forma escalonada.

ﬁqufnmm
un 1.
((4)8 -4 4]
3 8 5 -—11
-2 1 12 -17,
; B 1 2 -1 'I"l .ﬂqﬂiﬂmmm
iR|
_— | B <=0 | -
D112 -17)
1 2 =] 1] Mecesitamos
R:_:"R'I'_"RJ 0 @ g _14 l..Il"I1-quIE.
et las 10 =18
i 1 2 -1 1]
r Ry 01 4 -7 Necesitamos
unﬂnqui'.
_n@ 10 —15
BR. -8R, —R -] : = 1“
sliiacs e M 7 N SR T :‘mm
[0 0 €10 20
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0 01
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Ahora tenemos una matriz equivalente en la forma escalonada, y el sistema de
ecuaciones correspondiente es

x+dy— z= 1]

y+ 4z = -7

z= =2
Recurrimos a la sustitucién para resolver el sistema

y+ 4—2) =—T  Sustituclén de z= -2 en la ecuacién 2
y=1 Determinacién de y
x+2(1)=(-2)=1 Sustitucidn de y = 1y z = —2 en la ecuacién 1

x=—3  Determinacién de x

Entonces, la solucién del sistema es (—3, 1,—2). u

Las calculadoras que grafican poseen un comando “row-echelon form” (forma
escalonada) que convierte a una matriz en la forma escalonada. (En la TI-83, el co-
mando es re f.) En el caso de la matriz aumentada del ejemplo 3, el comando ref
proporciona el resultado que se ilustra en la figura 1. Observe que la forma escalo-
nada que se obtiene mediante la calculadora es diferente al que se llegd en el ejem-
plo 3. La razén es que la calculadora utilizada ejecuta operaciones distintas a las
que efectuamos. Debe comprobar que la forma escalonada de su calculadora es la
misma solucidn que la del libro.

Eliminacion de Gauss-Jordan

Si ponemos la matriz aumentada de un sistema lineal en la forma escalonada redu-
cida, entonces no necesitamos sustituir para resolver el sistema. Para expresar una
matriz en la forma escalonada reducida seguimos los pasos siguientes.

= Efectuamos operaciones elementales con los renglones para poner la matriz en
la forma escalonada.

= Obtenemos ceros arriba de cada elemento principal afiadiendo miltiplos del
renglon que contiene ese elemento a los renglones que se encuentran arriba
de él. Empezamos con el iiltimo elemento principal y trabajamos hacia arriba.

En seguida se muestra cémo funciona el proceso en una matriz 3 X 4:

1 B B N 1 B 0 N 1 00 N
0O 1 @ W(—-|0 1 0 WM(—-|0 1 0 N
0O 0 1 W 0 01 MW 001 N

Aplicar la forma escalonada reducida para resolver un sistema recibe el nombre de
eliminacion de Gauss-Jordan. Ilustramos este proceso en el ejemplo siguiente.

"Elemplo4 Resolucion de un sistema usando
la forma escalonada reducida

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales, usando la eliminacién de Gauss-Jordan.

dx+ 8y — 4z= 4
Ix+ 8+ 5zr=-11
—dx+ y+ ldz=-—17

Soluciéon En el ejemplo se aplica la eliminacién de Gauss a la matriz aumentada
de este sistema para obtener una matriz equivalente en la forma escalonada. Se con-
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Puesto que el sistema estd en la forma
escalonada reducida, no se requiere la
sustitucion para llegar a la solucidn.

rref(CA])
CC1 0 0 -%]
L0101 1
Lo 0 1 =211

Figura 2

tiniia efectuando operaciones elementales en los renglones de la (ltima matriz del
ejemplo 3 para llegar a una matriz equivalente en la forma escalonada reducida.

o=

01 (3@ —TJ

0 0 1 -2

Aqui necesitamos

B el 13 0 -1 un 0
R, + R, —R, ! 01 0 1

o 01 -2
R, - 2R, — R, 1 0 0 =3

. 0 1 0 1
0 01 -2

Ahora se tiene una matriz equivalente en la forma escalonada reducida, por lo que
el sistema de ecuaciones equivalente es

x=-3
y=1
z==12
De donde llegamos en forma inmediata a la solucién (-3, 1,-2). L]

Las calculadoras que proporcionan grificas también tienen un comando que
convierte una matriz en la forma escalonada reducida. (En la TI-83, este comando
es rref.) En el caso de la matriz aumentada del ejemplo 4, el comando rref pro-
porciona los resultados que se ilustran en la figura 2. La calculadora proporciona la
misma forma escalonada reducida que la obtenida en el ejemplo 4. La razdn es que
cada matriz tiene una forma escalonada reducida sinica.

Sistemas inconsistentes y dependientes

Los sistemas de ecuaciones lineales que estudiamos en los ejemplos 1 a 4 tienen exac-
tamente una solucidn. Pero de acuerdo con la seccion 9.3, un sistema lineal puede te-
ner una solucidn, ninguna solucidén o una cantidad infinita de soluciones. Por fortuna,
la forma escalonada de un sistema nos permite determinar de cudl de estos casos se
trata, como se explica en el siguiente recuadro.

Primero es necesario presentar unos términos. Una variable principal de un sis-
terna lineal es una que corresponde al elemento principal en la forma escalonada de
la matriz aumentada del sistema.
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Las soluciones de un sistema lineal en la forma escalonada

Suponga que la matriz aumentada de un sistema lineal se transformé mediante
la eliminacién de Gauss en la forma escalonada. Entonces, uno de los siguientes
enunciados es verdadero.

1. Ninguna solucién. Sila forma escalonada contiene un renglén que repre-
senta la ecuacion 0 = ¢ donde ¢ no es cero, entonces el sistema no tiene
solucion, Un sistema sin solucion se llama inconsistente.

2. Una solucién. Si cada variable en la forma escalonada es una variable prin-
cipal, entonces el sistema tiene exactamente una solucidn, que se determina
mediante sustitucién o por medio de la eliminacién de Gauss-Jordan.

3. Cantidad infinita de soluciones. Si las variables en la forma escalonada no
son variables principales, y si el sistema no es inconsistente, entonces tiene
una cantidad infinita de soluciones. En este caso, el sistema se denomina
dependiente, El sistema se resuelve convirtiendo la matriz en la forma escalo-
nada reducida v después las variables principales se expresan en funcidn
de las variables no principales. Las variables no principales pueden tomar
cualquier valor de nimero real.

Las matrices que siguen, todas en la forma escalonada, ilustran los tres casos des-
critos en el recuadro.

Sin solucién Una solucidn Cantidad infinita
de soluciones

1 2 5 7 1 6 -1 3 } 2 =3 1

01 3 4 0 1 2 =2 0 1 5 =2

0 0 0 1 0 0 1 B 0 0 0 0

La ditima ecuacidn Cada variable es La z no es una

diceque 0 = 1. una variable principal, variable principal.

35 Un sistema sin solucion

Resuelva el sistema.

ZXx—-5y+5z=14

{1“3}'+2:=12
x=2y+3z2=2

Solucion Se transforma el sistema en la forma escalonada.

b =3 .2 12 U 1 =3 2 12
2 -5 5 14 . 0 1 —10
1

—

1 -2 3 20 T

R; = R — R, 1 -3 2 12 LR, 1 =3 2 12
» |0 1 —10 — 0 I —10
0 0

1
0 0 18
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ref(CAl)

ELY =2.% 2.3 T 1
Lo 1 1 =101
Lo 0 0 1T 3]

Figura 3

Forma escalonada reducida que se
obtiene en la calculadora TI-R3

rref{LAl)
LEY k= =51
£0 1 =319 13
(o000 o0 131

Esta dltima matriz estd en la forma escalonada, de modo que se puede detener el
proceso de eliminacidn de Gauss. Ahora, si pasamos el dltimo renglén de nuevo a

la forma de ecuacion, se obtiene Ox + Oy + 0z = 1, o bien, 0 = 1, lo cual es falso.
Sin importar los valores que escojamos para x, y ¥y z, la dltima ecuacion nunca dard
un enunciado verdadero. Esto quiere decir que el sistema no tiene solucidn. [

En la figura 3 se ilustra la forma escalonada que proporciona la calculadora TI-83
para la matriz aumentada del ejemplo 5. Debe comprobar que da la misma solucion.

"Ejemplo8  Un sistema con una cantidad infinita
de soluciones

Determine la solucién completa del sistema.

—3x—5v+36z= 10
—X + Tz= 5
x+ y—10z=—4

Solucion Transformamos el sistema en la forma escalonada reducida.

-3 -5 36 10 I 1 1 —-10 —4
-1 0 7 5| ——|-1 0 7 5
1 1 =10 -4 -3 =5 36 10
W P AT o [p—
| =% 3 » |61 =3 1
MMM g =g 00 0 0
i kg, (1452 =5
01 -3 1
00 0 0

El tercer renglén corresponde a la ecuacion 0 = 0. Esta ecuacion es siempre verda-
dera, sin que importe qué valores tomen x, y y z. Como la ecuacidén no afiade infor-
macidn nueva con respecto a las variables, se puede eliminar del sistema. De modo
que la Gltima matriz corresponde al sistema

Ecuacidn 1

X — Tz m =5
Ecuacidn 2

y=—3= 1

En seguida se determinan las variables principales x v y en funcién de la variable no
principal z:

x=Tz—35
y=3z+1

Despeje de x de |la ecuacidn 1

Despeje de y de la ecuacidn 2
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Matrices iguales

Vi 2

05 1 1

Matrices diferentes

1 2
3 4
5 6

|

1 35
2 4 6

|

Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen los mismos elementos en los mismos lugares.

Igualdad de matrices

Las matrices A = [a,] y B = [b,;] son iguales si y sdlo si tienen la misma di-
mension m X n, v los elementos correspondientes son iguales, es decir,

a; = by

parai=1,2,....myj=12,...,n

Ejemplo 1 Matrices iguales

Determine a, b, ¢ y d si
[a b] B [1 3]
c d 5 2

Solucion Puesto que las dos matrices son iguales, los elementos correspondien-
tes deben ser iguales. Asi debemos tenera=1,b=3,c=5yd =2 .

Adicion, sustraccion y multiplicacion
escalar de matrices

Dos matrices se pueden sumar o restar si tienen la misma dimensién. De no ser asi,
la suma o la diferencia no estd definida. S5e suman o restan las matrices sumando o
restando elementos correspondientes. Para multiplicar una matriz por un nimero, se

multiplica cada uno de los elementos de la matriz por dicho mimero. Esto se llama
producto escalar.

Adicion, sustraccion y producto escalar de matrices

Sean A = |a,] y B = [b,;] matrices de igual dimensién m X n y sea ¢
cualquier nimero real,

1. Lasuma A + B es la matriz m X n obtenida al sumar elementos corres-
pondientes de A v B.

A+ B = [ay + by]

2. La diferencia A — B es la matriz m > n obtenida al restar elementos
correspondientes de A v B.
iq- CRE B = [ﬂjj' = brj]
3. El producto escalar cA es la matriz m < n obtenida al multiplicar cada
elemento de A por c.

cA = [cay]
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No son iguales, por lo tanto
el producto no esté definido

2K3

B
b4
B

CAl*[B]
LC-1 17 23]
€1 =5 =231

Figura 1

De igual manera calculamos los elementos restantes del producto:

Elemento Producto interior de: Valor Matriz producto
o [0 vseraen [0
o [4aAl833] veesem [P
.:1, {-: 3:_323: (—=1)+(-1) +0-0=1 -': i7" 8
= —11 3"513 (—1)+5 +0-4 = =5 [': _1; 23]
o (1A erverea [153
Por lo tanto, tenemos ,qg=[_: _‘; _1;]

El producto BA no estd definido porque las dimensiones de B y A son

2X3 y 2 X2

Los dos nmiimeros interiores no son iguales, de modo que los renglones y las colum-
nas no corresponderian al tratar de calcular el producto. ]

Las calculadoras grificas y las computadoras son capaces de ejecutar operaciones
algebraicas con matrices. Por ejemplo, si introducimos los datos de las matrices del
ejemplo 4 en las variables de la matriz CAJ y C81] en la calculadora TI-83, entonces
€ésta determina el producto como se muestra en la figura 1.

Propiedades de la multiplicacion de matrices

Aungue el producto de matrices no es conmutativo, si sigue las propiedades asocia-
tiva y distributiva

Propiedades de la multiplicacion de matrices

Sean A, B y C matrices para las cuales los productos siguientes estdn defini-
dos. Entonces

A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa
A(B + C) = AB + AC

Propiedad distributiva
(B+ C)A=BA+ CA



Figura 4
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talla o rejilla que usamos es muy amplia y no proporciona una buena resolucidn de
la imagen. En la prictica, las cdmaras digitales de alta resolucién disponibles en la
actualidad utilizan matrices con dimensiones de 2048 x 2048 o mayores.

Una vez que la imagen estd almacenada en una matriz, se puede manipular efec-
tuando operaciones matriciales. Por ejemplo, para oscurecer la imagen, sumamos una
constante a cada elemento de la matriz. Para aclarar la imagen, restamos. Para incre-
mentar el contraste, oscurecemos las zonas més oscuras y aclaramos las mds claras,
de modo que podriamos sumar 1 a cada elemento que sea 4, 5 0 6, y restar | de cada
elemento que se desee 1, 2 0 3. Obsérvese que no podemos oscurecer un elemento de
valor 7 o aclarar uno de valor 0. Al aplicar este proceso a la matriz de la figura 3c) se
genera una nueva matriz de la figura 4a). Esto genera la imagen de alto contraste que
se 1lustra en la figura 4b).

0000000110
DOO0CO0DO0O0S5T7TE6I
000001 2 2 66 2
0 00O 2657 21
0o00O0COT1 2110
00000 22100
0O00O0CO0OO0OSO0OO0DO0
000115111
11 26 611255
2235213328

a) Matriz modificada para
aumentar el contraste

b) Imagen de alto contraste

Otras maneras de representar y manipular imdgenes usando matrices se estudian
en el Proyecto Descubrimiento de las pdginas 700 y 792,

1-2 ® Determine si las matrices A y B son iguales.

b=}

1. A

2. A=

3-10 = Ejecute operaciones con las matrices o si es imposible

1
3
£
2

explique la razdn.

2
=5

3]
J-|

=]

6

2
1

-y

1
3

2

va g

]
3]

|

—

6

|

1 10 11
6.2/1 0 1|+]2 1
g 1 1 31
[2 6 1 =2
.11 3 I 6
12 4]l-2 0O
: 2 T
12;:[3 ﬁ]
- -_zﬂ
1 211 -2 3
% -1 4][2 1—1]
2 =-3].
lﬂ.ﬂlﬂ
1 2l=
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48. a) Demuestre que si A v B son matrices 2 X 2, entonces

(A+B)?=A"+AB + BA + B*

b) Si A v B son matrices 2 X 2, es necesariamente ciero
que

(A + B)Y 2 A’ + 248 + K?

Aplicaciones

49,

Ventas de bocadillos Una pequefia cadena que vende
hamburguesas, hot dogs y malteadas posee restaurantes en
Santa Ménica, Long Beach y Anaheim. Cierto dia, las ven-
tas se distribuyeron de acuerdo con la matriz siguiente.

Cantidad de bocadillos vendidos
Santa Ménica Long Beach Anaheim

Hamburguesas | 4000 1000 3500

Hot dogs | 400 300 200 =A
Malteadas | 700 00 9000

El precio de cada bocadillo se proporciona en la matriz
siguiente.

Hamburguesas Hotdog Malteadas
[$0.90 $0.80 $1.10] =B

a) Calcule el producto BA.
b) Interprete los elementos de la matriz producto BA.

Ganancias por la fabricacion de automdviles Un
fabricante de automdviles de lujo tiene plantas en Auburn,
Biloxi y Chattanooga. Produce tres modelos, y la produc-
citn diaria se presenta en la mairiz siguiente.

Automoviles producidos diario
Modelo K Modelo R Modelo W

Auburn 12 10 0
Biloxi 4 4 w|=A
Chattanooga ] 9 12

i S - =
L - B
™ ¥ - .
v [

Debido a los incrementos de los salarios, las ganancias de
febrero fueron menores que las de enero. La ganancia por
automdvil se tabula por modelo en la matriz siguiente.

Enero Febrero

Modelo R $2000 $1200| =B

Modealo K $1000 $£500
Modelo W %1500 $1000

a) Calcule AB.

b) 5i suponemos que los vehiculos producidos se vendie-
ron, ;cudl fue la ganancia diaria en enero en la planta
de Biloxi?

c) ;Cuil fue la ganancia diaria por las tres plantas en
febrero?

oy

51. Empacado de productos de jitomate Jaeger Foods

produce salsa y pasta de jitomate, y las empaca en recipien-
tes pequefios, medios, grandes y gigantes. La matriz A
proporciona el tamafio en onzas de cada recipiente.

Pequefic Medio Grandes Gigante
Onzas [6 10 14 28] =A

La matriz B tabula la produccion de un dia de salsa y pasta
de jitomate.

Latas de Latas de
salsa pasta
Pequeno 2000 2500
Medio 3000 1500
Grande 25000 1000 | ~ o
Gigante 1000 500

a) Calcule el producto de AB.
b) Interprete los elementos de la matriz producto AB.



52. Ventas de productos Los tres hijos de un granjero,
Amy, Beth y Chad atienden tres puestos al lado de la

carretera durante los meses del verano, Un fin de semana,

todos venden sandias, calabaza amarilla y jitomates. Las
matrices A y B tabulan la cantidad de libras de cada uno

de los productos vendidos por cada uno de los hijos en el
sibado y el domingo.

Sdbado
Sandias Calabazas Jitomatas
Amy 120 50 60
Bath 40 25 W)=A
Chad &0 ) 20
Domingo
Sandias Calabazas Jitomates
Amy 100 &0 30
Beth 35 20 20|=F8
Chad 60 25 30

La matriz C proporciona los precios por libra, en ddlares, de

cada tipo de producto que venden
Precio por libra
Sandias 0.10
Calabazas 050 | =C
Jitomates 1.00

Efectie las siguientes operaciones con las matrices ¢ inter-

prete los elementos en cada resultado.
a) AC b) BC c)A+ B d) (A + B)C

53. Imagenes digitales A continuacién se muestra una esca-

la de grises de cuatro niveles
0 1 2 3

a) Utlice la escala de gnses para encontrar una matnz 6 X 6

gue representa digitalmente la imagen de la figura.
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b) Determine una matriz que represente una versién mds
oscura de la imagen de la figura.

c) El negativo de una imagen se obtiene invintiendo luz y
oscuridad, como en el negativo de una fotografia. Deter-
mine la matriz que representa el negativo de la imagen
en la figura. ; Coémo cambiard usted los elementos de la
matriz para crear ¢l negativo?

d) Incremente el contraste de la imagen cambiando cada 1
en 0 y cada 2 en 3 en la matriz que encontrd en el inciso
b). Dibuje la imagen representada por la matriz resultante.
;Se aclara la imagen?

e) Dibuje la imagen representada por la matnz [, jEs
capaz de identificar lo que es7 51 no es asi, trale de
aumentar el contraste.

1 5 3.3 0
0301 01
1 32300
= loso1 01
13330
N

Descubrimiento * Debate

54.

85.

57.

{Cuando estén definidos ambos productos? [Qué
debe ser cierto con respecto a las dimensiones de las matri-
ces A y B si ambos productos AB y BA estin definidos?

Potencias de una matriz Sea

ol

Calcule A, A”, A, . . . hasia que detecte un patrén. Escriba
una férmula general para A",

1
A’, ... hasta que detecte un patrén, Escriba una férmula

general para A",

Raices cuadradas de matrices Una raiz cuadrada de

una matriz & es una matriz A con la propiedad de que A* =
B. (Es la misma definicion que para la rafz cuadrada de un
nimero.) Calcule tantas raices como pueda de cada matnz:

oo Lod)

[Sugerencia: S51A = |:E , &8criba las ecuaciones que a,
[

b, ¢ y d tendrian que satisfacer si A es la raiz cuadrada de la
matriz dada.)

| i
Potencias de una matriz Sea A = [I J.Calmﬂcﬂ'..'.{
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Los siguientes productos de matrices muestran cémo al multiplicar una matriz por
una matriz identidad de la dimensién adecuada no modifica a la matriz.

o 1)1t 2 7l=14 2 7]

1 0 0 -1 7 4
01 0|=|121 3
0 0 1 -2 O 7 *

Si Ay B son matrices n X n, y si AB = BA = [, entonces se dice que Bes la
inversa de A, y se escribe B = A™". El concepto de la inversa de una matriz es andlogo
al del reciproco de un niimero.

Inversa de una matriz

Sea A una matriz cuadrada n % n . Si existe una matriz A~ que sean X n con
la propiedad de que

AT =ATA=,

entonces decimos que A ™' es la inversa de A.

mplo 2 Comprobacion de que una matriz es una inversa
Verifique que B es la inversa de A, donde

2 1 5 =]
A = B =
[5 3‘ . [us 1]
Solucion Se efectian las multiplicaciones de matrices para mostrar que AB = [
yque BA = I

2 1” 3 —=1] _[2:3+1(=5) 20-1)+1:2] [1 O]
5 3)[-5 2] L|5-3+3(-5 s5(-1)+3-2] [0 1
3 —:Hz 1] _[3-2+(-1)5 3.1+ (-1)3] _[1 0]
-5 2]|5 3] l(-502+2:5 (=5)1+2:3] |0 1, ®

Determinacion de la inversa de una matriz 2 x 2

La regla siguiente proporciona una manera sencilla de determinar la inversa de
una matriz 2 X 2, cuando existe. En el caso de matrices grandes, hay un procedi-
miento méds general para determinar inversas, el cual se trata mds adelante en esta
seccion,

Inversa de una matriz 2 x 2

h] entonces A's= : [ g _b]
d ad — bc| —c a

il

Si.-"-!.=[

c

Siad — be = 0, entonces A no tiene inversa.
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Ya demostramos que la ecuacidn matricial AX = B se puede resolver mediante el
método siguiente.

Resolucion de una ecuacion matricial

Si A es una matriz cuadrada n X n cuya inversa es A”' y si X es una matriz
variable y B una matriz conocida, ambas con n renglones, entonces la solucién
de la ecuacion matricial

AX=RH
estd dada por
X=A"B

mﬂ: Resolucion de un sistema usando ﬁ

la inversa de una matriz

a) Escriba el sistema de ecuaciones como una ecuacién matricial.
b) Resuelva el sistema determinando la solucidn de la ecuacién matricial.

{1:—5:.r= 15

Ix—6y =36

Solucion

a) Se escribe el sistema como una ecuacién matricial de la forma AX = B:

5 ZIBI-

b) Si se aplica la regla para determinar la inversa de la maitriz 2 X 2, obtenemos
,r'=[1 —5]"= 1 l—ﬁ —{—5]]_1[-—5 5]=[w2
¥ 0 2(—6) — (—5)3L-3 2 3L=3 2 -1
Al multiplicar ambos miembros de la ecuacién matricial por esta matriz inversa,
se obtiene
N | M
y -1 3]136 9

| éwsﬁ Wk

Entonces x = 30yy =9, ]

Rkl Ll
—_ 4
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Matematicas en
el mundo moderno

Ecologia matematica

En los afos setenta del siglo xx, las
ballenas jorobadas se convirtieron
en un punto de controversia, Los
ambientalistas opinaban que la
caza de ballenas amenazaba a estos
animales con una inminente extin-
cidn: los cazadores de ballenas
consideraron que su medio de sub-
sistencia se veia amenazado por los
intentos de detener la caceria de
ballenas. ; Realmente la caza de ba-
llenas amenaza con extinguirlas?
(Qué nivel de caza es seguro para
garantizar la supervivencia de las
ballenas? Estas preguntas ocasio-
naron que los matemidticos estudia-
ran con mayor detenimiento los
patrones poblacionales de las ba-
llenas v otras especies.

Ya por los afios veinte del siglo
pasado, Alfred J. Lotka v Vito Vol-
terra crearon el campo de la biolo-
gia matemdtica que planteaba los
modelos predador/presa. Sus mo-
delos, los cuales se apoyan en una
rama de las matemdticas llama-
da ecuaciones diferenciales, toman
en cuenta la velocidad a la cual el
predador consume a su presa y la
tasa de crecimiento de cada pobla-
citn. Tenga en cuenta que cuando
¢l predador se come a su presa, la
poblacién de la presa disminuye;
esto significa que hay menos ali-
mento para los predadores, de modo
que su poblacién empieza a de-
crecer; con menos predadores, la
poblacion de las presas empieza
a incrementarse, vy asi sucesiva-
mente. Por lo regular, se genera
un estado de equilibrio, v las dos

{contina)
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Aplicaciones

Suponga que es necesario resolver varios sistemas de ecuaciones con la misma ma-
triz de coeficientes. Entonces, transformar los sistemas en ecuaciones matriciales
proporciona una manera eficaz de llegar a las soluciones porgue sélo necesitamos
encontrar una vez la inversa de la matriz de coeficientes. Este procedimiento es con-
veniente en particular si usamos una calculadora de grificas para efectuar las opera-
ciones con matrices, como en el ejemplo que sigue.

"Elemple 7 Modelado de las cantidades de nutrientes
necesarias usando ecuaciones matriciales

El dueiio de una tienda de animales alimenta a hamsters y jerbos con diferentes
mezclas de tres tipos de alimento para roedores: KayDee Food, Pet Pellets y Rodent
Chow. Quiere alimentar a sus animales con la cantidad correcta de cada marca para
cumplir exactamente con las necesidades diarias de proteinas, grasas y carbohidra-
tos. Suponga que los hamsters requieren todos los dias 340 mg de proteinas, 280
mg de grasa y 440 mg de carbohidratos, y los jerbos necesitan 480 mg de proteinas,
360 mg de grasa y 680 mg de carbohidratos. La cantidad de cada nutriente, en
miligramos, en un gramo de cada marca se proporciona en la tabla siguiente.

i Cudntos gramos de cada marca debe dar diariamente el duefio de la tienda a sus
hamsters y jerbos con el fin de cumplir con las necesidades nutricionales?

KayDee Food Pet Pellets Rodent Chow

Proteina (mg) 10 0 20
Grasas (mg) 10 20 10
Carbohidratos (mg) 5 10 a0

Solucion Sean x;, x; ¥ x; las cantidades en gramos de KayDee Food, Pet Pellets
v Rodent Chow que deben comer los hamsters y v,, ¥, ¥ ¥, las cantidades corres-
pondientes para los jerbos. Luego resolvemos las ecuaciones matriciales

- p— — - -

10 0 20][x 340
10 20 10| |x, | =| 280 Ecuacién para los hamsters
L 5 10 30 |xs] 440 |
10 0 201 [ | [ 480
10 20 10|y, | =360 Ecuacifn para los jerbos
L5 10 30 Ly, | 680
Sea
10 0 20 340 480 Xy ¥
A=|10 20 10|, B=|280)|, C=(360|, X=|x, Y=\
5 10 30 440 680 X3 ¥3



| poblaciones alternan entre un mini-

mo ¥y un méximo. Observe que si los
- predadores se comen a su presa
~ demasiado ripido se quedarin sin
- alimento y s¢ encaminan a su propia
extincidn.

Desde la época de Lotka y Volie-
rra se han desarrollade modelos
matemidticos mis detallados de las
poblaciones de animales. Por lo que
toca & muchas especies, la poblacién
se divide en varias etapas: inmadu-
ros, juveniles, adultos, etcétera. La
- proporcion de cada etapa que sobre-

vive o se reproduce en un tiempo da-
- do se introduce en una matriz, que
- se llama matriz de transicion. Lue-
- go se usa la multiplicacion de matni-
!mpunpndmirhpﬂhhﬁdmmh!
 periodos exitosos, (Véase el Proyecto
' para un descubrimiento, pagina 688.)
- Como se puede observar, el po-
der de las matemidticas para modelar
y predecir es una herramienta inva-
Ilmhhmn]dchat:mm'::[
- ambiente.
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Luego se pueden escribir estas ecuaciones matriciales como

AX=B
AY=C

Ecuacién para los hamsters

Ecuacién para los jerbos

Se quiere determinar X y ¥, asi que se multiplican ambos miembros de cada ecuacién
por A, la inversa de la matriz de los coeficientes. Podemos determinar A~ ' en
forma manual, pero es mejor usar una calculadora graficadora como se muestra en la

figura 3.

CAY'*[B1]
CC101]
£3.1
£121]

CAJ'*LC]

b)

s 1
L4 1]
(2011

De acuerdo con los resultados que da la calculadora vemos que

Por lo tanto, cada hamster debe comer diario 10 g de KayDee Food, 3 g de Pet
Pellets y 12 g de Rodent Chow, y cada jerbo debe comer todos los dias 8 g de

10
X=A"'B=| 3
12

Y=4"lc=

KayDee Food, 4 g de Pet Pellets y 20 g de Rodent Chow.

8
4
20

1-4 ® Calcule los productos AB y BA para verificar que B es la

inversa de A.
41 z =1}
L= 1]' B_[—? 4
=% =2] wo[f
2A=14 —7}‘ B'[z -1}

9
[-m
-4

=10

-3 4
1 -1
0 1

—8

14 n]

P

AA=AA"'=LyB'B=BB"=1,.

S.AHI

7 4
3 2

] 6. B =

-2

5-6 ® Determine la inversa de la matriz y verifique que

|

1 3
o 2
=1

T7=-22 ® Determine la inversa de la matriz, 51 existe,

(5 3
Tﬁ
[

[ 2
gﬁ -_5 _l

] P =

-8 4

5
3

|

|

12,

3
7

4
9

|
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04 -12 2x+ S5y= 2
25,
13 o3 n.a] {—51- 13y = 20
4 2 3 {—?14—4}': 0
4. [3 3 2 8x = Sy = 100
1 01
B x+dy+z= T
"9 4 1 2. s —x+ y—z= 0
15 | -1 1 =1 Xt Ay, =l
R (Sx+ Ty + 4z =1
. 2B, T3x— y+3z=1]
7 4
16. i 2y 3 (Gx + Ty + 5z =1
| B T 3 :
2y + 2= 12
i B 3 29. L3x+ y+3r==2
1. |4 5 -4} L x—2y+ 2= 8§
1 -1 -10 .
x+ 2y + Jo =10
2 1 0 = y+z+ w=1
8. [1 1 4 .
12 1 2 x + 2y + 2w =73
0 -2 2] iJl-ﬁlMﬁmumcmmﬁmmqumtjmapumn—
19.13 1 3 nes con las matrices resuelva el sistema, como en el ejemplo 7.
(1 -2 3]
x4+ y—2z2= 3
3 =2 0] 3 {2x + 5z =11
20. | 5 1 1 2x + 3y = ]2
2 =20 -
) ) xt+dy— z= 2
"'1 20 3" 3.:--":2.‘_3]"" :=-5
(Sx—2y+ 2= -3
I1. 0 1 l:l. 1
0 1 1 12x + 4y = 72 = 2]
L1 2 0 2] 33, {11x — 2y + 3z = 43
_ } L 13x + y— 4z =129
1 010
0101 rx+%}lni:= d
ol PR M oix=iy+iz= 7
11 1 1 1] lx+ y— z=-6
23-3) = Resupelva el sistema de ecuaciones transforméndolo en [ x + ¥ - Jw= 0
una ecuacidn matricial y usando la inversa de la matriz de los x -2z = 8
cpeﬁci:ntmcumm-:] ejemplo 6. Use las inversas de los ¢jerci- 35. y— 24 w= 5§
cios 7a 10, 15, 16, 19 y 21. 2¢ + 3y e 1
l{m+3yn4 x+ y+ 2+ w=15
Jx+2y=10

X= g4 g= gm]
{h+@=m Tl + 2y + 2+ 4w=26
Tx+ 9 =20 x—y+iz—-dw= 1
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Imagenes mediante computadora |

Aiioh g R B LUV F dlgebra de matrices es la herramienta fundamental que se usa en la computadora
AR @ VAN AR B8 para manipular imdgenes en la pantalla. Vemos c6mo la multiplicacién de matrices
se puede usar para “mover” un punto en el plano hasta un lugar determinado. Al
combinar dichos movimientos podemos estirar, comprimir, girar y hacer otro tipo
de transformaciones en una figura, como vemos en las imdgenes que siguen.

e

)

& |

Comprimida

Puntos que se desplazan en el plano

Representemos el punto (x, ) en el plano mediante la matriz 2 % 1:

o [}

Por ejemplo, el punto (3, 2) en la figura se representa con la matriz

Y e
4

Al multiplicar por una matriz 2 % 2 el punto se mueve en el plano. Por ejemplo, si

d

entonces al multiplicar P por T tenemos

S P |

*(3,-2)

Vemos que el punto (3, 2) se desplazé al punto (3, —2). En general, la multiplicacién
por esta matriz T refleja puntos en ¢l eje x. Si cada uno de los puntos de una
imagen se multiplica por esta matriz, entonces la imagen completa cambia brus-
camente de arriba hacia abajo con respecto al eje x. La multiplicacién matricial
“transforma”™ un punto en otro punto nuevo en el plano. Por esta razdén, una ma-
triz usada de esta manera se llama transformacion.

En la tabla 1 se proporcionan algunas transformaciones y sus efectos en el
cuadrado gris en el primer cuadrante.
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Tabla 1

Transformacion matricial Efecto

r-[s i

Reflexion en el eje x

=[5 1

Expansion, o bien, contraccion
en la direccidn del eje x

g g
0 1 Iy a——a
r J__.-"'
Cortante o alargamiento ST
sesgado en la direccitn x 0 lc c+l #

=7

Imagenes que se desplazan en el plano

Los dibujos sencillos de linea como la casita de la figura 1 consisten en una colec-
cion de vértices que se unen mediante segmentos de recta. La imagen completa
de la figura 1 se puede representar en una computadora mediante la matriz de

datos 2 X 11
Dzizuﬂzdlat
0.0 3 5. 30

353 R 3

6 Gl S ¢ G !

Las columnas de I representan los vértices de la imagen. Para dibujar la casa
unimos los puntos sucesivos (columnas) de D mediante segmentos de recta.
Luego podemos transformar la casa entera si multiplicamos D por una matriz
adecuada de transformacidn. Por ejemplo, si aplicamos la transformacién de

| ,
cortante T = [ 0 ﬂlj]. obtenemos la siguiente matriz

TD—-[ ﬂ.i][lﬂﬂi d33123]
| 002200
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b) Determine 7'
c) ;Qué efecto tiene T ' en el cuadrado gris?
d) ;Qué sucede en el cuadrado si primero aplicamos T’y luego 77

4, a) SeaT = 3 ? . . Qué efecto tiene T en el cuadrado gris de la tabla 17
s ot
b) Sea§ = 0 2 . ,Qué efecto tiene § en el cuadrado gris de la tabla 1?

c) Apligue § a los vértices del cuadrado y luego aplique T al resultado.
(Cudl es el efecto de la transformacién combinada?
d) Determine la matriz producto W = T8,

e) Apligue la rransformacién W al cuadrado. Compare con el resultado final
del inciso ¢). ;Qué observa?

5. La figura muestra tres versiones de la letra F, La segunda se obtiene de la pri-
mera encogiéndola horizontalmente por un factor de 0.75, y la tercera es el
resultado de estirar la primera, es decir, aplicarle honzontalmente un cortan-
te, en un factor de 0.25.

a) Determine una matriz de datos D para la primera letra F,

b) Encuentre la matriz de transformacién T que convierte la primera F en
la segunda. Calcule TD y verifique que es una matriz de datos para la
segunda F.

c) Calcule la matriz de transformacion S que convierte la primera F en la ter-
cera, Calcule también 5D y compruebe que es una matriz de datos

para la tercera F.
v Vi ¥
3 pem— Bp=———1 §
§ =1 S|
2 ke ey v 11l \ |
o1 & &2z ol '8 = 0f12 8 X

6. He agui una matriz de datos para un dibujo de linea.

0012100
D_[nu244u

a) Dibuje la imagen que representa D.
I
0
que representa este producto. ;Cudl es el efecto de la transformacion T7

c) Exprese T como un producto de matriz de cortante y una matriz de
reflexion. (Véase el problema 2.)

b) SeaT = [ = : ] Calcule el producto matricial 7D y dibuje la imagen
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Criterio de inversibilidad

Si A es una matriz cuadrada, entonces A tiene una inversa si v sdlo si det{A) # 0.

No demostraremos este hecho, pero a partir de la formula de la inversa de una ma-
triz 2 X 2 (pédgina 704) usted puede observar por qué es verdadero en el casode 2 X 2,

wplo4 Uso del determinante para mostrar
que una matriz no es invertible
Demuestre que la matriz A no tiene inversa.

2

== N 5 = S =]

== I

= h D e

0
6
L2 4 i

Solucién Empezamos por calcular el determinante de A. Puesto que todos me-
nos uno de los elementos de segundo renglén son cero, expandimos el determinante
a partir del segundo renglé6n. Si asf lo hacemos, de acuerdo con la siguiente ecuacién
vemos que sdlo el cofactor A, tendréd que ser calculado.

1 2 0 4
g 8 0 3
5 6 2 6
2 40 9

= =0vAsy + 00Ay = (e Aoy + 30 A, = JA,,

1 2 0
=315 6 2 Expandir esto a partir de la columna 3
2 40

det(A)

= 3[—2}‘; i‘
=3(-2)(1:4—-2+2)=0

Como el determinante de A es cero, A no puede tener una inversa, de acuerdo con el
criterio de la inversibilidad. =

Transformaciones de renglones y columnas

El ejemplo anterior muestra que si expandimos un determinante con respecto a un
renglén o una columna que contiene muchos ceros, el trabajo se reduce en forma no-
table porque no tenemos que evaluar los cofactores de los elementos que son cero.
Con frecuencia, el principio siguiente simplifica el proceso de calcular un determi-
nante mediante la introduccién de ceros sin cambiar su valor.
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Para eliminar la variable y, multiplicamos la primera ecuacién por d y la segunda
por b, y restamos.

adx + bdy = rd
bex + bdy = bs
adx — bex = rd — bs

Al factorizar el primer miembro, obtenemos (ad — belx = rd — bs. Si suponemos que
ad = bc # 0, ya podemos encontrar el valor de x:

o rd — bs
ad — bc
De igual manera, determinamos que
_ as — cr
Y™ ad = be

El numerador y el denominador de las fracciones de x y de y son determinantes de
matrices 2 X 2. Entonces podemos expresar la solucidn del sistema usando determi-
nantes como sigue.

Regla de Cramer para sistemas con dos variables

El sistema lineal
{m+b}r=r
cx+dy=:
tiene como solucidn
r b a i
o § I:I' e i .'-_r
a b f a b
c d c d
] a b
siempre que d]#ﬂ.

p=[25] w=[li] a-[l]

Matriz de Reemplace la Reemplace la
cosfclentss primera columna segunda columna
de Dporry s de Dporry s.

podemos escribir la solucién del sistema como

| D, | | D, |
Y, -
|D| |D|

X=
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Emmy Noether (1882-1935) fue
uno de los matematicos mds desta-
cados de los micios del siglo xx.
Su trabajo innovador en dlgebra
abstracta proporciond gran parte
de los cimientos de este campo, y
su trabajo en la teoria invariante
fue esencial en la formulacion de la
teoria general de la relatividad de
Emnstein. Aungue a las mujeres no
se les permitia estudiar en las uni-
versidades alemanas en esa época,
ella tomé cursos como oyente y
continud hasta que recibid un doc-
torado summa cum laude en Er-
langen, a pesar de la oposicidn
del Consejo Académico, el cual de-
clard gue las mujeres estudiantes
“desmantelarian todo el orden aca-
démico”. Posteriormente fue maes-
tra de matemdticas en Gottingen,
Mosct y Frankfurt. En 1933 aban-
dond Alemania para escapar de la
persecucion de los nazis, y aceptd
trabajar en el Bryn Mawr College
en los suburbios de Filadelfia. Fue
maestra alli y en el Institute for Ad-
vanced Study de Princeton, Nueva
Jersey, hasta su temprana muerte
en 1935,

CAPITULO 9 Sistemnas de ecuaciones y desigualdades

un sistema con dos variables
Apligue la regla de Cramer para resolver el sistema

"Ejemplo 6 Uso de la regla de Cramer para resolver a

{lr+ﬁ:.r=—l
x+8= 2
Solucién En el caso de este sistema tenemos
2 6
|D| = i a‘—!-ﬂ—ﬁ-l-]ﬂ
-1 6
|D,| = ) g =(-1)8-6:2=-20
— 2 e o
|D,| = y , =22=(=1)1=5
La solucion es
I=|Bx{=-zﬂ=m2
| D | 10
=|L}j1_—.-i=l [ |
YZ bl "0 2

La regla de Cramer se puede generalizar para que se aplique a cualquier sistema
de n ecuaciones lineales con n variables en el cual el determinante de la matriz de coe-
ficientes no es cero. Como ya vimos en la seccidn anterior, cualquiera de tales sistemas
se puede escribir en la forma matricial como

= — = == = e

dny 4y Tt A, X b,
ay Gp " Ay || x| _ | b
L@y Ay Quul LXg ._b.-

Por analogia con la deduccidn de la regla de Cramer en el caso de dos ecuaciones con
dos im::ﬁgnitas.mﬂlamnhizdcnmﬁcienusdemsimma.yﬂ,f. la matriz obte-
nida al reemplazar la i-ésima columna de D por los ndmeros by, b, . . . , b, que aparece
a la derecha del signo de igual. Entonces la regla siguiente proporciona la solucidn
del sistema.

Regla de Cramer

Si un sistema de n ecuaciones lineales con n variables x,, x,, . . . , x, equivale
a la ecuacién matricial DX = B, y si |D| # 0, entonces sus soluciones son

I 1By LA
DY 2t T T )

X

donde 7, es la matriz obtenida al reemplazar la i-ésima columna de D por la
matriz Bn X 1.



1-8 ® Determine el determinante de la matriz, si existe.

(2 0 0 -1
| .
0 3] : |2 ﬂ}
[4 5 =2 |
P 10 —I] * . 3 —2]
3
5. 12 3 6.
2 3 H
l i] (2.2 —1.4]
& [l ! = 05 1.0
9-14 = Evalie el menor y el cofactor mediante la matriz A.
1 0 }
A=|-3 5 12
00 4
9. My, Ay 10. My, Ay 11 M3 Ay
111 Ml !.. A|3- 13- Mﬂ, A:j_ 1"- H}:. .A 12

1522 = Encuentre el determinante de la matriz. Investigue si la
matriz tiene inversa, pero no la calcule.

2 1 a0 0 -1 0
15. |0 -2 4 16. |2 6 4
0 1 -3 |1 0O 3
1 3 7 [—-2 —3 1
1. |2 0 -1 18.| 2 4 0
02 6 L 1 2 1
30 0 20 [ 1 2§
19.| 0 =10 =20 20, (-2 -3 2
| 40 0 10 L 3§ 3
[ 1 3 3 0 1 2 0 2
0 2 0 1 3 -4 0 4
21. 3
-1 0 0 2 Hﬂl&ﬂ
L 1 6 4 1 (1 0 20

23-26 = Evalie el determinante por medio de operaciones en
los renglones o en las columnas siempre que sea posible para
simplificar el trabajo.

00 4 6 —2 3 -1 .7
2113 4 6 -2 3

112123 e 7 T 0 3
3017 3 =12 40
12345 beoa  w
02468 P oy e

25.(0 03 6 9 W le & a5 5
0 0 0 4 8 & 1 14
0 0 0 0 35

]
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27, Sea
4 1 0
B=1-2 -] 1
4 0O 3

a) Evalide deti B) por expansion del segundo rengldn.
b} Encuentre det{®) por expansion de la tercera columna,
¢) ;Concuerdan sus resultados del inciso a) y del inciso b)?

28. Considere el sistema

x+riytbe=23
—3x—6y+5:=8
Xx+boy+9:=17

a) Venfique quex = —1, ¥ = 0, z = | es una una solucién
del sistema.

b) Halle el determinante de la matriz de coeficientes.

©) Sin resolver ¢l sistema determine si hay otras soluciones.

d) ;Se puede utilizar la regla de Cramer para resolver este
sistema? ; Por qué si o por qué no?

29-44 = Aplique la regla de Cramer para resolver un sisiema.

{1:— y=-9 {ﬁx+1z_-.~=33
x+2ly= 8 T ldx+ Ty=20
{.I—t'n=3 {l +iy= 1
Ix+2y=1 =iy =3
Odx + 1.2y = 04 10x — 17y = 21
33{ X ) H.{ y
1.2x + 1.6y = 3.2 20x = 31y = 39
x— y+2z= 0 S5t— Iy+ z= §
35, 4 3x + z=11 dy—bz= 12
—x + 2y = 0 Tx + 10y =-—13
2x; 4+ 3 — 553 = | —2a c= 2
n+t 33— =2 8. d+2— ¢= D
2x; + x; = B 3a+ 56+ 2x=22
x+,;.+§z=:—:, 40. +3h=19
x—ty+ z=1 dy + 7z =17
}+5'=4 2.:*51. =4
41. 4 2x z= 10 42. =8
4x + Ty = 0 31 +5:=ﬂ



b) Calcule el drea del tridngulo rojo mediante la diferen-
cia de dreas de los tres tridngulos azules y el drea del

rectingulo.

¢) Mediante esta respuesta del inciso b) muestre que ¢l
drea del tridngulo rojo estd dada por

SECCION 9.8 Fracciones parciales 7156

b) Utlice un determinante para verificar si cada conjunto
de puntos es colineal. Grafiquelos para comprobar su
respuesta,

i) (—6,4),(2,10), (6,13)
ii) (=35, 10).(2,6), (15, -2)

fil. Ecuacion de una recta an forma de determinanta

a b 1 a) Mediante el resultado del ejercicio 60a) muestre que la
frea = *1la, b, 1‘ ecuacién de la recta que contiene los puntos (x,, ¥,) ¥
& B (x2,¥2) €s
x ¥y 1
2 on L =0
2 ¥2 1

b) Utilice el resultado del inciso a) para encontrar una
las. byl ecuacidn para la recta que contiene los puntos (20, 50)
=3 y (—10, 25).

62. Matrices con determinante cero  Utilice la definicidn
de determinante y las operaciones elementales con renglo-
nes ¥ columnas para explicar por gué el determinante de las
matrices de los tipos siguientes es 0,

a) Una matriz con un renglén o una columna que consiste
totalmente en ceros.

b) Una matriz con dos renglones iguales o dos columnas
iguales

¢) Una matriz en la cual un renglén es miltiplo de otro
renglén, o bien, una columna es un miltiplo de
otra columna.

60, Puntos colineales y determinantes
a) Si tres puntos quedan sobre una recta, jcudl es el drea
del “tridngulo™ que definen? Utilice la respuesta a esta
pregunia junto con la férmula del determinante que da
¢l drea de un tridngulo para explicar por qué los puntos
(a;. By), (a3 by) ¥ (as, by) son colineales si y sélo si 63. Resolucion de sistemas lineales Suponga que tiene
gue resolver un sistema lineal con cinco ecuaciones y cinco
variables sin la ayuda de calculadora ni computadora. ; Qué

a, by 1
ﬂl bl il =0 método preferiria: la regla de Cramer o la eliminacién de

i ; ! Gauss? Escriba una breve explicacién acerca de las razones
dy 3

que sustentan su respuesta.

Para escribir una suma o diferencia de expresiones fraccionarias como una sola frac-
cion, se busca un denominador comin. Por ejemplo,

1 1
+ =
2x + 1

x4+ (x—-1) 3x
x-DR2x+1)  2¥=x-1

x—1

Pero para el caso de algunas aplicaciones del dlgebra al cdlculo, es necesario revisar
este proceso, es decir, se debe expresar una fraccién como 3x/(2x* — x — 1) como
la suma de fracciones mds sencillas 1/(x — 1) y 1/(2x + 1). Estas fracciones més
sencillas se llaman fracciones parciales. En esta seccion se estudia la manera de
determinarlas.

B Coman denominador ﬂ
S Ax
-1 2x+1 2x*-x-1

@ Fracciones parciales -
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'Ejemplo2 Factores lineales repetidos
2
Determine la descomposicién en fracciones parciales de - Slai

x(x = 1)"

Solucion Como el factor x — 1 se repite tres veces en el denominador, la des-
composicion en fracciones parciales tiene la forma

X+1 A B C D

xx—1 = x-1 (-1 ([(x-1)
Al multiplicar ambos miembros por el comin denominador, x(x — 1), tenemos

X+ 1=Ax-1) +Bxx— 1+ Cxfx~1) + Dx

=A -+ - 1)+ Bx’-2x*+x)+ C(x* —x) + Dx  Desarrollo
=(A+B)x*+(-3A-2B+C)x*+(3A+B—-C+D)x—A  Separacién

de términos
semejantes

Al igualar los coeficientes, se obtienen las ecuaciones

[ A+ B =0  Coeficientes de x°
~3A-2B+C =1  Coeficientes de x*

{ A+ B-C+D=0 Coeficientes de x

| =1 Coeficientes constantes

Si se reacomodan estas ecuaciones poniendo la dltima en primer lugar, podemos
ver con facilidad, usando la sustitucién, que la solucidn al sisttemaes A = —1, B = 1,
C =0, D = 2, y, entonces, la descomposicién en fracciones parciales es

x+1 -1 1 2

Me=1p x x-1 @=1P =

Caso 3: El denominador tiene factores cuadraticos

irreducibles, ninguno de los cuales se repite

Suponga que la factorizacién de Q{x) contiene el factor cuadrdtico

ax® + bx + ¢, el cual ya no se puede factorizar mds. Entonces, en corres-
pondencia con lo anterior, la descomposicién en fracciones parciales de
P(x)/O{x) tendrd un término de la forma

Ax+ B
ax® + bx + ¢
Ejemplo3 Factores cuadraticos distintos ﬁ
x4+
Determine la descomposicién en fracciones parciales de 223 +I‘h‘ g
Solucion Como x* + 4x = x(x* + 4), la cual no se puede factorizar mds, escri-

bimos

22 —x+4 _A Bx+C
x* + 4x x x*+ 4
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Al multiplicar por x{x* + 4), se obtiene

xl—x+4=Ax*+4)+(Bx+ O)x
= (A + B)x* + Cx + 44

Luego de igualar los coeficientes tenemos las ecuaciones

A+B=2 Coeficientes de x*
C=-=1 Coeficientes de x
4A = 4 Coeficientes constantes

yentonces A = |, B =1y C = —1. La descomposicidn en fracciones parciales es

2 _ -
2x .1:+4_l+.:r 1

x* + dx T x x4+ 4

Caso 4: El denominador tiene un factor

cuadratico irreducible repetido

Suponga que la factorizacion completa de (Xx) contiene al factor
(ax? + bx + ¢)*, donde ax’ + bx + ¢ ya no se puede factorizar mds. Enton-
ces la descomposicion en fracciones parciales de P(x)/Q(x) tendrd los términos
AL.I+B| AII""B: ) A&I"i_ﬂt
ax> + bx + ¢ (ax® + bx + ¢)’ (ax* + bx + )

'Elemplo 4 Factores cuadraticos repetidos
Escriba la forma de la descomposicién en fracciones parciales de

x* =%+ 12x -1
x4+ x4+ D+ 2)°

Solucion
=3+ 122 -1
X+ x+ 12+ 2)
A BB Dx + E Fx+ G Hx + I Jx+ K

==+ +=+ + + + a
x x X x+ax+1l 242 +2P2 (P4 2)

Para determinar los valoresde A, B, C, D, E, F, G, H, I, J y K del ejemplo 4, se ten-
dria que resolver un sistema de 11 ecuaciones lineales. Es posible hacerlo, jpero se
requeriria una gran cantidad de trabajo!

Las técnicas que ya explicamos en esta seccidn se aplican sélo a funciones racio-
nales P{x)/(Xx) en las cuales el grado de P es menor que el grado de Q. Si no es el caso,
entonces €s necesario usar primero la division larga para dividir ¢ entre P.
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e+ +xt-x+1 2x*—x+ 8 descomposicién en fracciones parciales o si se puede des-
3. et + 1) 40. (x* + 4) Componer mis.
=2t x4+ 5
i =Pt x=2 a) zI .o B) 2
4+l x4l (x+1)
=3+ -&"+4x+ 12
| 2 + 2
- (x = 2)%(x2 + 2) c) + ; & 5
x+1 jx+1) (x*+ 1)
43. Determine Ay Bentérminos de a y b:
ax+b A B 46. Ensamble y desensamble de fracciones parciales La
. R expresidn siguiente es una descomposicion en fracciones
parciales:

44. Determine A, B, C y D en términos de a y b:

ax’+bx1=m+ﬂ Cx+ D
x+1P 2+1 (& +1)

2 4 1 = 1
x=1 (x—10 x+1

Utilice un comiin denominador para combinar los Erminos

Descubrimiento * Debate bk Rk, Tt acliis Y sk i i s
45. Identificacion de las descomposiciones de fracciones para determinar su duwmpmmﬁn - fracciones parciales.
parciales Para cada expresitn, determine si ya es una i Obtuvo de nuevo la expresidn original?

m Sistemas de desigualdades

En esta seccidn estudiamos los sistemas de desigualdades con dos variables desde el
punto de vista gréfico.

Grafica de una desigualdad

Iniciamos considerando la grifica de una desigualdad sencilla. Ya sabemos que la
grifica de y = x*, por ejemplo, es la pardbola de la figura 1. Si reemplazamos el sig-
no igual por el simbolo =, obtenemos la desigualdad

yEIz

Su grifica consiste no sélo en la pardbola de la figura 1, sino también en todos los
puntos cuya coordenada y es mayor que x*. La solucién estd en la figura 2a) mediante
los puntos sombreados por arriba de la pardbola.

De manera similar, la gréfica de y = x* de la figura 2b) consta de todos los puntos
sobre y por abajo de la paribola. No obstante, las grificasde y > X’y y < x* no
incluyen los puntos en la pardbola en si, como se indica mediante las curvas discon-
tinuas de las figuras 2c) y 2d).

1 - — = R e e o e ] -
0f 1 : 0] X 0 x 0 1 ¥
a) y=xt b) y = &? c) y = x* d) y< x?
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En general, la grifica de una desigualdad consiste en una region en el plano cuya
frontera es la grifica de la ecuacion obtenida al reemplazar el signo de desigualdad
(=, =, > 0 <) con un signo igual. Para determinar cuil lado de la grifica proporcio-
na el conjunto solucidén de la desigualdad, sélo es necesario verificar unos puntos de
prueba.

Graficacion de desigualdades

Para graficar una desigualdad se efectian los pasos siguientes.

1. Ecuacion de la grafica. Se grafica la ecuacidn que corresponde a la desi-
gualdad. Se utiliza una curva discontinua para > o <, y una curva continua

para = o =,

2. Puntos de prueba. Pruebe un punto en cada regién formada por la grifi-
ca en el paso 1. 5i el punto satisface la desigualdad, entonces todos los puntos
de esa region cumplen con la desigualdad. En ese caso, se sombrea la region
para indicar que es parte de la grifica. Si el punto de prueba no cumple con la
desigualdad, entonces la region no es parte de la gréfica.

_Ejemplo1 Graficas de desigualdades

Grafique cada una de las desigualdades
a) x* + y* <25 b) x +2y=35

Solucion

a) La grifica de ¥* + y* = 25 es una circunferencia de radio 5 con centro en el
origen. Los puntos de la circunferencia no cumplen con la desigualdad porque
es de la forma <, de modo que graficamos la circunferencia con una curva dis-
continua como se muestra en la figura 3.

Para determinar si el interior o el exterior de la circunferencia cumple con
la desigualdad, utilizamos los puntos de prueba (0, 0) en el interior y (6, 0) en
el exterior. Para hacerlo, sustituimos las coordenadas de cada punto en la desi-
gualdad vy verificamos si el resultado satisface la desigualdad. (Observe que
cualgquier punto fuera o adentro de la circunferencia puede servir como punto
de prueba. Hemos escogido estos puntos por facilidad.)

Punto de prueba X+ <25 Conclusion
(0, 0) F+00=0<25 Parte de la grifica
T (6, 0) 6"+ (0F=36«25 No es parte de la grifica

Por consiguiente, la grifica de x* + v* < 25 es el conjunto de todos los puntos
Figura 3 dentro de la circunferencia (véase la figura 3).
b) La grificade x + 2y = 5 es la recta ilustrada en la figura 4. Usamos los puntos
de prueba (0, 0) y (5, 5) en los lados opuestos de la recta.

Punto de prueba x+y =5 Conclusiéon

{0, 0) 0+20)=025 No es parte de la grifica
(3. 5) 5+2A5)=15=5 Parte de la grifica




{

X'+ yr<25
x+2y =5
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La verificacidn sefiala que los puntos arriba de la recta satisfacen la desigualdad.
Otra posibilidad es expresar la desigualdad como cuando tenemos pendiente y
ordenada en el origen, y graficarla directamente:

x+2y=S5
y=—x+5
y= -—%.1: o %
De acuerdo con esta forma vemos que la grifica incluye todos los puntos cuya
coordenada y son mayores que los que se encuentran en larectay = —ix + 3; es
decir, la grifica consiste en los puntos de esta recta o arriba de ella, como se ilustra
en la figura 4. L]

Sistemas de desigualdades

Ahora consideremos los sistemas de desigualdades. La solucién de tal sistema es el
conjunto de todos los puntos en el plano coordenado que cumplen toda desigualdad
del sistema.

JEjemplo’2 Un sistema de dos desigualdades a

Grafique la solucién del sistema de desigualdades.

{.Iz+y={25
x+2y=35

Solucion Son las dos desigualdades del ejemplo 1. En este ejemplo queremos gra-
ficar sélo los puntos que satisfacen en forma simultdnea ambas desigualdades. La
solucidn consiste en la interseccion de las grificas del ejemplo 1. En la figura 5a)
mostramos las dos regiones en el mismo plano coordenado, pero con diferentes
colores, y en la figura 5b) mostramos la interseccidn.

VERTICES Los puntos (—3, 4) y (5, 0) de la figura 5b) son los vértices del conjunto
solucidn. Se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones

{x=+}r1=25
xt+2qy=35

Resolvemos este sistema de ecuaciones mediante sustitucion. Al despejar x de la
segunda ecuacién tenemos x = 5 — 2y, y al sustituir lo anterior en la primera ecua-
cion tenemos

(§—-2¥)°+y' =25 Sustitucidn de x = 5 — 2y
(25 — 20y + 4y*) + y* =25  Desarrollo

—20y + 5y° = Simplificacién

54 —y)=10 Factorizacifn
Por lo tanto, y = 0 o y = 4. Cuando y = 0, tenemos que x = 5 — 2(0) = 5, y cuando
y = 4, tenemos x = 5 — 2(4) = —3. Entonces, los puntos de intersecci6n de estas
curvas son (5, 0) y (—3, 4).

Observe que, en este caso, los vértices no forman parte del conjunto solucidn,

ya que no cumplen con la desigualdad x* + y* < 25, por lo que se grafican como

circulos abiertos en la figura. Simplemente muestran dénde quedan las “esquinas”
del conjunto solucion. »



Figura 7
k4
(6,5)
(2, 3)
1t @y
"JJ{i T e
Figura 8
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BE [Ejlemplod Un sistema de desigualdades lineales

Grafique el conjunto solucidn del sistema.

x+2y=8
-x+2y=s4
Ix—-2y<8

Solucion En necesario graficar las rectas que corresponden a estas desigualda-
des y luego sombrear las regiones adecuadas, como en el ejemplo 3. Usamos una
calculadora para graficar, de modo que primero tenemos gue aislar a y en el lado
izquierdo de cada desigualdad.

y=-ix+4
:.J":i_r+2
y= ;:—4

Al aplicar la caracteristica de sombreado de la calculadora obtenemos la grifica de
la figura 7. El conjunto solucidn es la regidn triangular que estd sombreada con los
tres patrones. Luego usamos o el comando Intersect para determinar
los vértices de la regidn. El conjunto solucién se grafica en la figura 8. L

Cuando una regién del plano se puede abarcar por un circulo suficientemente
grande, se dice que estd acotada, y si no es asf se le llama no acotada. Por ejemplo,
las regiones graficadas en las figuras 3, 5b), 6b) y 8 son acotadas, en tanto que las
de las figuras 2 y 4 son no acotadas. Una regién no acotada no puede ser “encerrada”,
ya que se extiende hasta el infinito por lo menos en una direccidn.

Aplicacion: regiones factibles

En muchos problemas aplicados hay restricciones en las variables. Por ejemplo, el
gerente de una fébrica tiene sélo una cantidad de trabajadores que pueden ser asignados
a ejecutar tareas en el piso de la fibrica. Un granjero que estd pensando qué cultivos sem-
brar tiene sélo una cierta cantidad de tierra que puede trabajar. Por lo regular, dichas
restricciones o limitaciones se pueden expresar como sistemas de desigualdades.
Cuando se trabaja con desigualdades aplicadas, por lo general se llama al conjunto
solucién de un sistema regidn factible porque los puntos del conjunto solucién repre-
sentan valores factibles o posibles de las cantidades que estdn siendo estudiadas.

'Ejemplo5 Restriccion de sustancias contaminantes

Una fébrica produce dos plaguicidas A y B para uso en la agricultura. Por cada barril
de A, la fibrica emite (.25 kg de mondxido de carbono (CO) y 0.60 kg de didxido de
azufre (50,). En cuanto a B, por cada barril producido la fibrica emite (.50 kg de CO
y 0.20 kg de SO,. Las leyes contra la contaminacidn restringen la emanacion de CO de
la fdbrica a un méximo de 75 kg y SO, a un médximo de 90 kg por dia.

a) Plantee un sistema de desigualdades que describa la cantidad de barriles de cada
plaguicida que la fébrica puede producir y cumplir con las leyes contra la
contaminacién. Grafique la regidn factible.

b) ¢Seria legal que la fibrica produjera 100 barriles de A v 80 barriles de B por dia?

c) ;Seria legal que la fibrica produjera 60 barriles de A y 160 barriles de B por
dia?
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Descubrimiento *» Debate

49. Regiones sombreadas no deseadas Para graficar la
solucidn de un sistema de desigualdades hemos sombreado
la solucitn de cada desigualdad de un color distinto. La
solucidn del sistema es la region donde todas las partes
sombreadas se sobreponen. He aqui un método distinto:
por cada desigualdad, sombree la regidn que no satisface a

Revision de conceptos

la desigualdad. Explique por qué la parte del plano que se
quedd sin sombrear es la solucidn del sistema. Resuelva el
sistema siguiente por ambos métodos. [ Cudl prefiere?
x+2y>4
-x+y=<]
x+3y<9
x<3

1. Suponga que se le pide resolver un sistema de dos ecuacio-
nes, no necesariamente lineales, con dos variables. Explique
cdmo resolveria el sistema:

a) por el método de sustitucién
b) por el método de eliminacidn
¢) por el método grifico

2. Suponga que se le pide resolver un sistema de dos ecuacio-
nes lineales con dos varniables.

a) ;Preferiria aplicar el método de sustitucién o el método
de eliminacion?

b) ;Cudntas soluciones son posibles? Dibuje un diagrama
para ilustrar las posibilidades.

3. [ Qué operaciones se pueden efectuar en un sistema lineal
que den como resultado un sistema equivalente?

4. Explique cémo funciona la eliminacidn de Gauss. Su expli-
cacidn debe incluir un andlisis de los pasos que se siguen
para obtener un sistema de forma triangular y efectuar la
sustitucion.

3. [ Qué queremos dar a entender cuando decimos que A es una
matriz de dimensién m X n?

6. ;Cudl es la matriz aumentada de un sistema? Describa el
papel de las operaciones elementales con los renglones, la
forma escalonada, la sustitucidn y las variables principales
cuando se resuelve un sistema en forma de matriz.

7. a) ;Qué significa sistema inconsistente?
b) ;Qué significa sistema independiente?

8. Suponga que usd la eliminacién de Gauss para transformar
en la forma escalonada la matriz aumentada de un sistema
lineal. ; Cémo sabe que un sistema tiene
a) exactamente una solucién?

b) ninguna solucién?
¢) una cantidad infinita de soluciones?

9. ;Cémo sabe que una matriz estd en la forma escalonada
reducida?
10, ;Cudl es la diferencia entre eliminacidn de Gauss y elimina-
cion de Gauss-Jordan? [ Qué ventajas ofrece la eliminacion
de Gauss-Jordan?

11. 5i A y B son matrices con la misma dimensién y k es un ni-
mero real, jc6mo calcula A + B, A — By kA?
12, a) ;Qué debe ser cierto de las dimensiones de A y B para
que ¢l producto AB esté definido?
b) Si el producto AB estd definido, ;cémo lo calcula?
13. a) ;Cudl es la matriz identidad 1,7
b) Si A es una matriz cuadrada n X n, jcudl es la matriz
inversa?
¢) Escriba una formula para la inversa de una matriz 2 X 2,
d)} Explique cdmo se puede encontrar la inversa de una
matriz 3 X 3.
14. a) Explique como se expresa un sistema lineal como una
ecuacion matnicial AX = B?
b} Si A tiene una inversa, ;codmo resolveria la ecuacidn
matricial AX = B?
15. Suponga que A es una matriz n X n.
a) ;Cuil es el menor M del elemento a;?
b) ;Cudl es el cofactor A7
¢) (Coémo calcula el determinante de A7
d) ;Cdémo sabe que A tiene una inversa?
16. Establezca la regla de Cramer para resolver un sistema
de ecuaciones lineales en términos de determinantes. ; Pre-
fiere aplicar la regla de Cramer o la eliminacion de Gauss?
Explique.

17. Explique cdmo calcular la descomposicidn en fracciones
parciales de una expresion racional. Incluya en su explica-
cidn un andlisis de cada uno de los cuatro casos que surgen.

18. ;Cémo grafica usted una desigualdad con dos variables?

19, ;Cdmo grafica el conjunto solucién de un sistema de desi-
gualdades?
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1-4 ® Se proporcionan dos ecuaciones y sus gréificas. Determi-
ne los punios de interseccion de las grificas resolviendo el

sistema.
1 {h+3}r=? 1{3.:+}'=E
"lx=-2y=0 y = x? — 5x

b 5

Pry=2 {.I.'-‘_}"=-2
l{ " :=+}'1—4_t,l=4

'|‘I

5-10 = Resuelva el sistema de ecuaciones y grafique las rectas.

3x=-y=35 y= 2x+6
5‘{1,r+;p=5 I"i'{;|a=—.1;+:‘.
2x — Ty = 28 6x — 8y = 15
T'{y=§x-4 5‘{_,%1+3F=_4
x— y= 1 2x+ 5y = 9
9.4 x+3I=10 10, { —x+3y= 1
Ix+4y=15 Tx—2y=14

11-14 ® Resuelva el sistema de ecuaciones.

= 2-|- I+ - e
u.{" ¥ e 1:.{“ iy
y=06+x y=x+2
4
3 3-I+;—ﬁ I"{II+F==IH
i - PN - R o
:-%=4 *+2'—-Ty=0

B8 15-18 = Use una calculadora para graficar o una computadora
para resolver el sistema con una aproximacidn a la centésima
mis cercana.

- {0.31: +043y= 0
) Tx — 12y = 341

6. {’v"ﬁx— IVIy= 660
T137x + 3931y = 20000

2
x=y =10 {;-.'=5‘+.:
e {.1'=-;]E-}'+11 ® y=x"+5

19-24 ® Se proporciona una matriz.

a) Determine la dimensidn de la matriz.

b) Esti la matriz en la forma escalonada?

¢) ;La matriz estd en la forma escalonada reducida?

d) Escriba el sistema de ecuaciones para el cual la matnz dada
es la matriz aumentada.

" 3 =8 1 0 6
o 0 1 3] m[ﬂ 1 n]
1 0 8 @ (1 3§ 2
21. |0 1 =1 2.]2 10 5
000 o D010
i ] i =
01 -3 4 ;.?_:5
2l 1 0 7 24.
g g 00 2 -7
g 4 31 4 o

25-46 ® Calcule la solucién completa del sistema o demuestre
que el sistema no tiene solucidn.

[(x+ y+2:= 6

25, ¢ x +3r=12
L X+ 2y+ 3= 9
[(x—2y+ 3=

26. \ x—Y3— =0
L 2x — bz =&

[ x—2%4+ =1
2. 42x— y+ z=13
(2 =Ty + 1lz=2

i

x+ y+ z+ w=2
xx -X% =5
x=2 +dw=9
L x+ y+2+3w=135

[ x+27+2r= 6
I, ¢ x= ¥ = -1
ax+ v+ 3z= T

(x— y+ z2=2
3. sx+ y+3Iz=6
| 2y+3z=35
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[ x=2y+ 3z=-2

M. \2x— y+ z= 12
-.1.1"—'?}'+II:=-"3‘
[ x—y+ 2= 2

JL L x+y+3z= b

L\ Ixr—y+35z2= 10

(x+ y+ z+ w= 0
x= y—4z- w= -]
x — 2y + 4= —7/
(2r+ 2y + Iz + dw= -3

[ x + 3z = =]

¥ —dw= 35
v+ z+ w= 0

{x-3y+

2x+ y+hz—-—dw= 4

:=4
dx—= y+152=35

2x =3y +dz= 3

(x+ y— z— w=2
x— y+ z2— w=10
2x + =2
(2r + 4y — 42— 2w =6

45. 4

-

x— v=—2z+ 3w=0
y=— 2+ w=1]
3x—2y—Tz + 10w =2

47. Un hombre invierte sus ahorros en dos cuentas. Una da un
interés de 6% al afio y la otra proporciona 7%. Tiene el do-
ble invertido en la cuenta que da el 7% que en la cuenta que
proporciona 6%, y el rendimiento anual es 600 délares.
{ Cuénto tiene invertido en cada cuenta?

48. Una alcancia contiene 50 monedas todas de 5, 10 y 25 cen-
tavos. El valor total de las monedas es 5.60 ddlares, y el
valor de las monedas de 10 centavos es cinco veces el valor
de las monedas de 5 centavos. [ Cudntas monedas de cada
tipo hay?

49. Clarisse invierte 60 000 ddlares en cuentas del mercado

de valores en tres bancos distintos. El banco A paga 2% de
interés anual, el banco B paga 2.5% y el banco C da el 3%.
Decide invertir el doble en el banco B de lo que invierte en
los otros dos bancos. Después de un afio Clarisse gana 1575

36 {d4x — S5y +9:=13
| 2x + Tz= 0
[-x+d4y+ z= 8

J.L{ 2x—6y+ z= -9
L x—6y—4z=—15
x -2+ w= 2
2x + — 2w =12

" 1 S

Iyv+z+ w= 4
x+ y—z2 = 10
[(x—y+3=2

M L2x+y+ 2=12
L Jx +4:=4
(x— ¥ = 1

4. \x+ y+2zr= 3
x=y—2z= -]

_.1+:— =

a1. {I ; e
x-y—-z—-—w=12
[(x— y=13

42. L 2x+ yv=6
L x—2y=9

[(x— y+ z=0
Ix+2y— z=6
L X+ dy—3z=3

[ x+2y+ 32 =
2x— y— =

(= N

ldx + 3y + =z =

délares de intereses. [ Cudnto invirtié en cada banco?

50. Un pescador comercial pesca abadejo, robalo y pargo. Le
pagan 1.25 dSlares por una libra de abadejo, 0.75 ddlares
por una libra de robalo y 2 délares por cada libra de pargo.
Ayer capturd 560 Ib de pescado que valian 575 délares. El

abadejo y el pargo juntos valian 320 délares. ;Cudntas libras

de cada especie pesca?
51-62 ® Sean
1 2 4
A=[2 0 -1] E—L{ 1n]
~ 13 1 4
C=| 2 3} D=0 -1
| =2 1 (2 0
3 4 0 2
E=| 7 _:] F=|-1 1 u‘
= L 7 50
G = (5]

Efectie la operacién indicada o explique por qué no se puede
efectuar.

5L A+ B
5. 58 - 2C

5. C-D
55. GA

53, 2C+ 3D
56. AG
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97-100 ® Grafique la desigualdad. 105-108 ® Grafique el conjunto solucidn del sistema de desi-
gualdades. Calcule las coordenadas de todos los vértices y deter-
97. Ix+y=<6 98. y=x'-3 mine si el conjunto solucién es acotado o no acotado,
2 2 -yt
9. x*+y' =9 100, x —y* <4 e {114-}.1.;:9 - {}'-xlad
101-104 ® La figura ilustra la gréfica de las ecuaciones que “lx +y <0 ¥y <20

corresponden a las desigualdades dadas. Sombree la region del =0, v=0 =4
conjunto solucién del sistema de desigualdades. 107, [ 108, {

x+2y=12 x+y=24
y=x+4 xs2y+ 12
=zl —3 =x—1
101. {*" = 102. {3"1 s
ysix—1 +y =1
109-110 ® Determine x, y ¥ 2 en funcidnde a, by ¢.
Yi

1

“xXTy-+r
109. x=y+

x+y-

LE ] T Fai
il
LE T~ LB~

ax+byt+tez=a-b+c¢
110, S bhx+ by + ez =¢ @b b#cc#0)
x+ey+tezr=c

x+ty=2 y=-—1x 111, ;Para qué valores de k las siguientes tres rectas tienen un
103. \y—x=1 104, 4y = 2x punto comiin de interseccitn?
x=3 y=-—ix+2 x+y=12
y kx —=v=10
4 y—x=2k

112, ;Para qué valores de k el siguiente sistema tiene una canti-
dad infinita de soluciones?

kx+ y+ z=0
x+2y+ k=0
—X + =1
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11. Sélo una de las matrices siguientes tiene inversa. Calcule el determinante de cada matriz
y dselo para identificar la matriz que tiene inversa. Encuentre luego esta inversa.

1 41 1 4 0
A=]0 2 0 B=| 0 2 0
1 01 -3 0 1
12. Resuelva aplicando la regla de Cramer:
2x - z= 14
Ix— y+52= 0
dx+2y+3z=-2
13. Determine la descomposicidn en fracciones parciales de la funcién racional.

a) < h}h_j
(x = 1)%x + 2) ¥+ 3x
14. Grafique el conjunto solucién del sistema de desigualdades. Dé las coordenadas de los
vértices y ndmbrelos.
x+ ys 8 3
*+ys)
a)§ x— y=-2 hl{
= +
{.I-I'-Eya 4 PEALED
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Enfnqua en el mudaladn

Puesio gue los mocasines son los gue
PrOPOrCIean mas ganancia por cada
par. parceeris gue lo mejor ¢s producir
sl mocisines, Pero para nuestra
SOPPrEsi, esto no resulta ser la solucion
s rentable

La programacién lineal es una técnica de modelado usada para determinar la asig-
nacidn dptima de recursos en los negocios, la milicia y otras dreas de las actividades
humanas. Por ejemplo, un fabricante que produce varios productos diversos de la
misma materia prima puede aplicar la programacién lineal para determinar cudnto de
cada producto debe ser producido para maximizar la ganancia. Es probable que esta
técnica de modelado sea la aplicacién préctica mds importante de los sistemas de
desigualdades lineales. En 1975, Leonid Kantorovich y T. C. Koopmans recibieron el
Premio Nobel en economia por su trabajo en el desarrollo de esta técnica.

Aungue la programacidn lineal se puede aplicar a problemas muy complejos con
cientos o hasta miles de variables, consideramos sélo algunos ejemplos para los cua-
les se pueden aplicar los métodos gréficos de la seccidn 9.9. En el caso de grandes
cantidades de variables, se usa un método de programacitn lineal basado en matri-
ces. Examinemos un problema representativo.

Ejemplo 1 Manufactura para obtener una ganancia maxima

Un pequeiio fabricante de zapatos produce dos estilos de zapatos: zapatos de agujetas
y mocasines. Utiliza dos méquinas en el proceso: una méquina cortadora y una mé-

quina de coser. Cada tipo de zapato requiere 15 min por cada par en la cortadora. Los
zapatos de agujetas requieren 10 min de costura por par y los mocasines requieren 20

‘min de costura por par. Como el fabricante sélo quiere contratar un operador por m4-

quina, cada proceso estd disponible sélo por 8 h al dia. Si la ganancia es de 15 ddlares
por cada par de zapatos de agujetas y 20 délares por cada par de mocasines, jcudn-
tos pares de cada tipo debe producir por dia para tener una ganancia méxima?
Solucion Primero organizamos los datos en una tabla. Para ser congruentes,
convertimos todos los tiempos en horas.

Zapatos de aqujeta | Mocasines Tiempo disponible
Tiempo en la
cortadora (h) : : 8
Tiempo en la maguina
de coser (h) : i 8
Ganancia 515 $20

Describimos el modelo y resolvemos el problema en cuatro pasos.

ELECCION DE LAS VARIABLES Para formular un modelo matemético, primero
damos nombres a las cantidades variables. En el caso de este problema hacemos

x = cantidad de pares de zapatos de agujetas fabricados diario
y = cantidad de pares de mocasines fabricados diario

DETERMINACION DE LA FUNCION OBJETIVO  El objetivo es determinar qué
valores de x y de y dan la ganancia méxima. Puesto que cada par de zapatos de



10+

Enfoque en el modelado

x+ y=132

(16, 16)
x4+ 2y=48

. &
(0, 0)

Figura 1

10

(32,0)* £

agujetas genera 15 ddlares de ganancia y cada par de mocasines genera 20 délares,
la ganancia total se representa con

P = 15x + 20y
esta funcion se denomina funcidn objetivo.

GRAFICA DE LA REGION FACTIBLE Entre més grande sean x y y, més alta es la
ganancia. Pero no podemos escoger en forma arbitraria valores grandes para estas
variables debido a las restricciones del problema. Cada restriccion es una desigual-
dad de las variables.
En este problema, la cantidad total de horas de corte necesarias es }x + .
Puesto que sélo hay 8 horas disponibles en la cortadora, tenemos
x+iy=8

De igual manera, al considerar la cantidad de tiempo necesario y disponible en la
maquina de coser tenemos
,:-,-I + ;—}r =8
No podemos producir cantidades negativas de zapatos, de modo que
x=0 Yy y=0
Por lo tanto, x y y deben cumplir con las restricciones
rix + % y=8§
gx+iy=8
x=0
\ y=0
Si multiplicamos la primera desigualdad por 4 v la segunda por 6 obtenemos el sis-
tema simplificado

.

x+ y=132
x+ 2y=48
x=0
}raﬂ
La solucidn de este sistema se presenta en la figura 1, en donde los vértices ya con-
tienen las coordenadas. Los tGinicos valores que satisfacen las restricciones del pro-

blema son los que corresponden a los puntos de la regidn sombreada de la figura 1.
Se denomina regidn factible del problema.

DETERMINACION DE LA GANANCIA MAXIMA Cuando x y y se incrementan,
también aumenta la ganancia. Por lo tanto, parece razonable que la ganancia maxi-
ma ocurra en un punto en una de las orillas externas de la regidn factible, donde es
imposible incrementar x y y sin salir de la region. En efecto, se puede demostrar que
el valor miximo ocurre en un vértice. Esto quiere decir que necesitamos comprobar
la ganancia s6lo en los vértices. El valor mas grande de P se presenta en el punto
(16, 16), donde P = 560 ddlares. Por lo tanto, el fabricante debe hacer 16 pares de
zapatos de agujeta y 16 pares de mocasines para obtener una ganancia méxima
diaria de 560 ddilares.

Vértice P = 15x + 20

(0,0) 0

(0,24) 15(0) + 20(24) = $480 :

(16,16) | 15(16) + 20(16) = %560 Ganancia méxima

(32,0 15(32) + 20(0) = $480 R
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DETERMINACION DEL COSTO MINIMO  Comprobamos el valor de la funcién ob-
jetivo en cada vértice de la region factible.

Vertice C = 1260 — 10x — 15y
(0,12) | 1260 — 10(0) — 15(12) = $1080
{31 ]2] 1260 — lmj} — 15{11} = S50 Costo minimo

(10,5) | 1260 — 10(10) — 15(5) = $1085
(10,2) | 1260 — 10(10) — 15(2) = $1130

El costo minimo se presenta en el punto (3, 12). Por lo tanto, el comerciante debe
embarcar
3 automdviles desde Millville a Camden
12 automdviles desde Millville a Atlantic City
7 automdviles desde Trenton a Camden
0 automéviles desde Trenton a Atlantic City .

Por los afios cuarenta del siglo pasado, los mateméticos crearon métodos matri-
ciales para resolver problemas de programacidn lineal que contienen mis de dos va-
riables. Estos métodos fueron aplicados por primera vez entre los Aliados, en la
Segunda Guerra Mundial, para resolver problemas de aprovisionamiento similares,
pero, naturalmente, mucho méds complicados que el ejemplo 2. El mejoramiento de
los métodos matriciales es un campo activo y emocionante de la investigacion mate-
mitica actual.

Problemas

1-4 ® Determine los valores méximo y minimo de la funcidn objetivo dada en la regidn
factible indicada.

1T.M=20-x—y 2 N=ix+ly+40

w

4

3.P=140—x + 3y 4. Q = T0x + B2y
= >
i x-s?;}y El]Zﬂ
2x+ y=10 i_'_ éﬁy
¥
2x + 4y = 28
Y x+2y=18

5. Fabricacion de muebles Un fabricante de muebles hace mesas y sillas de madera.
proceso de produccidn requiere dos tipos bdsicos de tarea: carpinteria y acabado,
Una mesa requiere 2 horas de carpinteria y | h de acabado. Una silla requiere 3 h de car-
pinteria y media hora de acabado. La ganancia es de 35 ddlares por mesa y 20 délares



13.

14.

15.

16.

Programacion lineal FLd

0.20 délares la onza y el tipo Il cuesta (.30 d6lares la onza. Los conejos reciben un mi-
nimo diario de 24 g de grasa, 36 g de carbohidratos y 4 g de proteina, pero no obtienen
més de 5 onzas de alimento por dia. ;Cudntas onzas de cada tipo de alimento se deben
dar diario a los conejos para satisfacer las necesidades dietéticas a un minimo costo.

Inversion en bonos Una mujer desea invertir 12 000 délares en tres tipos de bonos:
bonos municipales que proporcionan un interés anual de 7%, centificados de inversién
bancarios que dan 8% y bonos de alto riesgo que dan 12%. Por cuestiones de impuestos,
desea que la cantidad invertida en bonos municipales sea por lo menos el triple de la
cantidad invertida en los certificados bancarios. Para conservar su nivel de riesgo mane-
jable, invertird no mds de 2000 délares en los bonos de alto riesgo. ;Cudinto debe inver-
tir en cada tipo de bono para maximizar su rendimiento de interés anual? [Sugerencia:
sea x = cantidad en bonos municipales y y = cantidad en certificados bancarios. Enton-
ces la cantidad en bonos de alto riesgo serd de 12000 — x — y.]

Rendimiento del interés anual Refiérase al problema 13. Suponga que el inver-
sionista decide incrementar el miximo invertido en bonos de alto riego a 3000 délares,
pero deja las otras condiciones sin cambio. JEn cudnto se incrementard su rendimiento
méximo posible del interés?

Estrategia para los negocios Una pequefia compafifa de programas para
compuiadoras publica juegos para computadoras y programas educativos y de servicio,
Su estrategia de negocio es comercializar un total de 36 nuevos programas cada afio, y
por lo menos cuatro de ellos serdn juegos. La cantidad de programas de servicio publi-
cados nunca es més del doble de la cantidad de programas educativos. En promedio, la
compafiia tiene una ganancia anual de 5000 délares por cada juego para computadora,
8000 ddlares por cada programa educativo y 6000 délares por cada programa de
servicio. (Cudntos programas de cada tipo debe publicar cada afio para lograr una
ganancia mixima?

Region factible Todas las partes de este problema se refieren a la siguiente regién
factible y funcidn objetivo

x=0

x=y

x+ 2y=12

x+y=10

P=x+4dy

a) Grafique la regitn factible.

b) En la grifica del inciso a) trace las gréificas de las ecuaciones lineales obtenidas al
hacer P igual a 40, 36, 32 y 28.

c) Si continuamos reduciendo el valor de P, jen cudl vértice de la regidn factible estas
rectas tocardn primero la regidn factible?

d) Verifique que el valor mdximo de P en la regidn factible estd en el vértice que eligié
en el inciso ¢).
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que el estudio de las pardbolas sea indispensable en la ciencia de los cohetes. Las
secciones conicas también ocurren en muchos lugares inesperados. Por ejemplo, la
grifica del rendimiento de una cosecha como una funcién de la cantidad de lluvia es
una pardbola (véase la pdgina 321). Se examinardn algunos usos de las cénicas en
medicina, ingenieria, navegacitn y astronomia.

En la seccion 10.7 se estudian ecuaciones paramétricas, las cuales se pueden usar
para describir la curva que un cuerpo en movimiento traza con el tiempo. En Enfasis
en el modelado, pagina 816, se deducen ecuaciones paramétricas para la trayectoria
de un proyectil.

*

En la seccitin 2.5 se vio que la gréfica de la ecuacién y = ax’ + bx + ¢ es una curva
en forma de U llamada pardbola que abre hacia arriba o hacia abajo, dependiendo de
si el signo de a es positivo o negativo.

En esta seccidn se estudian las pardbolas desde un punto de vista geométrico
en vez de algebraico. Se empieza con la definicién geométrica de una pardbola y
s¢ muestra como esto conduce a la férmula algebraica con la que ya se estd fami-
liarizado.

Definicion geomeétrica de una parabola

Una pardbola es el conjunto de puntos en el plano equidistante de un punto
fijo F (llamado foco) y una linea fija [ (llamada directriz).

Esta definicidn se ilustra en al figura 1. El vértice V de la pardbola se localiza a la
mitad entre el foco y la directriz, y el eje de simetria es la linea que corre por el fo-
co perpendicular a la directriz.

En esta seccidn se restringe la atencion a pardibolas que estdn situadas con el vér-
tice en el origen y que tienen un eje de simetria vertical u horizontal. (Las pardbolas
en posiciones mds generales serdn consideradas en las secciones 10.4 y 10.5.) Si el
foco de tal pardbola es el punto F{0, p), entonces el eje de simetria debe ser vertical y
la directriz tiene la ecuacion y = —p. En la figura 2 se ilustra el caso p > 0.

Figura 2
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Viatematicas en
el mundo moderno

Buscando dentro de tu cabeza

{Como le gustaria ver dentro de su
cabeza? La idea no es particular-
mente atractiva para la mayor parte
de nosotros, pero con freceencia los
médicos necesitan hacer eso. Si
pueden mirar sin cirugia invasiva,
es mejor. Una radiografia no pro-
porciona en realidad una vista inter-
na, simplemente da una “grifica”
de la densidad de tejido que deben
pasar los rayos X. Por lo tanto, una
radiografia es una vista “aplanada™
en una direccidn. Suponga que ob-
tiene una vista de rayos X desde
muchas direcciones distintas, ;se
pucden usar estas “grificas™ para
reconstruir la vista interna tridi-
mensional? Este es un problema pu-
ramente matemdtico y hace mucho
tiempo lo resolvieron los matemat-
cos. Sin embargo, reconstruir la vis-
ta interna requiere miles de cilculos
tediosos. En la actualidad, los ma-
temdticos y las computadoras de al-
ta velocidad brindan la posibilidad
de “ver dentro” mediante un proceso
llamado Tomografia Auxiliada por
Computadora (o exploracion TAC).
Los matemdticos contindan investi-
gando muchas formas de usar las
matemiticas para reconstruir image-
nes, Una de las técnicas mis recien-
tes, llamada Imagen de Resonancia
Magnética (IRM), combina la biolo-
gia molecular y las matemdticas pa-
ra “ver al intenor” con clandad.

Figura 4
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Ejemplo 1 Hallar la ecuacion de una parabola

Encuentre la ecuacién de la pardbola con vértice V[0, 0) y foco F(0, 2) y bosqueje su
grifica.

Soluciéon Puesto que el foco es F{D, 2), se concluye que p = 2 (y, por lo tanto, la
directriz es y = —2). Asf, la ecuacién de la pardbola es

x = 4(2)y
x2=8y

x“=4dpyconp=2

Puesto que p = 2 > (), la paribola abre hacia arriba. Véase la figura 3.

Figura 3 _ .

"Ejemplo 2 Hallar el foco y la directriz
de una parabola a partir de su ecuacion

Encuentre ¢l foco y la directriz de la pardbola y = —x° y bosqueje la gréfica.

Solucion Para hallar el foco y la directriz, se escribe en forma esténdar la ecuacion
x* = —y. Comparando esto con la ecuacién general x* = 4px, se puede observar
que 4p = —1, por lo tanto p = — 1. Asf, el foco es F(0,—3) y la directrizes y = §.
La grifica de la pardbola, junto con el foco y la directriz, se muestran en la figura 4a).
Se puede trazar también la grifica por medio de una calculadora como se muestra
en la figura 4b),

a) b) [ ]



formulas para el volumen de una
esfera, V = {arr’; el drea superfi-
cial de una esfera, § = 4ar’, y un
cuidadoso andlisis de las propieda-
des de las pardbolas y otras cénicas.

Figura 7
5
-3 5 -3
=0.5
y=2¢
Figura 8

Una familia de pardbolas
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'Ejemplo4 Diametro focal de una parabola
Encuentre el foco, la directriz y el didmetro focal de la pardbola y = %x* y
grafiquela.
Solucion Primero se escribe la ecuacién en la forma x* = 4py.
y = 3x’

x} = 2y Multipligue cada lado por 2
De esta ecuacion se puede observar que 4p = 2, asi que el didmetro focal es 2. Al
despejar p se obtiene p = 3, de modo que el foco es (0, 1) y la directrizes y = —1.

Puesto que el didmetro focal es 2, el lado recto se extiende 1 unidad a la izquierda
y | unidad a la derecha del foco. La grifica se bosqueja en la figura 7. L]

En el ejemplo siguiente se grafica una familia de pardbolas, para mostrar cémo al
cambiar la distancia entre el foco y el vértice afecta la “amplitud” de una pardbola.

B Ejemplo5 Una familia de parabolas

a) Encuentre ecuaciones para pardbolas con vértice en el origen y focos
Fi(0,3), F(0,3), F5(0, 1) y Fi(0, 4).
b) Dibuje grificas de las pardbolas del inciso a). ;Qué concluye?
Solucion
a) Puesto que los focos estdn en el eje positivo y, las pardbolas abren hacia arri-

ba y tienen ecuaciones de la forma x* = 4py. Esto conduce a las siguientes
ecuaciones.

Ecuacion Forma de la ecuacion para
Foco p x* = dpy calculadora graficadora
Fy(0, §) P=4 x* =1y y=2x?
R03) p=1 =2 y = 0.5x?
0,1y p=1 x? =4y y = 0.25x*
Ff(0,4) p=4 x? = 16y y = 0.0625x2

b) Las grificas se trazan en la figura 8. Se puede observar que mientras mds cerca
del vértice esté el foco, mds estrecha es la pardbola.
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Aplicaciones

Las pardbolas tienen una propiedad importante que las hace dtiles como reflectores
para ldimparas y telescopios. La luz de una fuente colocada en el foco de una superfi-
cie con seccién transversal parabélica se reflejard de tal forma que viaja paralela al
eje de la pardbola (véase la figura 9). Asf, un espejo parabdlico refleja la luz en un haz
de rayos paralelos. Por el contrario, la luz que se aproxima al reflector en rayos para-
lelos a su eje de simetria es concentrada al foco. Esta propiedad de reflexidn, que se
puede demostrar por medio de cdlculo, se emplea en la construccién de telescopios

reflectores.

Figura 9
Reflector parabélico
N de un reflector proyector a

Un proyector tiene un reflector parabélico que forma un “tazén” que mide 12 pulga-
das de ancho de borde a borde y 8 pulgadas de profundidad, como se ilustra en la

figura 10. Si el filamento del bombillo se localiza en el foco, ;que tan lejos del vér-
tice del reflector est4?

Figura 10

Un reflector
parabdlico

Solucion Se introduce un sistema de coordenadas vy se coloca una seccién
transversal parabdlica del reflector de modo que su vértice esté en el origen y su
eje sea vertical (véase la figura 11). Entonces la ecuacién de esta pardbola tiene la
forma x* = 4py. De la figura 11 se puede observar que el punto (6, 8) se encuentra
sobre la pardbola. Se emplea ésta para hallar p.

6" = 4p(8) El punto (6, B) satisface la ecuacion x* = 4py

36 =32p

P=i

El foco es F(0, §), de modo que la distancia entre el vértice y el focoes§ = 1} pulg_

Debido a que el filamento estd colocado en el foco, se localiza a 1§ pulgadas del vérti-
ce del refiector. -
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1-6 ® Compare la ecuacidn con las grificas marcadas I-V1. Dé
raZONes para sus respuestas,

1, y*=2x 2, yi=-1x 3 xl= -6y
4 2x’=y 5. y'=Br=0 6. 12y +x*=0
I ¥i 11 yi
i I
) X
T R '
Im i v ¥
| . 2
x
v yi Vi ¥

\/*:
=1 [
=Y

L

-
cl—
—
ol §

7-18 = Encuentre el foco, la directriz y el didmetro focal de la
pardbola, y bosqueje su grafica,

7. y2=4x

9, x*=0y

11 y = 5x?

13, x = —-8?
15, x>+ 6y =0
17. 5x + 3y’ =0

B xi=y

10. vy = 3x

12 y = —2x?
14. x = §y?

16. x— Ty* =0
18. Bx* + 12y =0

. 19-24 = Use un dispositivo de graficacién para graficar la

paribola.

19, x* = 16y
21, y1= —1ix
23 4x+y1=0

20. x= —8y
22, 8y =1x
4. x-2'=0

25-36 ® Encuentre una ecuacitn para la pardbola que tiene su
vértice en el origen y satisface la condicién dada o condiciones.

25, Foco F{0, 2)

26. Foco F(0, - })

SECCION 10.1 Parébolas 751

27. Foco F(—8,0)
29. Directriz x = 2 30. Directrizy = 6

31. Directrizy = =10 32. Directriz x = —§

33, El foco estd en el gje x positivo a 2 unidades de la directriz
3. La directriz tiene ordenada 6

35. Abre hacia arriba con foco a 5 unidades del vértice

36. El didmetro focal es 8 y el foco estd sobre el eje v negativo

28. Foco F(5,0)

37-46 = Encuentre una ecuacidn de la pardbola cuya grifica se
muesira.

3. 38.
Y directnz Y4
\. -V : \ *
o
0 * x=-1
39. 40,
¥ directriz ¥i
0 x
7T
0 X foco
xr=4
41 42,
Y
foco
of s =
43. Hl‘
7
0 p
4, -2)




