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1-6 ® Compare la ecuacidn con las grificas marcadas I-V1. Dé
raZONes para sus respuestas,

1, y*=2x 2, yi=-1x 3 xl= -6y
4 2x’=y 5. y'=Br=0 6. 12y +x*=0
I ¥i 11 yi
i I
) X
T R '
Im i v ¥
| . 2
x
v yi Vi ¥

\/*:
=1 [
=Y

L
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7-18 = Encuentre el foco, la directriz y el didmetro focal de la
pardbola, y bosqueje su grafica,

7. y2=4x

9, x*=0y

11 y = 5x?

13, x = —-8?
15, x>+ 6y =0
17. 5x + 3y’ =0

B xi=y

10. vy = 3x

12 y = —2x?
14. x = §y?

16. x— Ty* =0
18. Bx* + 12y =0

. 19-24 = Use un dispositivo de graficacién para graficar la

paribola.

19, x* = 16y
21, y1= —1ix
23 4x+y1=0

20. x= —8y
22, 8y =1x
4. x-2'=0

25-36 ® Encuentre una ecuacitn para la pardbola que tiene su
vértice en el origen y satisface la condicién dada o condiciones.

25, Foco F{0, 2)

26. Foco F(0, - })
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27. Foco F(—8,0)
29. Directriz x = 2 30. Directrizy = 6

31. Directrizy = =10 32. Directriz x = —§

33, El foco estd en el gje x positivo a 2 unidades de la directriz
3. La directriz tiene ordenada 6

35. Abre hacia arriba con foco a 5 unidades del vértice

36. El didmetro focal es 8 y el foco estd sobre el eje v negativo

28. Foco F(5,0)

37-46 = Encuentre una ecuacidn de la pardbola cuya grifica se
muesira.

3. 38.
Y directnz Y4
\. -V : \ *
o
0 * x=-1
39. 40,
¥ directriz ¥i
0 x
7T
0 X foco
xr=4
41 42,
Y
foco
of s =
43. Hl‘
7
0 p
4, -2)
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Excentricidades de las orbitas
de los planetas
. Las Grbitas de los planetas son
. elipses con el Sol en un foco. Para
- lamayor parte de los planetas estas

circulares. Sin embargo, Mercurio

y Plutén, los planetas interior y

exterior, tienen drbitas visiblemente |

elipticas.

Planeta Excentricidad
Mercurio 0.206
Venus 0.007
Tierra 0.017
Marte 0.093
Japiter 0.048
Samrmno 0.056
Urano 0.046
Neptuno 0.010
Plutdn 0.248
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Por consiguiente, si e es cercana a 1, entonces ¢ es casi igual a a, y la elipse es de
forma alargada, pero si e es cercana a 0, entonces la elipse casi tiene la forma de un

cfrculo. La excentricidad es una medida de cudn “alargada” es una elipse.
En la figura 8 se muestran varias elipses para demostrar el efecto de variar la ex-
centricidad e.

Figura 8

Elipses con varias excentricidades

"Ejemplo4 Hallar la ecuacion de una elipse
a partir de su excentricidad y focos

Encuentre la ecuacién de la elipse con focos (0, =8) y excentricidad e = 7 y bos-
queje su grifica.
Solucién Sedane = %y c = 8. Por lo tanto,

[
4 B
*5 - % Excentricidad ¢ =
dg = 40  Multiplicacidn en cruz
a= 10
Para hallar b, se usa el hecho de que ¢* = a* — b,
82 = 102 — b*
b= 10" — 8 = 36
b=6
En consecuencia, la ecuacidn de la elipse es
J.'= $
=+l

Debido a que los focos estdn sobre el eje v, la elipse estd orientada verticalmente.
Para bosquejar la elipse, se encuentran los intersectos: las abscisas son *6 y las
ordenadas son *10. La grifica se bosqueja en la figura 9. ]

La atraccién gravitacional causa que los planetas se muevan en drbitas elipticas
alrededor del Sol con el Sol en un foco. Johannes Kepler fue el primero en observar
esta propiedad notable e Isaac Newton la dedujo después de su ley de la inversa del
cuadrado de la gravedad por medio de cdlculo. Las érbitas de los planetas tienen
excentricidades distintas, pero la mayor parte son casi circulares (véase la nota al
margen arriba).
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Las elipses, como las pardbolas, tienen una interesante propiedad de reflexidn que
conduce a varias aplicaciones pricticas. 5i se coloca una fuente de luz en un foco de
una superficie reflectora con secciones transversales elipticas, entonces toda la luz
se reflejard fuera de la superficie al otro foco, como se muestra en la figura 10. Este
principio, que funciona para ondas sonoras asi como para la luz, se usa en litorricia,
un tratamiento para los cdlculos renales. Se coloca al paciente en una tina de agua
con secciones transversales elipticas de tal manera que el cdlculo renal se localiza con
exactitud en un foco. Las ondas sonoras de alta densidad generadas en el otro foco
se reflejan en el cdlculo y lo destruyen con dafio minimo del tejido circundante. Al
paciente se le libera del traumatismo de la cirugia y se recupera en dias en vez de
semanas,

La propiedad de reflexién de las elipses se emplea también en la construccién
de cupulas susurrantes. El sonido que proviene de un foco rebota en paredes y techo de
un cuarto eliptico y pasa por el otro foco. En estas salas incluso susurros silenciosos
emitidos en un foco se pueden escuchar con claridad en el otro. Las clpulas susurran-
tes famosas son el Natural Statuary Hall del Capitolio de Estados Unidos en Washing-

Figura 10 ton, D.C. (véase la pdgina 771) y el Mormon Tabernacle en Salt Lake City, Utah.
10.2
1-4 ® Compare la ecuacidn con las grificas marcadas I-IV, Dé 7. 9x2 4+ 4yi =136 8. 4x? + 25y% = 100
razomne fas,
SRR R 9, x* + dy? = 16 10. 4x2 + y2 = 16
2 2 ) 2 i 2 ? =
1%4__2_,:] 112*‘%"[ 11. 2x + ¥ 3 1. 5x +6}' 30
g , . 13. x> + dy?* =1 14, 9x* + dy?* = |
dxl+yi=4 4. 16x° + 25y° = 400
! % 15, byt + Jy? =1 16, x* =4 — 2?
17. y¥* =1 - 2x? 18. 20x° + 4y* =5

r 8
¥
Fi0, 2} 4 F{0, 3)
5-18 ® Encuentre los vértices, focos y excentricidad de la elipse.
Determine las longitudes de los ejes mayor y menor, y bos- Q-/
L ]
ﬁ 25

queje su grifica.

T
-—-+—'=
s. 5T 1

19-24 ® Encuentre una ecuacién para la elipse cuya grifica
5€ muestra.

19. 20.
¥i ¥

'“ il W
A

=7

= Y
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Plx, ¥

Fylc,0) x

Figura 1

P estd en la hipérbola si
|d(F, F\) — d(P, F,)| = 2a.

Aungue las elipses y las hipérbolas tienen formas completamente distintas, sus de-
finiciones y ecuaciones son similares. En lugar de usar la suma de distancias desde
dos focos fijos, como en el caso de una elipse, se usa la diferencia para definir una

hipérbola.

Definicion geométrica de una hipérbola

Una hipérbola es ¢l conjunto de los puntos en el plano, la diferencia de cuyas
distancias desde dos puntos fijos F, y F; es una constante. (Véase la figura 1.)
Estos dos puntos fijos son los focos de la hipérbola.

Como en el caso de la elipse, se obtiene la ecuacién més simple para la hipérbola al
colocar los focos en el eje x en (*¢, 0), como se muestra en la figura 1. Por definicién, si
P(x, y) se encuentra sobre la hipérbola, entonces d[P, F,) — dP, F;)o dP, Fs) — dP, F\)
debe ser igual a alguna constante positiva, que se llama 2a. Asi, se tiene

d(P,F,) — d(P, F;) = *2a
o bien Vix+e)l+y¥ - Vix—¢)P+y*==*2a
Si se procede como se hizo en el caso de la elipse (seccién 10.2), esto se simplifica a
(f_-: - ﬂz}xz -, ﬂzyz = HE{EI — ﬂz]

Del tridngulo PF,F, en la figura 1 se puede observar que |d(P, F,) — d(P, F;) | < 2¢.
Se deduce que 2a < 2c, o bien a < ¢. Asf, ¢* — a® > 0, de modo que se puede estable-
cer b? = ¢ — a°. Entonces se simplifica la dltima ecuacién mostrada para obtener

v

x* =
3 g

a b
Esta es la ecuacion de la hipérbola. 51 se remplaza x por —x 0 y por —y en €sta ecua-
cidn, permanece sin cambio, asi que la pardbola es simétrica con respecto a los ejes
x y y y respecto al origen. Las intersecciones con el eje x son *a, y los puntos (a, 0)
y (—a, 0) son los vértices de la hipérbola. No hay interseccién con el eje y porque
al fijar x = 0 en la ecuaci6n de la hipérbola se obtiene —)* = b?, que no tiene solu-
cidn real. Ademds, la ecuacién de la hipérbola implica que

2 2
%=%+lal

de modo que x?/a® = 1; asi, x* = a*, y por consiguiente x = a 0 x = —a. Esto signi-
fica que la hipérbola consiste en dos partes, llamadas ramas. El segmento que une los
dos vértices en las ramas separadas es el eje transversal de la hipérbola, y el ori-
gen se llama centro.

Si se colocan los focos de la hipérbola en el eje y en vez de en el eje x, entonces
esto tiene el efecto de invertir los papeles de x y y en la derivacion de la ecuacién de
la hipérbola. Esto origina una hipérbola con un eje transversal horizontal,
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Ecuaciones y graficas de hipérbolas
Las propiedades principales de las hipérbolas se listan en el cuadro siguiente.

Hipérbola con centro en el origen

La grifica de cada una de las siguientes ecuaciones es una hipérbola con centro en el origen y que tiene las siguientes

propiedades. 2
ECUACION %—:—:=l la>=0,b=>0)
VERTICES (+a,0)

EJE TRANSVERSAL Horizontal, longitud 2a
ASINTOTAS
FOCOS

GRAFICA

3 2

gt o

;_F=] (@a>0,b>0)
(0, xa)

Verucal, longitud 2a

Las asintotas mencionadas en este cuadro son lineas a las que se aproxima la hi-
Las asintotas de funciones racionales se  pérbola para valores grandes de x y y. Para encontrar las asintotas en el primer caso

analizan en la seccidn 3.6,

del cuadro, de la ecuacion se despeja v para obtener

y=igm

h .
b [, _&

=i'!-
i x?

A medida que crece x, a*/x® se aproxima cada vez mis a cero. En otras palabras,
cuando x — oo se tiene a’/x® — 0. Por consiguiente, para x grande el valor de y se
puede aproximar como y = =(b/a)x. Esto muestra que estas lineas son asintotas

de la hipérbola.

Las asintotas son una ayuda esencial para graficar una hipérbola; ayudan a determi-
nar su forma. Una manera conveniente de encontrar las asintotas, para una hipérbola
con eje transversal horizontal, es graficar primero los puntos (a, 0), (—a, 0), (0, &) y
(0, —b). Luego, se bosquejan los segmentos verticales y horizontales que pasan
por estos puntos para construir un rectingulo, como se muestra en la figura 2a) en la
pdgina siguiente. A este rectingulo se le llama caja central de la hipérbola. Las pen-
dientes de las diagonales de la caja central son *h/a, de modo que al extenderlas se
obtienen las asintotas y = *(b/a)x, como se bosqueja en el inciso b) de la figura. Por
tiltimo, se grafican los vértices y se usan las asintotas como guia para bosquejar la
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hipérbola mostrada en el inciso ¢). (Un procedimiento similar se aplica para graficar
una hipérbola que tiene un eje transversal vertical.)

4
¥y M ¥ b4
\ /
5, &
b A b d
\ /
\ s
% |
o 0
- - -
-a 0 a x . I O X
s R
o iy
-b F _b %,
# .9
i LY
7 N,
a) Caja central b) Asintotas
Figura 2
2y
Pampmgmﬁmll}ﬂp&hnhg — 5 =1

Como bosquejar una hipérbola

1. Dibuje el cuadro central. Este es el rectdngulo centrado en el origen,
con lados paralelos a los ejes, que cruzan un eje en *a, el otro en *b.

2. Bosqueje las asintotas. Estas son las lineas que se obtienen al extender
las diagonales del cuadro central.

3. Grafique los vértices. Estos son las dos intersecciones con el eje x y
las dos intersecciones con el eje .

4. Bosqueje la hipérbola. Comience en un vértice y bosqueje una rama de
la hipérbola, que se aproxima a las asintotas. Bosqueje la otra rama de la

lo 1 Una hipérbola con eje a
transversal horizontal

Una hipérbola tiene la ecuacién
Ox? — 16y = 144

a) Encuentre los vértices, focos y asintotas, y bosqueje la grifica.
B¥ b) Dibuje la gréfica en una calculadora.

Solucion

a) Primero divida ambos lados de la ecuacién entre 144 para escribirla en forma
estandar:

z

b

2
e
9 1

L=y
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La grifica se muestra en la figura 5.

Eiemplo 4 Hallar la ecuacion de una hipérbola
a partir de sus veértices y asintotas

Encuentre la ecuacién y los focos de la hipérbola con vértices (0, =2) y asintotas
y = *2x. Bosqueje la grifica.

Solucion  Puesto que los vértices estdn sobre el eje v, la hipérbola tiene un eje
transversal vertical con a = 2. De la ecuacién de la asintota se ve que a/b = 2.
Puesto que @ = 2, se obtiene 2/b = 2 y, por lo tanto, & = 1. Asf, la ecuacidn de la

hipérbola es ,

¥ 2

'T-x = ]
Para hallar los focos, se calcula ¢ = a* + b* = 22 + 1* = 5, por lo tanto ¢ = V3,
Asf, los focos son (0, =V/5). La gréfica se muestra en la figura 6. L]

Al igual que las pardbolas y elipses, las hipérbolas tienen una propiedad de reflexidn
interesante. La luz dirigida a un foco de un espejo hiperbélico se refleja hacia el
otro foco, segiin se ilustra en la figura 7. Esta propiedad se usa en la construccidn de
telescopios tipo Cassegrain. Se coloca un espejo hiperbélico en el tubo telescopico
de modo que la luz reflejada del reflector parabélico primario se dirija a un foco del
espejo hiperbdlico. La luz se enfoca de nuevo a un punto més accesible debajo del re-
flector primario (figura 8).

-FI
Reflector
P hiperbélico
A
"
"-.
F] o J 'F'|
!
s
L
P . : Reflector parabslico
F;
Figura 7 Figura 8

Propiedad de reflexion de las hipérbolas Telescopio tipo Cassegrain
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El sistema LORAN (LOng RAnge Navigation) se usd hasta comienzos de la
década de 1990; ahora ha sido superado por el sistema GPS (véase la pdgina 656). En
el sistema LORAN, las hipérbolas se emplean a bordo de una nave para determinar
su ubicacién. En la figura 9 las estaciones de radio en A y B transmiten sefiales en for-
ma simultinea para que las reciba la nave en P. La computadora de abordo convier-
te la diferencia de tiempo en recepcion de estas sefiales en una diferencia de distancia
d(P, A) — d(P, B). De la definicién de una hipérbola ésta localiza la nave en una rama
de una hipérbola con focos en A y B (bosquejados en negro en la figura). El mismo
procedimiento se lleva a cabo en otras dos estaciones de radio en C y D, y con esto se
localiza a la nave en una segunda hipérbola (mostrada en rojo en la figura). (En la
préctica, s6lo se requieren tres estaciones porque una de ellas se puede usar como
foco para ambas hipérbolas.) Las coordenadas del punto de interseccidn de estas
dos hipérbolas, que pueden ser calculadas con precisién por la computadora, dan la
ubicacién de P.

Figura 8
Sistema LORAN para hallar
la ubicacién de una nave

o ERT
ECXM Ejercicios . .

1-4 » Compare la ecuacién con las grificas marcadas I-IV. Dé 5-16 ® Encuentre los vértices, focos y asintotas de la hipérbola

FARON0N PR S0 Tespuama: ¥ bosqueje su grafica.
x? 1
3. 16y — x* = 144 4. 9x* — 25y* = 225 7.}?2—E=[ LE_:"1=1
9. x*~yt=1 10. 9x% — 4y? = 36
11, 25y* - 9x% = 225 12. s —yi+4=0
13. x*—4y*-8=0 14 x* -2yt =13
15. dy* —x' =1 16. 9x? — 16y = |

17-22 ™ Encuentre la ecuacidn para la hipérbola cuya grifica se
muestra.

17.
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. b) Use un dispositivo de graficacidén para dibujar las ramas 46. Ondas en un estanque Se lanzan dos piedras al mismo
superiores de la familia de hipérbolas del inciso a) para tiempo en un estangque de agua en calma. Las crestas de las
k=1,4, 8y 12 ;Cémo cambia la forma de la grifica ondas resultantes forman circulos concéntricos igualmente
cuando se incrementa k7 espaciados, como se muestra en las figuras. Las ondas inte-

ractian entre si para crear ciertos patrones de interferencia,

L - a) Explique por qué los puntos rojos yacen sobre una elipse.
Aplicaciones b) Explique por qué los puntos azules yacen en una
44. Navegacién En la figura, las estaciones LORAN en A y hipérbola.
B estin apartadas 500 millas y la nave en F recibe la sefial
de la estacion A 2640 microsegundos (us) antes de que

reciba la sefial de B. e

L

wateseamutiny

a) Si se supone que las sefiales de radio viajan a 980 ?fﬁ:f{i&i::ﬁ\

pies/jus, encuentre d(P, A) — d(P, B) PO \\
b) Encuentre una ecuacion para la rama de la hipérbola in- (.ﬁi‘“ ” "ﬁh” ))I

dicada en rojo en la figura. (Use millas como unidad de N\SRasvinessagy))

distancia.) n e, o ’
c) Si A estd al norte de B y si P estd al este de A, jqué tan

lejos estd P de A?

v (mmllas)

Descubrimiento ®» Debate

47. Hipérbolas en el mundo real En el texto se dan varios
cjemplos de los usos de hipérbolas. Encuentre otras situa-
ciones de la vida real donde ocurren hipérbolas. Consulte

una enciclopedia cientifica en su biblioteca, o busque en

Internet.
48. Luz de una lampara La luz de una ldmpara forma un
45. Trayectorias de cometas Algunos cometas, como el drea iluminada en una pared, como se muestra en la figura.
cometa Halley, son una parte permanente del sistema solar, . Por qué el limite de esta drea iluminada es una hipérbola?
que viajan en drbitas elipticas alrededor del Sol. Otros pasan (Cdémo se puede sostener una linterna de modo que su haz
por el sistema solar sélo un vez, siguiendo una trayectoria forme una hipérbola en el suelo?

hiperbélica con el Sol en un foco. La figura muestra la tra-
yectoria de esta clase de cometa. Encuentre una ecuacion
para la trayectoria, suponiendo que lo mds que el cometa se
aproxima al Sol son 2 X 10" millas y que la trayectoria que
estaba tomando el cometa antes de acercase al sistema solar
es en un dngulo recto a la trayectoria que continia después
de dejar el sistema solar.

Vi
b
x"‘u
n, &
P’
7T =
i H'\_ | X
4 L
e
’ g
Ny
s 9
My
My
- LY
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Conicas en la arquitectura

PROYECTO PARA UN g:™ la antigliedad la arquitectura fue parte de las matemdticas, asi que los argui-
DESCUBRIMIENTO gErsctegraen que ser matematicos. Muchas de las estructuras que construian, '
pirdmides, templos, anfiteatros y proyectos de irmgacion, aln estdn en pie. Enla |
actualidad los arquitectos emplean principios matemidticos incluso més comple-
jos. Las fotograffas siguientes muestran algunas estructuras gue emplean seccio-
nes conicas en su disefio.

Anfiteatro romano en Alejandria, Egipto  Techo del Statuary Hall en el Capitolio de  Techo del Skydome en Toronto, Canadé
(circulo) Estados Unidos (elipse) {parabola)

Mik Whosler Torbia Architecy of tha Capéiol Watinr SchmidGoneGary Images

Techo del aeropuerto Dulles en Washing- Planetano McDonnell, St. Louis, MO Atico en La Pedrera, Barcelona, Espaiia
ton (lpérbola y pardbola) {hipérbola) { pardbola)
Packand T Mowit Corkis Cartmnin de Chambaei ol Commerzs, 50 Looa, B i Algmany and Vieoera Dorha

Los arquitectos tienen razones diferentes para usar conicas en sus disefios. Por
ejemplo, el arquitecto espaniol Antoni Gaudi empled pardbolas en el dtico de La
Pedrera (véase la foto anterior). Su razonamiento fue que una cuerda suspendida
entre dos puntos con carga igualmente distribuida (como en un puente suspendi-
do) tiene la forma de una paribola, una paribola invertida proveeria el mejor
apoyo para un techo plano.

Construccion de conicas ,

Las ecuaciones de las conicas son ttiles para fabricar objetos pequefios, porque
una herramienta de corte controlada por computadora puede trazar con exactitud
una curva dada por una ecuacton. Pero en un proyecto de construccion, jcomo se
puede construir una porcion de una paribola, elipse o hipérbola que abarca el
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Cada recta es tangente a la pardbola; es decir, la linea que se encuentra con la
pardbola en exactamente un punto y no la cruza. La recta tangente a la pardbo-
lay = x* en el punto (a, a”) es

y = 2ax — a*
En el problema 6 se pide demostrar esto. La pardbola se llama envolvente de
tales lineas.

1. Las fotografias de la pdgina 771 muestran seis ejemplos de edificios que
contienen secciones conicas. Busque en Internet otros ejemplos de estructu-
ras que emplean pardbolas, elipses o hipérbolas en su disefio. Encuentre por
lo menos un ejemplo de cada tipo de conica.

2. En este problema se construye una pardbola. La barra de madera de la figura
puede rotar en F,. Una cuerda mds corta que la barra estd ancladaen F; ¥
en A, al otro extremo de la barra. Un ldpiz en P sostiene tensa a la cuerda
contra la barra cuando se mueve en sentido contrario a las manecillas del
reloj alrededor de F,.

a) Muestre que la curva trazada con el ldpiz es una rama de un hipérbola con
focosen F, y F,.
b) ;Cémo se debe configurar el aparato para dibujar la otra rama de la

hipérbola?

3. El siguiente método se puede usar para construir una pardbola que ajusta en
un rectingulo dado. La pardbola serd aproximada mediante muchos segmentos
de recta cortos.

Primero, dibuje un rectingulo. Divida el rectingulo a la mitad mediante
un segmento de recta y marque el punto final superior con V, A continuacidn,
divida la longitud y el ancho de cada mitad de rectdngulo en un nimero igual
de partes para formar lineas de cuadricula, como se muestra en la figura de la
pédgina siguiente. Dibuje lineas de V a los puntos finales de la linea de cua-
dricula horizontal 1 y marque los puntos donde estas lineas cortan a las lineas
de cuadricula verticales marcadas con 1. A continuacién, dibuje lineas de V a
los puntos finales de la linea de cuadricula horizontal 2 y marque los puntos
donde estds lineas cortan a las lineas de cuadricula verticales marcadas con 2,
Continde de esta manera hasta que haya usado todas las lineas de cuadricula
horizontales. Ahora, use segmentos de recta para unir los puntos que marcd
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WYL S SET BT b

Vi

Recta
tangente

T
-

&

para obtener una aproximacion a la pardbola deseada. Aplique este procedi-
miento para dibujar una parabola que ajuste en un rectingulo de 6 por
10 pies sobre césped.

i_." Ir"'

v
B 9
. [

2 | 2 f 2

{

4.

321 123 32T 123

En este problema se construyen formas hiperbilicas por medio de rectas.
Haga orificios igualmente espaciados en los bordes de dos tapas de pldstico
grandes. Una los orificios correspondientes con cuerdas de igual longitud
como se muestra en la figura. Manteniendo tensas las cuerdas, gire una tapa
en direccién contraria a la otra. Una superficie imaginaria que pasa por las
cuerdas tiene secciones transversales hiperbdlicas. (Un ejemplo arquitectdnico
de esto es la torre Kobe en Japon mostrada en la fotografia. ) ; Qué sucede
con los vértices de las secciones transversales hiperbdlicas cuando se hacen
girar mas las tapas?

. En este problema se muestra que la recta tangente a la pardbola vy = x’ en el

punto (a, a*) tiene la ecuacién y = 2ax — @’
a) Seam la pendiente de la recta tangente en (a, a). Muestre que la ecuacién
de la recta tangente es vy — a” = m{x — a).

b) Use el hecho de que la tangente interseca a la pardbola en s6lo un punto
para mostrar que (a, a°) es la tinica solucién del sistema.

{_'r — a* = m(x — a)

ol
y=x"

c) Elimine a y del sistema del inciso b) para obtener una ecuacin cuadré-
tica en x. Muestre que el discriminante de esta ecuacidon cuadritica es
(m — 2a). Puesto que el sistema en b) tiene exactamente una solucidn,
el discriminante debe ser igual a 0. Encuentre m.

d) Sustituya el valor para m que encontrd en el inciso ¢) en la ecuacion del
inciso a) y simplifique para obtener la ecuacidn de la recta tangente.
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estd desplazada de modo que su centro estd en (— 1, 2). Se obtiene de la elipse

s
?+'E= ! Elipee con centro en &l origen
al desplazarla a la izquierda | unidad y hacia arriba dos unidades. Los puntos fina-
les de los ejes menor y mayor de la elipse desplazada son (2, 0}, (—2, 0), (0, 3),
(0, —3). Se aplican los desplazamientos requeridos a estos puntos para obtener los
puntos correspondientes en la elipse desplazada:

(2,0) —» (2-10+2)=(1,2)

= (2,0} = (=2 - 1,0 + 2} = (-3,2)
(0,3) — (0 - 1L3 +2)=(—135)
0,-3) - (0-1L-3+2)=(-1.-1)
Esto ayuda a trazar la grifica de la figura 2.

Para hallar los focos de la elipse desplazada, primero se encuentran los focos de
la elipse con centro en el origen. Puesto que a=9ybh =4 setienec’ =9 —4 =35,
por lo tanto ¢ = V5. Por lo tanto, los focos son (0, =V/5). Al desplazar a la iz-
quierda | unidad y hacia arriba 2 unidades, se obtiene

(0,v8) = (0 -1,V5 +2)=(-1,2+ V5)
(0,-v5) — (0 - 1,=V5 +2)=(-1,2 - V35)
Asi, los focos de la elipse desplazada son
(-L2+%%) y (=1,2~V5) "
Parabolas desplazadas
Aplicar desplazamientos a las pardbolas conduce a las ecuaciones y grificas mostradas
en la figura 3,
\u_v ¥ Vi Y
d -HH""'-.
ih, k
h, k {h, k)
mh e il
0 x /r \ ¥ 0 i 0 x
a) (x—hY=4dply—¥k b) (x— k) =4dpiy — k) ¢) [y =k*=4dplx =4 d) (y=k?=4dp{x=h)

p}ﬂ

Figura 3
Pardbolas desplazadas

p=0 p=0 p=0

"Ejemplo2 Graficar una parabola desplazada &

Determine el vértice, foco y directriz y bosqueje la grifica de la pardbola.

x! — 4y = 8y — 28



Johannes Kepler (1571-1630)
fue el primero en dar una descrip-
cidn correcta del movimiento de
los planetas. La cosmologia de su
tiempo postuld sistemas complica-
dos de circulos que se mueven en
circulos para describir estos movi-
mienios, Kepler buscd una descrip-
cion més simple y armoniosa. Como
astrénomo oficial en la corte impe-
nal en Praga, estudid las observa-
ciones astrondmicas del astrénomo
danés Tycho Brahe, cuyos datos
eran los més exactos disponibles
en ese momento. Después de nu-
merosos intentos por hallar una teo-
ria, Kepler hizo un descubrimiento
momentineo de que las orbitas de
los planetas son elipticas. Sus tres
grandes leyes del movimiento pla-

nelario son:

1. La drbita de cada planeta es
una elipse con el Sol en un
foco,

2. El segmento de recta que une
al Sol con un planeta barre
direas iguales en igual tempo,
(Véase la figura),

3. El cuadrado del periodo de
revolucion de un planeta es
proporcional al cubo de la
longitud del eje principal de
su orbita.

Su formulacidn de estas leyes es
quizd la deduccidn mds impresio-
nante de datos empiricos en la his-
toria de la ciencia.

CAPITULD 10 Geometria analitica

se obtiene
_-R2* V3P - 4(16)(—9° + T2x + 16) L
¥y 2[15] Férmula cuadritica
—-32 + \/576x% — 4608x
= Desarrolie
32
=32 + 24VVx? - Bx .
= 2 Factorice 576 del radical

==1Z % x* - 8x Simplifique
Para obtener la gréfica de 1a hipérbola, se grafican las funciones

y=-14+075Vx -8 y y=-1-075Vs -8«

como se ilustra en la figura 6b). ]

Ecuacion general de una conica desplazada

Si se desarrollan y simplifican las ecuaciones de cualquiera de las conicas desplaza-
das ilustradas en las figuras 1, 3 y 5, entonces siempre se obtendrd una ecuacion de la
forma

A+ O+ Dx+Ey+ F=0

donde A y C no son ambas cero. Por el contrario, si sé comieénza con una ecuacion
de esta forma, entonces se puede completar el cuadrado en x y y para ver qué tipo de
seccidn conica representa la ecuacidn. En algunos casos, la grifica de la ecuacidn
resulta ser s6lo un par de lineas, un solo punto, o bien, podria no haber grifica en
absoluto. Estos casos se llaman conicas degeneradas. Si la ecuacion no es dege-
nerada, entonces se puede decir si representa una pardbola, una elipse o una hipér-
bola, simplemente examinando los signos de A y C, como se describe en el cuadro
siguiente,

Ecuacion general de una conica desplazada

La gréfica de la ecuacién
A+ Oy +Dx+Ey+ F=0

donde A y C no son cero, es una conica o una cénica degenerada. En los ca-

s0s no degenerados, la grifica es

1. una pardbolasiA o Ces ()
2. una elipse si A y C tienen el mismo signo (o un circulo siA = C)

3. una hipérbola si A y C tienen signos opuestos

. Una ecuacién que conduce
a una conica degenerada

Bosqueje la grifica de la ecuacion

9x* — y* + 18x + 6y =0
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13-18 » Halle una ecuacitn para la conica cuya grifica se
muestra.

13. 14.

19-30 = Complete el cuadrado para determinar si la ecuacion
representa una elipse, una pardbola, una hipérbola o una conica
degenerada. Si la grifica es una elipse, encuentre el centro, focos,
vértices y longitudes de los ejes mayor y menor. 5i es una pa-
ribola, determine el vértice, foco y directriz. Si es una hipérbola,
encuentre el centro, focos, vértices y asintotas. Después bosqueje
la grifica de la ecuacidn. Si la ecuacidn no tiene grifica expli-

que por que,

19. 9x — 36x + 49> =0

2 2t — 4P = 2+ 16y = 20
22 ' +6x+ 12y +9=0
23, 4x? + 25y° — 24x + 250y + 561 =0

M I +y =2y + 1

25, 16x* — 9y* — 96x + 288 = ()

26, 4’ —4x -8By +9=0

27. x* + 16 = 4(y* + 2x) 28. -y =10x—-y)+1
29, Il + 4yt -G —24y+39=0

30. x* + 4y* + 20x — 40y + 300 =0

20. v* = 4{x + 2y)

u 31-34 = Use un dispositivo de graficacion para trazar la conica.
L) B

2} —dx+y+5=0

32, 4x* + 9y - 36y =0

33. 9x* + 36 = y* + 36x + 6y

M -4y +4x+8y=0

35. Determine cuil debe ser el valor de F si la grifica de la

ecuacidn
4+ + Hx -2+ F=0

es a) una elipse, b) un solo punto o ¢) el conjunto vacio.

Encuentre una ecuacion para la elipse que comparte un
vértice y un foco con la pardbola ¥ + y = 100 y tiene su
otro foco en el origen.

. Este ejercicio trata con las pardbolas focales, es decir, fa-

milias de pardbolas que tienen el mismo foco,
a) Dibuje las grificas de la familia de pardbolas

< = dp(y + p)
parap = -2, -4 —-1,-1 41,42

b) Muestre que cada pardbola de esta familia tiene su foco
en el origen.

¢) Describa el efecto sobre la grifica de mover el vértice
mas cerca del ongen.

Aplicaciones

38,

39,

Trayectoria de una bale de candn Un caiidn dispara
una bala como se ilustra en la figura. La trayectoria de la
bala es una pardbola con vértice en el punto mas alto de

la trayectoria. Si la bala aterriza a 1600 pies del cafidn y el
punto mds alto que alcanza estd a 3200 pies sobre el suelo,
encuentre una ecuacion para la trayectoria de la bala. Colo-
que ¢l origen en el lugar del cafidn.

}' f !
(pies)

3200 +

-k .
L3 L

X
i (pies)

Orbita de un satélite Un satélite estd en una drbita elip-
tica alrededor de la Tierra con el centro de la Tierra en un fo-

co. La altura del satélite arriba de la Tierra varia entre 140 y
440 millas. Suponga que la Tierra es una esfera con radio de
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Al usar la férmula de adicién para el coseno, se puede observar que
x = rcos(f + ¢)
= r(cos # cos ¢ — sen f sen )
= (rcos &) cos ¢ — (rsen@) sen ¢
=Xcos¢d — Yseng

De manera similar, se puede aplicar la férmula de adicién para el seno a la expresién
para y a fin de obtener y = X sen ¢ + ¥ cos ¢. Cuando estas ecuaciones para x y y se
tratan como un sistema de ecuaciones lineales en las variables X y ¥ (véase el ejerci-
cio 33), se obtienen expresiones para X y Y en términos de x y v, segin se detalla en
el siguiente cuadro.

Rotacion de formulas de ejes

Suponga que los ejes x y v en un plano coordenado se rotan por un dngulo
agudo ¢ para producir los ejes X y ¥, como se muestra en la figura 1. Entonces
las coordenadas (x, ¥) y (X, ¥) de un punto en los planos xy y XV se relacio-

nan como sigue:

x=Xcosd — Ysend X=2xcosch + vsend

y=Xsend + Ycos ¢ Y= —xsen¢ + ycoso

ElemBioil Rotacion de ejes E

Si el sistema coordenado se hace girar por un dngulo de 30°, encuentre las
coordenadas XY del punto con coordenadas xy (2, —4).

Solucion Usando las férmulas de rotacién de ejesconx = 2,y = —4y ¢ = 30°,
se obtiene

X = 2cos 30° + (—4) sen 30° = z(?) -4(%) =Vv3-2

Y = —2sen 30° + (—4) cos 30° = —z(%) - 4(%) =-]-2V3

Las coordenadas X¥ son (—2 + V3, -1 — 2V3), L

2  Rotaci6n de una hipérbola
Gire los ejes coordenados 45° para mostrar que la grifica de la ecuacién xy = 2 es

una hipérbola.

Solucion  Se usan las férmulas de rotacion de ejes con ¢ = 45° para obtener
x = Xcos 45° — Fs:u45“="j-7_2——é
y = Xsen 45° + ¥ cos 45° =%+ %
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Al desarrollar y reunir términos semejantes, se obtiene

100X* + 25Y — 25 =0
—-4X*=¥Y-1 Simplifique
X*=-YY—1) Dmdaentres
b) Se reconoce a ésta como la ecuacién de la pardbola que abre a lo largo del eje ¥
negativo y tiene vértice (0, 1) en las coordenadas XY. Puesto que 4p = —1, se
tiene p = — iz, de modo que el foco es (0, §;) y la directriz es ¥ = {;. Con
¢ =cos'3=137°

se bosqueja la grifica de la figura 6a).

Vi

{0, 1) 2

¢ = 37° <y 15,
2 \\
Figura 6 \

64x* + 96y + 36y — 15x + 20y — 25 =0 ) b)

=T

BE ) Paradibujar una grifica por medio de una calculadora, se necesita despejar y.
La ecuacion dada es cuadritica en y, por lo tanto se puede usar la férmula cua-
dritica para despejar v. Al escribir la ecuacion en la forma

36y" + (96x + 20)y + (64x* — 15x = 25) =0

se obtiene

—(96x + 20) = V(96x + 20)® — 4(36)(64x® — 15xr — 25)  Férmula

Yy = 2{36} cuadratica
~(96x + 20) = V6000x + 4000
= 7 Desarrolle
—06c — 20 = 20V 15x + 10 T
= 77 Simplifique
-2 — 55V 15y + 10 :
= Simplifique
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Para obtener la gréfica de la pardbola, se grafican las funciones

y=(-2x-5+5V15x+10)/18 y y=(-24x—5-5V15x+ 10)/18

como se muestra en la figura 6b). -

Discriminante

En los ejemplos 3 y 4 se pudo identificar el tipo de cénica al rotar los ejes. El siguien-
te teorema da las reglas para identificar el tipo de conica directamente de la ecuacion,
sin rotar los ejes.

ldentificacion de conicas mediante el discriminante

La grifica de la ecuacion
A+ By + OV + Dx+ Ev+ F=1(

es una conica o conica degenerada. En los casos no degenerados, la grifica es

1. una paribola si B* — 4AC = 0
2. una elipse si B° — 44C <0
3. una hipérbola si B* — 4AC =0

La cantidad B* — 4AC se llama discriminante de la ecuacion,

® Demostracion 5i se hacen girar los ejes por un dngulo ¢, se obtiene una
ecuacion de la forma

AX '+ BXY+CY  + DX+ EY+F =10

donde A', B', C’, . . . estdn dadas por las férmulas de las pdginas 785-786. Un
cdlculo directo muestra que

(B')! — 4A'C’ = B® — 4AC

Asi, la expresién B* — 4AC permanece sin cambio para cualguier rotacién. En par-
ticular, si se elige una rotacién que elimina el término xy (B’ = 0), se obtiene

AXC+CY+DX+EY+F =0

En este caso, B* — 4AC = —4A'C". Por lo tanto B* — 4AC = 0siA' o C’ es cero;
B? — 4AC < 0siA’ y C' tienen el mismo signo; y B — 4AC > 0sid' y C'

tienen signos opuestos. De acuerdo con el cuadro de la pdgina 780, estos casos
corresponden a la grifica de la dltima ecuacién mostrada como una pardbola, una
elipse o una hipérbola, respectivamente. -

En la demostracién se indica que ninguna rotacién cambia el discriminante; por
esta razon, se dice que el discriminante es invariante bajo rotacién.
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B8 Ejemplo5 Identificar una conica mediante el discriminante
Una conica tiene la ecuacidn
I+ 5y -2 +x—y+4=0

a) Use el discriminante para identificar la conica.
b) Confirme su respuesta del inciso a) graficando la cénica con una calculadora.

Solucion
a) Puestoque A = 3, B =5y C = -2, el discriminante es

B — 4AC =5 — 4(3)(=2) =49 >0

Por lo tanto la cénica es una hipérbola.
b) Con la férmula cuadritica el valor de y es

=5x—1:v’49;=—zx+33

3 4
Se grafican estas funciones en la figura 7. La grifica confirma que se trata de
una hipérbola. .
y = (Bx=1 449 - 2x + 33 )4
5

1-6 ® Determine las coordenadas XY del punto dado si los ejes 7-12 ® Determine la ecuacién de la cénica dada en coordena-
coordenados se hacen girar por el dngulo indicado. das XY cuando los ejes coordenados se hacen girar por el dngulo

L (1,1), & =45°
2. (-2.1), ¢=30°
3.(3,-V3), ¢=60°
4. (2,0), ¢=15°
5. (0,2), ¢ =355
6. (V2,4V2), ¢ =45°

T.x*=3'=4, o¢=060°

B y=(x—-1)F d¢=45°

9, x2—y'=2, ¢=cos'}

10. 2 +2y* =16, ¢ =sen”'}
1L 2+ 2V3igy -y =4, ¢=30°
12. xy=x+y, d=m/d



13-26 = a) Use el discriminante para determinar si la grifica
de la ecuacion es una pardbola, una elipse o una hipérbola.

b) Use la rotacién de ejes para eliminar el término xy.

¢) Bosqueje la grifica.

13, xy=8

4. xy+4=0

15. x* + 2xy + ¥ +x—-y=0

16. 13x% + 6 V3xy + Ty' = 16

17. 2+ 2V3ig -y +2=0

18. 21x* + 10V3xy + 31y = 144

19, 11x? — 24ey + 492 + 20=0

20. 25x — 120xy + 144y* — 156x — 65y =0
21 V3xi + 3y =3

22. 153x* + 192xy + 97y* = 225

23 2VAx  — 6y + Vix + 3y =10

24, 92 — MUxy + 16y = 100{x = y — 1)
25, 527 + T2xy + 73y% = 40x — 30y + 75
26. (7x + 24y)* = 600x — 175y + 25

. 27-30 = a) Use el discriminante para identificar la cdnica.

b) Confirme su respuesta graficando la conica con un dispositivo
de graficacidn.

27. P —day + By - 5x—5=0
28. x* — 2xy+ 3y’ =8

29, 6x? + 10xy + 3y? — 6y = 36
M. -6+ e —2y=0

31. a) Use la rotacién de ejes para mostrar que la siguiente
ecuacion representa una hipérbola:

Tx* + 48xy — Ty* — 200x — 150y + 600 = 0

b) Encuentre las coordenadas XY y xy del centro, vértices y
focos.

¢) Halle las ecuaciones de las asintotas en coordenadas XY
Y xy.

32. a) Use la rotacién de ejes para mostrar que la siguiente
ecuacidn representa una pardbola:

2V2x + y)P =Tx + %

SECCION 10.5 Rotacion de ejes 791

b) Encuentre las coordenadas XY y xv del vértice y el foco.
¢) Halle la ecuacidn de la directriz en coordenadas XY y xy.

33. Resuelva las ecuaciones:
x=Xcosd — Ysend
v=Xseng¢g + Ycoos

para X y ¥ en términos de x y v. [Sugerencia: para empezar,
multiplique la primera ecuacién por cos ¢ v la segunda por
sen ¢, y luego sume las dos ecuaciones para poder despejar X. ]

34. Muestre que la grifica de la ecuacitn
Vi+ Vy=

es parte de una pardbola al rotar los ejes por un dngulo de
45°, [Sugerencia: primero convierte la ecuacidn a una que
no tenga radicales. |

Descubrimiento * Debate

15, Forma matricial de las formulas de rotacidon de ejes
Sean Z, Z' v R las matrices

z=[“
¥

R =

cos ¢ —sen qb]

send  cosd

Muestre que las formulas de rotacién de ejes se pueden
escribir como

L= RE ¥y Z’=R"Z
36. Invariantes algebraicas Una cantidad es invariante bajo
rotacion si no cambia cuando se hacen girar los ejes. Se ex-
presd en el texto que para la ecuacién general de una conica,
la cantidad B* — 4AC es invariante bajo rotacién.
a) Use las férmulas para A', B' y C" de la pigina 785 para
probar que la cantidad B* — 4AC es invariante bajo rota-
cidn; es decir, muestre que

B* - 4AC=RB*-4A'C

b) Pruebe que A + C es invariante bajo rotacion.
¢) ;La cantidad F es invariante bajo rotacidn?

37. Invariantes geométricas [ Espera que la distancia entre
dos puntos sea invariante bajo rotacién? Pruebe su respuesta
comparando la distancia d(P, Q) y d(P', Q") donde P' y Q'
son las imdgenes de P y @ bajo una rotacidn de ejes.
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PROYECTO PARA UN
DESCUBRIMIENTO

Compare esla matniz con la matriz
de rotacion de ejes del ejercicio 35,
seccion 10,5, Observe gque rotar un
F'IIJ[HH'I L | | '14..‘|I|:II..IH COTErare g ins mii=
necillas del relo) corresponde a rotar

0% ejes en el sentido del reloj.

Yi
Pr{xrijr:l
I
I
I' £ Plx, ¥)
o
d -
e
0 x
Figura 1
yi

Graficas de computadora I

En el Provecto de descubrimiento de la pagina 700 se vio cémo se emplea la mul-
tiplicacion de matrices en las grificas de computadora. Se encontraron matrices
que reflejan, desarrollan o cortan una imagen. Ahora considere matrices que rotan
una imagen, como en las grificas mostradas aqui.

Puntos rotatorios en el plano
Recuerde que un punto (x, y) en el plano se representa mediante la matriz de 2 X |

[ﬂ La matriz que hace girar este punto respecto al origen por un dngulo ¢ es

R= cos ¢ —Sﬂﬂ¢] o TR
Hﬂnlﬁ cos ¢ IEECIE dg ToLann

Cuando se hace girar al punto P = [ﬂ en el sentido de las manecillas del reloj

respecto al origen por un dngulo ¢, se mueve a un nuevo lugar P' = [;] dado
por el producto matricial P = RP, como se muestra en la figura 1.

cos @ -aem#][x]_[xcmqﬁ-ymﬂdr]
sen ¢ cosep| Ly & xsend + ycos g

Por ejemplo, si ¢ = 90°, la matriz de rotacién es

P'=RP=[

cos 90°  —sen 90° L .
R= = Matriz de rotacion (¢ = 20°)

sen 907 cos 907 I 0

Al aplicar una rotacion de 90° al punto P = [;] s¢ mueve al punto

ot -1

Véase la figura 2.

Rotacion de imagenes en el plano

Si la matriz de rotacion se aplica a todo punto de una imagen, entonces gira toda
la imagen. Para rotar la casa de la figura 3a) por un dngulo de 30° respecto al ori-
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gen, se multiplica su matriz de datos (descrita en la pdgina 701) por la matriz de
rotacion que tiene ¢ = 30°,

2 2 3]

B

2.

2 00 2 4 4 3
Rﬂ-_i 315[1][]353[1{]
60 1.60 073 1.73 z.ﬁl}]
| 1 0 2.60 533 460 1.50 3.23 273 1 1.50

(173 0 =150 =077 196 346
2
La nueva matriz de datos RD representa la casa girada en la figura 3b).

g v (Y |
2 s

3
2

¥

Figura 3 a)

En el Provecto de descubrimiento de la pigina 702 se describe un programa de
la graficadora TI-83 que traza la imagen correspondiente a una determinada
matriz de datos. Podria hallar conveniente usar este programa en algunas de las
actividades siguientes,

1. Use una matriz de rotacidn para hallar las nuevas coordenadas del punto dado
cuando se hace girar por el dngulo dado.

a) (1,4), & =90 b) (-2,1), & = 60°
jj ¢) (—2,-2), é=13%° d) (7,3), &= —60°

2. Encuentre una matriz de datos para el dibujo de lineas de la figura mostrada
en el margen. Multiplique la matriz de datos por una matriz de rotacidn

" 5 adecuada para girar la imagen respecto al origen por ¢ = 120°, Bosqueje la

1+ imagen rotada dada mediante la nueva matriz de datos.

O 1 x 3. Bosqueje la imagen representada por la matriz de datos D.

D_[ESJddllzl]
i C S R i R ol B

Encuentre la matriz de rotacién R que corresponde a una rotacion de 45°, y
la matriz de transformacion T que corresponde a un desarrollo por un factor
de 2 en la direccion x (véase la pigina 701). ; Como al multiplicar la matriz de
datos por RT cambia la imagen? ;Qué pasa si se multiplica por TR? Calcule los
productos RTD y TRD y bosqueje las imdgenes correspondientes para confirmar
Sus respuestas,

4. Sea R la matriz de rotacidn para el dngulo ¢ Muestre que &' es la matriz de
rotacién para el dngulo —d,
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Y 5. Para trasladar una imagen por (h, k), se suma h a cada coordenada xy k a
"_ cada coordenada v de cada punto en la imagen (véase la figura al margen).
"@ Esto se puede hacer sumando una matriz apropiada M a D, pero la dimensidn
‘ r*lx”ﬂ'*ﬂ de M cambiarfa dependiendo de la dimensién de D. En la prictica, la trasla-
k ;‘: : cién se lleva a cabo mediante multiplicacién de matrices. Para ver c6mo se
: ‘@ _____ J hace esto, se introducen coordenadas homogéneas; es decir, se representa
(x, ) el punto (x, ¥) por una matriz de 3 x 1:
0 ke h N ; X
(,y) & |y

a) Sea T la matriz

1 0
r=10 1
0 0

Muestre que T traslada el punto (x, v) al punto (x + h, y + h) comproban-
do la siguiente multiplicacidn matricial.

1 0 hl|=x x+h
01 k|ly|=]y+k
0 0 1 | 1

b) Encuentre 7' y describa como 7' traslada puntos.
c) Compruebe que multiplicar las siguientes matrices tiene los efectos indicados
X
en un punto (x, y) representado por sus coordenadas homogéneas | ¥
1

1 0 0 c 00 1 ¢ D cos¢ —-seng 0O
0 -1 0 D10 010 send cosd 0O
0 4 1 0 01 0 0 1 0 0 1
Reflexidn Expansidn (o Corte en ln Rotacion respecto al
enelepex contraceion) direccion x OTIgen por
en In direccion el Angulo ¢
d) Bosqueje la imagen representada (en coordenadas homogéneas) mediante
esta matriz de datos:
3 & 5T 99T T %S 33
1 I e e - i R . R ¢ R e A e
SR S R TR ER SHEE G TRRNN R SR RS O |

Encuentre la matriz T que traslada la imagen por (—6, —8) y una matriz R
que gira la imagen en 45°. Bosqueje las imégenes representadas por las
matrices de datos TD, RTD y T~ 'RTD. Describa cémo se cambia

una imagen cuando su matriz de datos se multiplica por T, por RT y por
T~'RT.
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m Ecuaciones polares de conicas

x=4d

€ (directriz)

=y

Al comienzo de este capitulo se definié una pardbola en términos de un foco y una
directriz, pero se definié a la elipse v la hipérbola en términos de dos focos. En esta
seccion se da un tratamiento més unificado de los tres tipos de conicas en términos
de un foco y directriz. 51 se coloca el foco en el origen, entonces una seccién conica
tiene una ecuacidn polar simple. Ademis, en forma polar, la rotacion de conicas es
un asunto mis simple. Las ecuaciones polares de las elipses son cruciales en la deri-
vacidn de las leyes de Kepler (véase la pagina 780).

Descripcion equivalente de conicas

Sea F un punto fijo (el foco), £ una linea fija (la directriz) y ¢ un nimero po-

sitivo fijo (la excentricidad). El conjunto de los puntos P tales que la relacion
de la distancia de P a F a la distancia de P a { es la constante e es una cénica.
Es decir, el conjunto de los puntos F tales que

diP,F)
d(P,€)

es una conica. La conica es una pardbola si ¢ = |, una elipse s1 ¢ < | 0 una

hipérbolasie > 1.

£

® Demostracion Sie = 1, entonces d(P, F) = d(P, €), y por lo tanto, la con-
dicién dada es la definicién de una pardbola como se da en la seccién 10.1.

Ahora, suponga que ¢ # 1. Coldguese el foco F en el origen y la directriz pa-
ralela al eje v y 4 unidades a la derecha. En este caso la directriz tiene ecuacion
x = d y es perpendicular al eje polar. Si el punto P tiene coordenadas polares (r, ),
se puede observar de la figura | que d(P, F) = ryd(P,{) = d — rcos 0. Asf, la
condicién d(P, F)/d(P, £) = e, o bien, d(P, F) = e+d(P, {), se convierte en

r=eld— rcosf)

Si ambos lados de esta ecuacidn polar se elevan al cuadrado y se convierten a coor-
denadas rectangulares, se obtiene

x* +y* = eXd - x)’

(1 = e)x? + 2de’x + y* = &%d’
(_1. " ed )I x :r,l = E,Id'l
1 - ¢ 1 - (1-—e%)°

Si e < 1, entonces al dividir ambos lados de esta ecuacion entre e’d’/(1 — )" se
obtiene una ecuacion de la forma

Cesarrolle y simpifique

Divida entre 1 — e” y complete

&l cuaaraas

(x — h)® B },_: e
a’ B
donde
- —e'd o e'd’ bt = e’d’



SECCION 10.6 Ecuaciones polares de conicas 797

Para graficar la ecuacién polar de una cdnica, primero se determina la ubicacion
de la directriz a partir de la forma de la ecuacién. Los cuatro casos que surgen se
muestran en la figura 2. (La figura muestra s6lo las partes de las grificas que estin
cerca del foco en el origen. La forma del resto de la gréfica depende de si la ecua-
cidn representa una pardbola, una elipse o una hipérbola.) El eje de una cdnica es per-
pendicular a la directriz, en particular se tiene lo siguiente:

1. Para una pardbola, el eje de simetria es perpendicular a la directriz.
2. Para una elipse, el eje mayor es perpendicular a la directriz.
3. Para una hipérbola, el eje transversal es perpendicular a la directriz.

Ejemplo 1 Hallar una ecuacion polar
para una conica

Determine una ecuacidn polar para la pardbola que tiene su foco en el origen y cuya
directriz es larecta y = —6.
Solucion Cone = 1,d = 6 y el inciso d) de la figura 2, se puede observar que la
ecuacién polar de la pardbola es

6

i o
1l —send

Para graficar una c6nica polar, es (til trazar los puntos para los que 8 = 0, 7/2,
 y 3m/2. Con estos puntos y conociendo el tipo de cénica (que se obtiene de la ex-
centricidad), se puede obtener ficilmente una idea de la forma y ubicacién de la

- ldentificar y bosquejar ﬁ
una conica

Una cénica se determina por la ecuacidn polar

10

= 3 —2cos®

a) Muestre que la conica es una elipse y bosqueje la gréfica.
b) Encuentre el centro de la elipse y las longitudes de los ejes mayor y menor.

Solucion
a) Al dividir numerador y denominador entre 3, se tiene

10
3
r=
1 —%cos@

Puesto que e = § < 1, la ecuacién representa una elipse. Para una grifica apro-
ximada se trazan los puntos para los cuales 8 = 0, /2, 7, 37/2 (véase la figura
3 en la siguiente pigina).

b) Al comparar la ecuacién con las de la figura 2, se puede observar que el eje mayor
es horizontal. As{, los puntos finales del eje mayor son V,(10, 0) y V(2, m).



Aplicaciones

27. Orbita de la Tierra La ecuacitn polar de una elipse se
puede expresar en términos de su excentricidad e v la longi-
tud a de su eje mayor.

a) Muestre que la ecuacidn polar de una elipse con directriz
x = —d se puede escribir en la forma

a(l — &)

e ——
l —ecost
[Sugerencia: use la relacidn a = fld]f[l — £')* dada en
la demostracién de la pigina 795.]

b) Halle una ecuacién polar aproximada para la 6rbita elip-
tica de la Tierra alrededor del Sol (en un foco) dado que
la excentricidad es aproximadamente 0.017 y la longitud
del eje mayor es casi 2.99 ¥ 10° km.

2Z8. Perihelio y afelio Los planetas se mueven alrededor del
Sol en Grbitas elipticas con el Sol en un foco. Las posiciones
de un planeta mis proxima y més alejada del Sol se llaman
perihelio y afelio, respectivamente.

perihelio afelio

10.7
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a) Use el ejercicio 27a) para mostrar que la distancia del
perihelio desde un planeta al Sol es a{l — ¢) y la distan-
cia del afelio es a(l + &).

b) Use los datos del ejercicio 27b) para hallar las distancias
de la Tierra al Sol en el perihelio y el afelio.

29, Orbita de Pluton La distancia del planeta Plutén al Sol
es de 4.43 X 10° km en el perihelio y 7.37 X 10° km en el
afelio. Use el ejercicio 28 para hallar la excentricidad de la
drbita de Plutén.

Descubrimiento * Debate

30. Distancia a un foco Cuando se encuentran las ecuacio-
nes polares para las conicas, se coloca un foco en el polo. Es
fécil hallar la distancia desde ese foco a cualquier punto en
la cénica. Explique cémo mediante la ecuacidn polar se de-
termina esta distancia.

3. Ecuaciones polares de drbitas Cuando un satélite orbi-
ta la Tierra, su trayectoria es una elipse con un foco en el
ceniro de la Tierra. ; Por qué los cientificos usan coordena-
das polares (en vez de rectangulares) para rastrear la posi-
cion de satélites? [Sugerencia: su respuesta al ejercicio 30
es importante aqui.]

Curvas planas y ecuaciones parameétricas

Hasta el momento se ha descrito una curva dando una ecuacion (en coordenadas rec-

tangulares o polares) que deben satisfacer las coordenadas de todos los puntos sobre
la curva. Pero no todas las curvas en el plano se pueden describir de esta manera. En

esta seccién se estudian ecuaciones paramétricas, que son un método general para

describir una curva.

Curvas planas

Se puede considerar a una curva como la trayectoria de un punto que se mueve en el
plano; las coordenadas x y y del punto son entonces funciones del tiempo. Esta idea
conduce a la siguiente definicién.

Curvas planas y ecuaciones parametricas

Si f v g son funciones en un intervalo [, entonces el conjunto de puntos
(f(r). g(t)) es una curva plana. Las ecuaciones

x = f(1) y =g(r)

donde r € /, son ecuaciones paramétricas para la curva, con pardametro 1,



Figura 8
]
-6.5 ’
-8
Figura 11

x=f+2senli,y=1+ 2cos 5

=Y

6.5
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Sean (x, y) las coordenadas de P. Entonces de la figura 8 (que ilustra el caso
0<8< n‘fl}, se ve que

x=d(0,T) — d(P,Q) = afl —asen® = a(f — sen @)
y=d(T,C) — d(Q,C) = a— acosf = a(l — cos 8)
por lo tanto las ecuaciones para la cicloide son

x = alf — sen 8) y=a(l — cos#) ]

La cicloide tiene varias propiedades fisicas interesantes. Es la “curva del descenso
mds ripido” en el siguiente sentido. Elijanse dos puntos P y Q que no estin directa-
mente arriba entre si, y (nalos con un alambre. Suponga que se permite que una cuenta
se deslice por el alambre bajo la influencia de la gravedad (sin considerar la friccidn).
De todas las formas posibles en las que se puede doblar el alambre, la cuenta se des-
lizard de P a Q lo mds rdpido posible cuando la forma sea la mitad de un arco de una
cicloide invertida (véase la figura 9). La cicloide es también la *curva de igual descen-
s0” en el sentido de que sin importar dénde se cologue una cuenta B sobre un alambre
en forma de cicloide, le toma el mismo tiempo deslizarse hasta el fondo (véase la
figura 10). Estas propiedades bastante sorprendentes de la cicloide fueron probadas (por
medio de cdlculo) en el siglo xvn por varios mateméticos y fisicos, inclusive Johann Ber-
noulli, Blaise Pascal y Christiaan Huygens.

cicloide

Figura 9 Figura 10

Uso de dispositivos de graficacion para trazar
curvas parametricas

La mayor parte de las calculadoras y programas de graficacién de computadoras se pue-
den usar para trazar ecuaciones paramétricas. Esta clase de dispositivos son particular-
mente (tiles cuando se trazan curvas complicadas como la mostrada en la figura 11.

"Ejemplo7 Graficacion de curvas paramétricas

Utilice un dispositivo de graficacion para dibujar las siguientes curvas paramétricas.
Explique las similitudes y diferencias.
a) x = sen 2t b) x = sen 3¢

y=2¢c081 y=2cos!

Solucion En ambos incisos a) y b), la grdfica quedard dentro de un rectdngulo
dadopor —1 =x =1, =2 = y = 2, puesto que tanto el seno como el coseno de
cualquier nimero estardn entre — 1 y 1. Asf, se podrfa usar el rectingulo de visién
[—1.5, 1.5] por [—-2.5, 2.5]).



a) Puesto que 2 cos r es periddica con periodo 2 (véase la seccién 5.3) y puesto
que sen 21 tiene periodo , si se permite que ¢ varie en el intervalo 0 = 1 = 27w
se obtiene la grifica completa, que se muestra en la figura 12a).

b) De nuevo, si f toma valores entre (0 y 27 se obtiene la grifica completa mostrada
en la figura 12b),

Ambas grificas son curvas cerradas, lo que significa que forman bucles con el
mismo inicio y punto final; también, ambas grificas se cruzan a si mismas. Sin em-
bargo, la grifica de la figura 12a) tiene dos bucles, como un ocho, mientras que la
griifica de la figura 12b) tiene tres bucles. -

Las curvas graficadas en el ejemplo 7 se llaman figuras de Lissajous. Una figura
de Lissajous es la grifica de un par de ecuaciones paramétricas de la forma

x = A sen ayf v = B cos wyl

donde A, B, w, y w, son constantes reales. Puesto que sen wf y cos wyf estdn entre —1 y
1, una figura de Lissajous estard dentro del rectdngulo determinado por —A = x= A,
~B = y = B. Este hecho se puede usar para elegir un rectingulo de vision al graficar
una figura de Lissajous, como en el ejemplo 7,

Recuerde de la seccidn 8.1 que las coordenadas rectangulares (x, v) y las coorde-
nadas polares (r, #) estin relacionadas por las ecuaciones x = rcosf, y = rsen 6. En
consecuencia, se puede graficar la ecuacion polar r = f(f#) cambidndola a la forma
paramétrica como sigue:

x=rcos8 = f(@)cos @
y=rsenf = f(0)senf

Puesto que r = f(8)

Al reemplazar & con la variable estindar paramétrica ¢, se tiene el siguiente resultado.

Ecuaciones polares en forma parameétrica

La grifica de la ecuacion polar r = f(#) es la misma que la grifica de las
ecuaciones paramétricas

x= f(t)cost y = fir) sent

| Forma paramétrica de una ecuacién polar

Considere la ecuacién polarr = 6, 1 = 8 = 10w,

a) Exprese la ecuacidn en forma paramétrica.

b) Dibuje una gréfica de las ecuaciones paramétricas del inciso a).
Solucion

a) La ecuacion polar dada es equivalente a las ecuaciones paramétricas
X = tcost ¥ =rsent

b) Puesto que 104 = 31.42, se usa el rectdngulo de visién [—32, 32] por [-32, 32] ¥
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2.5
et
4 )
H""‘--\. . ..--____.
-1.5 e 1.5
e = il
=25
a) x=senX,y=2cos/
25
— —
e e
= .r"-.-- 2 Y
1.5 g — 1.5
d_-:?:h{- :
e
e’
b) x=sen3t y=2cost
Figura 12
2 i
~32 4 . — 32
—32
Figura 13

X=ICcosl,y=rsent

se permite que f varie de 1 a 107. La gréfica resultante mostrada en la figura 13 es
una espiral. ]



S56. Duos circulos de radio a y b estin centrados en el origen,
como se muestra en la figura. Cuando el dngulo # crece, el
punto P traza una curva que se¢ ubica entre los circulos.

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para la curva,
usando a # como pardmetro.

b) Grafique la curva por medio de un dispositivo de grafica-
cidn,cona =3y b =12

. c¢) Elimine el parimetro e identifique la curva.

Vi

F

2/

57. Dos circulos de radio a y b estin centrados en el origen, co-
mo se muestra en la figura,
a) Encuentre ecuaciones paramétricas para la curva trazada

por el punto P, usando el dngulo # como parimetro.
(Nota: hay que observar que el segmento de recta AR

siempre es tangente al circulo mds grande.)
. b) Grafique la curva por medio de un dispositivo de grafica-
cin,cong =3y b =1

Vi

s g

58. Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consiste en los
puntos P determinados como se muestra en la figura.

a) Muestre que las ecuaciones paramétricas para esta
curva se pueden escribir como

-

x=2acotfl v = 2asend
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- b) Grafique la curva por medio de un dispositivo de grafica-
cidn, cona = 3.

0 X

59. Elimine el parimetro # en las ecuaciones paramétricas
para la cicloide (ejemplo 6) para oblener una ecuacién en
coordenadas rectangulares para la seccidn de la curva dada
porb=@8=n.

Aplicaciones

6l. La maquina rotatoria El Mazda RX-8 utiliza un motor
poco comiin (inventado por Felix Wankel en 1954) en el
que los pistones se reemplazan por un rotor tnangular que
gira en una carcasa especial como se muestra en la figura.
Los vértices del rotor mantienen contacto con la carcasa
todo el tiempo, mientras que el centro del tridngulo traza
un circulo de radio r, que hace girar al drbol motor. La for-
ma de la carcasa estd dada por las ecuaciones paramétricas
siguientes (donde R es la distancia entre los vértices y el
centro del rotor).

Xx=rcos 38 + Rcos y=rsenldf + Rsend

I a) Suponga que el drbol rotor tiene radio r = 1. Grafique la
curva dada por las ecuaciones paramétncas para los si-
guientes valores de R: 0.5, 1, 3, 5.

b} ;Cual de los cuatro valores de R dados en el inciso a) al
parecer modela mejor a la carcasa del motor ilustrada en
la figura?
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61. Trayectoria en espiral de un perro  Un perro esti
amarrado a un tronco de drbol circular de radio 1 pie me-
diante una correa larga. El perro logra enredar toda la
correa alrededor del drbol mientras jugaba en el patio, y se
encuentra en el punto (1, 0) en la figura. Al ver una ardilla
corre alrededor del drbol en sentido contrario a las manecillas
del reloj, manteniendo tensa la cuerda mientras persigoe al
intruso.

a) Muestre que las ecuaciones paramétricas para la tra-
yectoria del perro (conocida como envolvente de un
circulo) son

x=cosf + @senf y=s%enf — Bcosd

[Sugerencia: observe que la correa siempre es tangente
al drbol, por lo tanto OT es perpendicular a TD.]

I b) Grafique la trayectoria del perro para 0 = @ = 4.

=Y

Descubrimiento *» Debate

#2. Mas informacion de ecuaciones paramétricas En esta
secciin se expresa que las ecuaciones paramétnicas contienen

m Repaso

Revision de conceptos S

mis informacidn que sélo la forma de una curva. Escriba
un pérrafo corto que explique este enunciado, Use el siguien-
te ejemplo y sus respuestas a los incisos a) y b) en su expli-
cacidn.

La posicién de una particula estd dada por las ecuaciones
paramétricas

X =sent y = cost

donde f representa el tiempo, Se sabe que la forma de la tra-
yectoria de una particula es un circulo.

a) ;Cudnto tarda la particula en ir una vez alrededor del
circulo? Encuentre ecuaciones paramétricas si la

particula se mueve el doble de rdpido alrededor del
circulo.

b) ;La particula viaja en el sentido de las manecillas del re-
loj o en sentido contrario alrededor del circulo? Encuen-
tre ecuaciones paraméiricas si la particula se mueve en la
direccion opuesta alrededor del circulo.

63. Formas diferentes de trazar una curva Lascurvas C,
D, E y F se definen de forma paramétrica como sigue, don-
de el pardmetro 1 toma todos los valores reales a menos que
se indigue lo contrario:

C: x=g y=p?
D x=V1 y=t =0
E: x=sent, y=sent
Fi x=3 y=3*
a) Muestre que los puntos en las cuatro curvas satisfacen la
misma ecuacion en coordenadas rectangulares.

b) Dibuje la grifica de cada curva y explique cémo difieren
entre si las curvas.

1. a) Dé la definicién geoméirica de una pardbola. ; Cudles
son el foco y la directriz de la pardbola?

b) Bosqueije la parfbola x* = 4py para el caso p > 0. Iden-
tifique en su diagrama el vértice, foco y directriz. ; Qué
sucede si p < 07

¢) Bosqueje la pardbola v* = 4px, junto con su vértice, foco y
directriz, para el caso p = 00, ;Qué sucede si p < (17

2. a) Dé la definicién geométrica de una elipse. ; Cudles son
los focos de la elipse?

b) Para la elipse con ecuacién

x? },2
- .
a* bl

donde a > b > 0, ;jcudles son las coordenadas de los

vértices ¥ los focos? ; Cudles son los ejes mayor y me-
nor? [ustre con una grifica.

¢) Dé una expresidn para excentricidad de la elipse en el in-
ciso b).

d) Exprese la ecuacidn de una elipse con focos en el eje y.
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31-42 = Determine el tipo de curva representada por la

ecuacién. Encuentre los focos y vértices (si existen) y bosqueje

la grifica.
2
X
M —+y=1
i3
2 2
x ¥ y
-
o 12 144 12

B.xaP=-y+144=0

34, 2% + 6x = 9°

38,
36.

4x? + v2 = §(x + ¥)
W —-6x+y)=10

37. x=y'- 16y

38,
39,
40.
41.

2l + 4 =dx + y?

= 12x+ v+ 6y +26=0
3657 — 4y® — 36x — By = 31
Gl + 8y — 15+ By + 27 =10

42. '+l =4x+8

43-50 ® Encuentre una ecuacién para la seccién conica con las
propiedades dadas.

43.
4.

45,
46.

47.

48.
49.

S0,

51.

52.

La pardbola con foco F(0, 1) y directriz y = —1

La elipse con centro C(0, 4), focos F(0, 0) y F4(0, 8) y eje
mayor de longitud 10

La hipérbola con vértices V(0, =2) y asintotas y = *1x

La hipérbola con centro C(2, 4), focos F\(2, 1)y Fi2, Ty y
vértices V,(2, 6) y Vi(2, 2)

La elipse con focos F(1, 1) y F5(1, 3) y con un vértice en
el eje x

La pardbola con vértice V{5, 5) y el eje v como directriz

La elipse con vértices V,(7, 12) y V(7. —8) ¥ que pasa por
el punto P(1, 8)

La paribola con vénice Vi—1, 0) y ¢je honzontal de sime-
tria, y que cruza el eje yen y = 1,

La trayectoria de la Tierra alrededor del 5ol es una

elipse con el Sol en un foco. La elipse tiene eje mayor
186 000 000 de millas y excentricidad 0.017. Encuentre la
distancia entre la Tierra v el Sol cuando la Tierra estd

a) mds cerca del Sol v b) mis lejos del Sol.

186 000 000 de millas

Una nave se localiza a 40 millas de una onlla recta. Las
estaciones LORAN A v B se localizan en la orilla, separadas
300 millas. A partir de las sefiales LORAN, el capitin deter-
mina que su nave estd 80 millas mds cerca a A que a B. En-
cuentre la ubicacion de la nave. (Coloque a A y B sobre el
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eje ¥ con el eje x en medio. Encuentre las coordenadas x 6366 ® Se da la ecuacidn polar de una conica.
y v de la nave.) a) Encuentre la excentricidad e identifique la conica.

b) Bosqueje la conica y marque los vértices.
1

ﬂ. o ———
T 1 =cos®

2
o A
3+ 2senéf

4
6s r=——m—
1 + 2sen @

12
mr_]-&cﬂaﬂ

67-70 ® Se da un par de ecuaciones paramétricas.

53. a) Dibuje las grificas de la siguiente familia de elipses a) Bosqueje la curva representada por las ecuaciones
parak=1,2,4y8 paramétricas.
b) Encuentre una ecuacitn en coordenadas rectangulares para la
w2 ¥ , curva al eliminar el parimetro.
i gl ey,
16+ k* & 6. x=1—-1¢ y=1+1

— -
b) Pruebe que las elipses del inciso a) tienen los mismos 8. x=¢"—1, 3= +1]

focos. 69. x=1+cost, v=1—sent, 0=sr=n2
B 54. a) Dibuje gréficas de la siguiente familia de pardbolas para | _2
k=11,2y4. Timmekly puy Brsd
y = ke’
b) Encuentre 'Imi I’ncmricllaspar&bu-iasdcl inciso a). ' 71-72 ® Use un dispositivo de graficaciéa para la
¢) ;Cémo cambia la ubicacién del foco cuando aumenta &7 paramétrica.
Tl. x=cos2t, y=sen3s
55-58 = Suleda.lalmuaclﬁndcumc!ﬁnica: 72, x = sen(t + cos 2f), y = cos(t + sen 31)
a) Use el discriminante para determinar si la grifica de la ecua- )
ci6in es una pardbola, una elipse o una hipérbola, #3, Ea la figura el punto P es el punto medio del segmento O

0 = # < 7/2. Con # como pardmetro, encuentre una repre-

b) Use la rotacion de ejes para eliminar el término xy. sentacitn paramétrica para la curva trazada por P

¢) Bosqueje la grifica.

55, X'+ 4y +yi=1

56, 5x* —6xy + S5y' -8+ 8y -8=0

§7. Tx' = 6 VI + 13y —4V3x —dy =0
58. Ox? + 24xy + 16y = 25

¥i

B8 59-62 ® Por medio de un dispositivo de graficacién trace la cé- .-
nica. Identifique el tipo de conica a partir de la grifica. 0 ]

59, 5x2+ 3y = 60
60. 9x2 — 12y + 36 =0

=Y

61. 6x + y? — 12y = 30
62, 52x% = T2xy + 73y = 100
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10  Evaluacion

1. Encuentre el foco y la directriz de la pardbola x* = — 12y, y bosqueje su gréfica.

2. Halle los vértices, focos y las longitudes de los ejes mayor y menor para la elipse
2
EHT' 1. Luego bosqueje su gréfica.

1 1':

3. Emum:luv&&nﬂ.fnmylﬂmd:hhip&buh% e 1. A continuacién
bosqueje su gréifica.

4-6 ® Encuentre una ecuacin para la conica cuya gréfica se muestra.

4. 5. i

+
(4,3)

7-9 = Bosqueje la grifica de la ecuacin.

7. 1627 + 36" — 96x + 36y + 9 =10

B. 0x? — By? + 36x + 64y = 164

9. 2x+y ' +8 +8=0

10. Encuentre una ecuacién para la hipérbola con focos (0, +5) y con asintotas y = *3x.
11. Encuentre una ecuacién para la pardbola con foco (2, 4) y el eje x como directriz.

12. Un reflector parabélico para un faro de un automdvil forma un tazén de 6 pulg de ancho
en su abertura y 3 pulg de profundidad, como se muestra en la figura a la izquierda.
LA qué distancia del vértice se debe colocar el filamento de la bombilla si se tiene que
= 3pulg ~ ubicar en el foco?
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13. a) Use el discriminante para determinar si la gréfica de esta ecuacién es una pardbola,
una elipse o una hipérbola:

Sxi+dy + P =18

b) Use la rotacién de ejes para eliminar el término xy en la ecuacidn,
c) Bosqueje la grifica de la ecuacidn.

d) Encuentre las coordenadas de los vértices de esta conica (en el sistema de coordena-
das xy).

14. a) Encuentre la ecuacitn polar de la cdnica que tiene foco en el origen, excentricidad
e = 1 y directriz x = 2. Bosqueje la gréfica.
b) ;Qué tipo de conica representa la siguiente ecuacién? Bosqueje su grifica.

3
F=
2 —sené
15. a) Bosqueje la grifica de la curva paramétrica
x=3senf + 3 y=2cos@ O0=s0=nw

b) Elimine el pardmetro & en el inciso a) para obtener una ecuacién para esta curva én
coordenadas rectangulares,
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Esquema del capitulo

En este capitulo estudiamos las sucesiones y series de nimeros. En pocas palabras,
una sucesion es una lista de nimeros escritos en un orden especifico. Los nimeros de
la sucesion se escriben con frecuencia como a,, @y, a,, . . . . Los puntos significan
que la lista continiia por siempre. Un ejemplo sencillo es la sucesidn

3, 10, 15, 20, f. SRt
'! T f | T

iy il iy iy fly .o

Las sucesiones se presentan en muchas situaciones del mundo cotidiano. Por
ejemplo, si usted deposita una cantidad de dinero en una cuenta que genera inte-
reses, el interés ganado cada mes genera una sucesion. Si usted lanza una pelota y
la deja rebotar, la altura que alcanza la pelota en cada rebote sucesivo es una su-
cesién. Una sucesién interesante estd oculta en la estructura interna de la concha
de un nautilo.

o |
O
O
12
- 7~ N )
\/ WA 14
0 ¥ ¥ \rﬁm.__ 1/16

Podemos describir el patrdn de la sucesion mostrada mediante la férmula:
a, = 5n

Usted podria haber pensado una manera distinta de describir el patrén, como, “pasa
de un niimero al otro sumando 5”. Esta manera natural de describir la sucesion se ex-
presa mediante la fdrmula recursiva:

a4y =ay, +3

empezando con a, = 5. Trate de sustituirn = 1, 2, 3, . . . en cada una de estas formulas
para poder observar la manera en que se generan los nimeros en la sucesién.

a1
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Con frecuencia, usamos sucesiones para modelar fenémenos del mundo real, por
ejemplo, los pagos mensuales sobre la hipoteca es una sucesion. Exploramos muchas
otras aplicaciones de las sucesiones en este capitulo y en el Enfoque en el modelado
de la pdgina 874.

m Sucesiones y notacion de suma

Otra manera de expresar esta sucesion
es usar la notacion de funcidn:

aln) = In

de modo que a1) = 2, a(2) = 4,
a3)=6,...

Muchos procesos del mundo cotidiano generan listas de nimeros. Por ejemplo, el ba-
lance en una cuenta bancarnia al final de cada mes forma una lista de nimeros cuando
s¢ rastrea en el tiempo. Los matematicos llaman a estas listas sucesiones. En esta sec-
cidn estudiamos las sucesiones y sus aplicaciones.

Sucesiones

Una sucesidn es un conjunto de niimeros escritos en un orden especifico:
ﬂ]fﬂzfﬂjfﬂ.rrrbi . LI

El nimero a, se llama primer término, a, es el segundo término y, en general, a, es
el n-ésimo término. Puesto que para cada nimero natural n hay un niimero correspon-
diente a,, podemos definir a una sucesién como una funcién.

Definicion de una sucesion

Una sucesion es una funcion f cuyo dominio es el conjunto de nimeros natu-
rales. Los valores f(1), f(2), f(3), ... son los términos de la sucesion,

Por lo regular se escribe a, en lugar de la notacién de funcién f(n) para el valor de la
funcién en el nimero n.
He aqui un ejemplo sencillo de una sucesidn:

2,4,6,8,10,...

Los puntos indican que la sucesidn continiia indefinidamente. Se puede escribir
una sucesidn en esta manera cuando es evidente cudles son los términos siguien-
tes. Esta sucesion estd formada por niimeros pares. Para ser mds exactos, es nece-
sario especificar un procedimiento para hallar todos los términos de la sucesion. Esto
se puede efectuar dando una férmula para el n-ésimo término a, de la sucesién. En
este caso,

a,=2n
y la sucesidn se puede expresar como
2, 4, 6, 8, ey A
ler. 2o. Ser. 40, A-&simo

términe  término término término térming
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Observe cémo la férmula a, = 2n da todos los términos de la sucesion. Por ejemplo,
al sustituir 1, 2, 3 y 4 en n tenemos los primeros cuatro términos:

a=2-1=2 a;=2-2=4
g, =2-3=§ a,=2+4=8§
Para encontrar el 1030. término de esta sucesidn, usamos n = 103 para obtener
Q=2+ 103 = 206

"Ejemplo 1 Calculo de los términos de una sucesion

Calcular los primeros cinco términos y el centésimo término de la sucesion definida
por cada férmula.

a) @, =2n—1 b)c,=n"—1

i (—1)"
n+ 1 ="

c) 1, =

Solucién Para determinar los primeros cinco términos se sustituye n = 1,2, 3, 4
¥ 5 en la férmula en el lugar del n-ésimo término. Para determinar el centésimo tér-
mino, se sustituye n = 100. Asi se obtiene lo siguiente:

n-ésimo término Primeros cinco términos Centésimo término

a) 2n -1 1,3,579 199
b) n* - 1 0,3, 8,15, 24 9999
o T 12345 100
n+l 2'3'4'5'6 101
Vin N T .
2 2’4" 816" 32 2

En el ejemplo 1d) la presencia de (— 1)" en la sucesidn tiene el efecto de hacer que
los términos sucesivos sean alternadamente negativos y positivos.

Con frecuencia es itil esbozar una sucesién dibujando una gréfica. Puesto que una
sucesidn es una funcién cuyo dominio son los niimeros naturales, podemos dibujar la
grifica en el plano cartesiano. Por ejemplo, la grifica de la sucesitn

se muestra en la figura 1. Compdrela con la grifica de

{ i
213! l*‘ ¥ E.-|.---.|. = y uonom

mostrada en la figura 2. La grifica de cada una de las sucesiones consiste en puntos
aislados que no estdn unidos.

Las calculadoras que grafican son ttiles para analizar las sucesiones. Para trabajar
con sucesiones en la TI-83, es necesario poner la calculadora en modo Seq como en
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la figura 3a). Si se ingresa la sucesi6n wu(n) = n/(n + 1) del ejemplo Ic), podemos ver
los términos usando el comando [ TABLE | como se muestra en la figura 3b). También
se pueden graficar las sucesiones como se ilustra en la figura 3c).

1.5
Plot? Plot2 PLetD fn ulnl
nMin=1 T
tuln)Bn/in+l) z -BaBET p—
3 .78 Y Lt
& . B R
: | B5333
& SB5TIL -
T B7S
n=1
Figura 3 0 13
uln) = nfin + 1) a) b) c)
Encontrar patrones es una parte importante de las matemdticas. Considere una su-

cesion que empieza
1,4,9,16,...

;Puede detectar un patrdn en estos mimeros? En otras palabras, ;puede definir una
sucesidn cuyos primeros cuatro términos sean estos niimeros? La respuesta a esta
pregunta parece facil; estos nimeros son los cuadrados de los nimeros 1, 2, 3, 4. Por
consiguiente, la sucesién que estamos buscando se define mediante a, = n’. No

No todas las sucesiones se pueden defi-
nir mediante una férmula. Por ejemplo,
no hay férmula conocida para la suce-
sidn de nimeros primos:

Nameros primos grandes
La bisqueda de mimeros primos

grandes fascina a muchas personas.
En el momento en que esto se es-
cribid, el niimero primo méds grande
conocido era

2’15'!5"9‘“ =3 1

Fue descubierto en 2005 por Martin
Nowak, un cirujano oftalmélogo y
aficionado a las matemiticas, de
Michelfeld, Alemama. Utilizd para
ello una computadora Pentium 4
de 2.4 GHz. En la notacion decimal
este nimero contiene 7 816 230 di-
gitos. Si se escribiera completo
ocuparia casi el doble de pdginas
de este libro. Nowak estuvo traba-
jando con un grupo de Internet
grande conocido como GIMPS
{la Great Internet Mersenne Prime
Search, la Gran Basqueda por In-
ternet de los primos Mersenne).
Los nimeros de la forma 27 — 1,
donde p es primo, se llaman ni-
meros Mersenne, ¥ en ellos se
comprueba con més facilidad su
calidad de primos que en otros.
Esta es la razdn por la cual los pri-
mos conocidos mils grandes son de
esta forma.

obstante, esta no es la dnica sucesion cuyos primeros cuatro términos son 1, 4, 9, 16.
En otras palabras, la respuesta a nuestro problema no es tnica (véase el ejercicio 78). En
el ejemplo siguiente interesa encontrar una sucesion obvia cuyos primeros términos
concuerden con los términos dados.

'Ejemplo2 Determinacion del n-ésimo término

de una sucesion
Determine el n-ésimo término de una sucesion cuyos primeros términos se
proporcionan.
a) L13.4.... b) —2,4, 8,16, -32,...
Solucion

a) Se puede observar que los numeradores de estas fracciones son los nimeros im-
pares y los denominadores son los nimeros pares. Los niimeros pares son de la
forma 2n, y los nimeros impares son de la forma 2n — 1 (un nimero impar di-
fiere de un nimero par en 1). Entonces, la sucesion que tienen estos nimeros en
sus primeros cuatro términos estd representada por

=1

2n

b) Estos nimeros son potencias de 2 y se alternan de signo, por lo que una suce-

sién que concuerda con estos términos es
a, = (~1)"2"
Debe comprobar que estas formulas generan en verdad los términos dados. L

Sucesiones definidas recursivamente

Algunas sucesiones carecen de férmulas que se definen tan facilmente como las del
ejemplo anterior. El n-ésimo término de una sucesién podria depender de algunos o
de todos los términos que lo preceden. Una sucesidn definida de esta manera se [la-
ma recursiva. He aqui dos ejemplos.



Eratdstenes (alrededor de 276 a
195 a.C.) fue un gedgrafo. mate-
MENCco ¥ astrénomo griego muy re-
. conocido. Caleuld exactamente la
| circunferencia de la Tierra me-
diante un método muy ingenioso
[ véase el ejercicio 72, pagina 476).
Sin embargo, es mas famoso por su
método para encontrar nlmeros
primos, conocido en la acualidad
como la criba de Eratdstenes. El
meétodo consiste en hacer una lista
de enteros, empezando por el 2, el
| primer nimero primao, y luego tachar
. todos los miltiplos de 2, los cuales
no son primos. El siguiente ndmero
que queda en la lista es el 3, el se-
gundo primo, de modo que de nue-
vo se tachan todos los maltiplos de
éste. El siguiente ndmero es el 5, el
tercer nimero primo, y se tachan
todos sus miluplos, y asf sucesiva-
mente. De esta manera, todos los
nimeros que no son primos estin
tachados, v los niimeros que quedan
son los primos.
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Determine los primeros cinco términos de la sucesion definida recursivamente por
a=1y

mplo 3 ' Determinacion de los términos de
una sucesion definida recursivamente

a, = 3a,, +2)

Solucién La férmula que define esta sucesitn es recursiva. Permite encontrar el
n-ésimo término a, si se conoce el término precedente a, . Por lo tanto, se puede
calcular el segundo término a partir del primero, el tercero a partir del segundo, el cuar-
to término a partir del tercero y asi sucesivamente. Puesto que ya tenemos el primer
término a, = 1, se puede continuar como sigue

a = Ya, +2)=3{1+2)=9
a;=Ha:+2)=3Y9+ 2)=133
ay = Hay + 2)= 333+ 2)= 105
a; = Ya, + 2)= 3105 + 2) = 321
Por lo tanto, los primeros cinco términos de esta sucesion son
1,9, 33, 105, 321,. .. ]

Hay que observar que con objeto de determinar el vigésimo término de la sucesion
del ejemplo 3, es necesario primero encontrar los 19 anteriores. Esto se efectia con
miis facilidad mediante una calculadora para graficar. En la figura 4a) se ilustra cémo
introducir los datos de esta sucesion en la calculadora TI-83. A partir de la figura 4b)
se puede observar que el vigésimo término de la sucesion es ay, = 4 649 (45 865.

Plot1 Plot2 Plotl ul20)
nMin=1 LELIFDL5B6S
Wuln)=3Culn-13+2) _
ulnMinl={1)}

a) b}

Figura 4
un) = 3udn — 1)+ 2), u(l) = 1

-~

La sucesion de Fibonacci

Calcule los primeros 11 términos de la sucesion definida recursivamente
Pﬂl‘F; = I., .Fz = ] ¥

Frl e Fll_] + 'F:l1—1

Solucion Para calcular F, necesitamos encontrar los dos términos precedentes
F,- ¥y F,_,. Puesto que ya conocemos F, y F,, continuamos como sigue.

F3=F;+F|=|+|=1
F‘=F3+FE=E+I=3
Fy=F,+F,=3+2=5
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Es evidente lo que sucede aqui. Cada término es simplemente la suma de los dos
términos que lo preceden, por lo que con toda facilidad se pueden escribir tantos tér-
minos como queramos, He aqui los primeros 11 términos.

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55,89, ... .

La sucesidon del ejemplo 4 se denomina sucesion de Fibonacci, nombrada asi en
honor del matemitico italiano del siglo X1 que la utilizé para resolver un problema
relacionado con la reproduccidn de los conejos (véase el ejercicio 77). La sucesién
también se presenta en numerosas situaciones en la naturaleza (véanse las figuras 5
y 6). En efecto, tantos fenémenos se comportan segiin la sucesién de Fibonacci que

Fibonacci (1175-1250) nacid en . . A . .
Pias: Ik, y 56 oduod oo ¢l notke fmmmm.elFMHanﬂbﬁmgdﬂmamm

de Africa. Viajd por toda la zona
del Mediterrdneo y aprendid varios
métodos que se usaban entonces
para escribir nimeros. Cuando re-
gresd a Pisa en 1202, Fibonacci se
declard en favor del uso del siste-
ma decimal hindi-ardbigo, el que
usamos en la actualidad, en lugar
del sistema numérico romano gue
s¢ usaba en Europa en esa época.
Su obra mds famosa, Liber Abaci,
explica en detalle las ventajas de
los nimeros hindd-aribigos. En
efecto, la multiplicacién y la divi- g

sién eran tan complicadas usando La sucesién de Fibonacci en
los nimeros romanos que se re- el crecimiento de las ramas de
queria un grado universitario para un drbol

alcanzar esas habilidades. Es inte-

resanie hacer notar que en 1299 la

ciudad de Florencia declard fuera

de la ley el uso del sistema decimal 21

para comercianies y negocios, y
pedia que los nimeros se escribie-
ran en caracterss nmanos o en pa- ]3
labras. Uno solo puede especular
acerca de la razdn de esta ley. 3

Figura 6 Espiral de Fibonacci Concha de nautilo
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Sumas parciales de una sucesion

En el célculo infinitesimal, con frecuencia nos interesamos en la suma de los térmi-
nos de una sucesion. Esto da origen a la definicidn siguiente.

Sumas parciales de una sucesion

En el caso de la sucesion

las sumas parciales son

§,=a,+a;+a;+...+a,

5, se llama primera suma parcial, 5; es la segunda suma parcial v asi
sucesivamente. S, se denomina n-ésima suma parcial. La sucesion §,, 5;,
81, . ... 5, ... se denomina sucesion de sumas parciales.

8 Calculo de las sumas parciales de una sucesién

Calcule las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima suma parcial de la suce-
sién dada por a, = 1/2".

Solucion Los términos de la sucesién son

1
. _‘ - & &
8

|-

1
1‘!

Las primeras cuatro sumas parciales son

] 1
Si=3 =2
1 1 3
27575 T4
| 7
=—4 =4 = = —
5 2 4 8 8
s T I SO P
a8 e 16
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Sumas parciales
de la sucesion

e |—

iy la sucesidn
dy

Figura 7

Crifica de la sucesion a, y la sucesidn

de las sumas parciales §,

Esto nos dice
aue terminamos
con k= g,

Esto significa "
que tenemos que D a,
sumar k=1

Esto significa

que EmMpeEzamos
conk=1.

Hay que observar que en el valor de cada suma parcial el denominador es una
potencia de 2 y el numerador una unidad menor que el denominador. En general, la

n-ésima suma parcial es
] I

S, = 7 =] - o
Los primeros cinco términos de a,, y 5, se grafican en la figura 7. ]
Ejemplo 6 Calculo de las sumas parciales ﬁ
de una sucesion

Determine las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima suma parcial de la su-
cesidn dada por
1 1

g, = = =

n n+1

Solucion Las primeras cuatro sumas parciales son

=(1-}
ar(-D)+ ()
(P GD G e
(D (D G- (-9

(Detecta un patrén aqui? Claro. La n-ésima suma parcial es
1
S,=1- ]
y n+1
Notacion sigma
Dada una sucesitn ‘
ﬂ|.. ﬂ:. -ﬂ3. -ﬂq... e

se puede escribir la suma de los primeros n términos usando la notacion de suma o
notacién sigma. Esta notacién toma su nombre de la letra griega mayidscula Z, que
equivale a la § de “suma”. La notacién sigma se usa como sigue:

E‘J,q‘tz,,—;lrq-l_qz+a|_,,+|::c;++--+w,1
k=]

El lado izquierdo de la expresién quiere decir “La suma de a, desde que k = 1 hasta
k = n". La letra k se llama indice de suma o variable de la suma, y la idea es
reemplazar k de la expresién después de sigma por los enteros 1, 2, 3, . .., n, y sumar
las expresiones resultantes, para llegar a obtener el lado derecho de la ecuacién.
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Sucesiones y series

Las siguientes propiedades de las sumas son consecuencias naturales de las pro-
piedades de los nimeros reales.

Propiedades de las sumas

Sean ay, as, @y, Gy, . . . ¥ by, by, by, by, . . . . sucesiones, Entonces para todo entero
positivo n y cualquier nimero real ¢, se cumplen las siguientes propiedades.

1. i{ﬂa+h}= iai+ zn:b,

k=] k=1

2, i{'ﬂ'l_bl}= gﬂl_ ;:,h

k=1

e S fa)

=1 k=]

® Demostracion Para demostrar la propiedad 1, escribimos el primer miembro
de la ecuacién como

2 (a+b) =(a, + b))+ (ay + b)) + (ay + b)) + -+ + (a, + b,)
k=1
Puesto que la adicién es conmutativa y asociativa, podemos reacomodar los térmi-
nos en el segundo miembro para tener

Sla+b)=(ay+ay+as+ - +a)+(b+by+by+:'+b)
k=1

Al volver a escribir el segundo miembro aplicando la notacién sigma obtenemos
la propiedad 1. La propiedad 2 se demuestra de manera similar. Para demostrar la
propiedad 3, usamos la propiedad distributiva:

n
Eca,,=m,+m1+cﬂ3+---+m,
k=1

=c{a|+a1+a3+"'+ﬂnj=c(gﬂt) :

1-10 ® Determine los primeros cuatro términos y el centésimo 11-16 = Calcule los primeros cinco términos de la sucesién
término de la sucesion. definida recursivamente.
La=n+1 2 a=2n+13 lLa=2a,.;,—2) v a=3

1 o
3.a_*ﬂ+] da,=n+1 1;_5"=L1i y a=-8

-1 i da=2a_,+1 y a=1
5, o 1] 6 a, == : | ;

" Iil.u,.=1+ Yy a=1

= — —1r*l A iy

7 i, I-+{ ]r { l] n+1 H.ﬂ‘:.:ﬂl_l'*"ﬂ#_: ¥ ﬂlﬁl.ﬂiﬁz
9. a,=n" 3 6. a,=a, ta,:ta,; ¥y a=aqy=a;=1



- 17-22 ® Por medio de una calculadora para graficar ejecuie

lo siguiente.
a) Determine el décimo término de la sucesion.
b) Grafique los primeros 10 términos de la sucesién.

17, a,=4n + 3 18. a,=n+n
19. u.=% 20. a, =4 = 2A-1y

|
2. g, = — a, =12
iy Pl Y 4

2.8, 1~ 8- ¥ ay=1,3,=3

23-3) ® Determine el a-ésimo término de la sucesion cuyos
primeros términos se proporcionan.

23, 2,4,8,16,... M. -Li-44....

25. 1,4,7,10,... 26. 5, —25, 125, —625, ...
27 1,35t 85, - - - 28 3445

29, 0,2,0,2,0,2,... 30. 1,4,3,454...

31-34 ® Calcule las primeras seis sumas parciales 5,, §,, 5,, 5.,
5, 85 de la sucesidn.

x| B i i, Yy S
14 &

Y 31.!"'

g

v S ol L LA

1
3‘31 _!' .Hh _Fl'l 1._"]1. lql.la

L

35-38 ® Calcule las primeras cuatro sumas parciales y la n-ésima
suma parcial de la sucesion a,.
2 1 1

mn'mﬁ Hﬂ'=n+]_n+1

Ma,=Va-vVn+1
38, a, = Iug(;—:-—]) (Sugerencia: aplique una propiedad de

los logaritmos para expresar el n-ésimo término como una
diferencia.]

J9-46 ® Calcule la suma.

39, it 40. ii:’
k= k=
3 1 1]
= —1%
41. Ek 42. PEL{ 1)
43, i'[lﬁ-{—l}'] 44, %lﬂ
45, éz" 46. il‘l‘

T
1
it

=1
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- 47-52 ® Mediante una calculadora para graficar evalie las
su

47. %k’ 48. EI{EU:+4}
k=] k=1
” 20 11 1 - 15
-EJU“"J} _.I-EE.f2+]
2 - (=)
51. 3 (-1)"2n 5. % -

53-58 ® Escriba la suma sin usar la notacidn sigma.

5. S Vi gy N2
! 2+ 1
L] b

5. D Vk+4 56. 3 k(k + 3)
k=0 k=&
10 L]

57. >« 58. 3 (—1)y*W

k=3 =1

59-66 ® Escriba la suma mediante la notacién sigma.

9. 1+2+3+4+---4+ 100

60. 2+4+6+---+20 6L IP+2+3F+ ...+ 10
1 I 1 Lo, ]

62. 2 3m3 4ms Sms 100 In 100
1 1 1 1
+ + S S, Lo
Qi taata 999 . 1000
V1 V2 W3 vn
Mo T g TR

65, l+x+ 2+ 4+ + 4™
66, 1 — 2x+ 3 —dx' + 5t + oo — 100x™
67. Encuentre una férmula para el n-ésimo término de la

sucesidn
V2, V2v2, V2V, 2V 222, . ..

[Sugerencia: escriba cada uno de los términos como una
potencia de 2.]
BN 68. Defina la sucesion
LS+ == V)
R

Utilice el comando de una calculadora para graficar
con el fin de determinar los primeros 10 términos de esta

sucesion. Compare con la sucesidn de Fibonacci F,.

G, =

Aplicaciones

69. Interés compuesto Julio deposita 2000 ddlares en una
cuenta de ahorros que paga un interés de 2.4% al afio, com-



SECCION 11.2 Sucesiones aritmaéticas 833

m Sucesiones aritmeéticas

En esta seccidn se trata un tipo especial de sucesidn, llamada sucesidn aritmética.

Sucesiones aritméticas

Quizi la manera mads sencilla de generar una sucesion es empezar con un nimero a
v afiadirle una constante fija d, una y otra vez.

Definicion de una sucesion aritmetica

Una sucesion aritmética es una sucesion de la forma
aa+da+2da+3da+4d. ...

El nimero a es el primer término, v d es la diferencia comiin de la suce-
sion. El m-ésimo término de una sucesidn aritmética estd dado por

a,=a+(n—1}d

El niimero d se llama diferencia comiin porque cualquier par de términos conse-
cutivos de una sucesion aritmética tiene una diferencia de d.
Ejemplo 1 Sucesiones aritméticas
a) Sia =2yd =3, entonces tenemos la sucesion aritmética
i B A i W A K . R

o bien, 2,5.8,11,...
La diferencia de dos términos consecutivos cualquiera de esta sucesidn es d = 3.

El n-ésimo término es a, = 2 + 3(n — 1).
b) Considere la sucesion aritmética

9.4, —1,-6,-11,...

En este caso, la diferencia comiin es d = —35. Los términos de una sucesion
aritmética disminuyen si la diferencia comiin es negativa. El n-ésimo término

esa, =9 — 5(n— 1)
¢) La grifica de la sucesidn aritmética a, = 1 + 2(n — 1) se muestra en la figura 1.
Observe que los puntos de la grifica quedan en la recta de pendiente 4 = 2.

20

‘!‘......-.]u



Matematicas en el
mundo moderno

Division justa de bienes

Dividir un bien en forma justa en-
| tre una ciera cantidad de personas
es de gran interés para los matemd-
ticos. Entre los problemas de esta
naturaleza se encuentran dividir
el presupuesto nacional, tierras en
disputa o los bienes en los casos de
' divorcio. En 1994, Brams y Taylor
encontraron un caminoe matemaiti-
| co para dividir en forma justa las
cosas. Su solucion se ha aplicado
a los problemas de division en la
ciencia politica, procedimientos le-
gales y otras dreas. Para entender ¢l
problema, considere el ejemplo si-
guiente. Suponga que las personas
. A y B quieren dividir justamente
| una propiedad entre ellos. Dividir
| justamente significa que tanto A co-
mo B deben quedar satistfechos con
¢l resultado de la divisién. Solu-
cion: A tiene que llegar a davidir la
propiedad en dos partes, y luego B
tiene que llegar a elegir la parte que
quiere. Puesto que A y B tomaron
parte en el proceso de division,
cada uno debe estar satisfecho. La
situacidn se vuelve mis complica-
da cuando son tres 0 méds personas,
|y es aqui donde entran los matema-

| ticos. Dividir las cosas en forma

Justa requiere mucho mds que sélo
cortar las cosas a la mitad; se tiene
que tomar en cuenta el valor relati-
vo que cada persona da a la cosa
| que va a ser dividida. Una de las
historias que aparecen en la Biblia
ilustra con claridad estas situacio-
| nes: dos mujeres se¢ presentan ante
el rey Salomdn. Cada una afirmaba
ser la madre de un mifio recién na-
cido. La solucién del rey Salomdn
fue jdividir el nifio a la mitad! La
madre real, quien valoraba al nifio
mis gue nadie, inmediatamente de-
sistid de sus afirmaciones con el fin
de salvar la vida del nifio.

' Las soluciones matemiticas
para los problemas de la divisidn
justa se han aplicado recientemen-
te en un tratado intermacional, la
Convention on the Law of the Sea.
Si un pais quiere sacar provecho
de una parte del fondo del mar,

{coniimia)
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Una sucesion aritmética estd definida por completo con el primer término a y la
diferencia comin 4. Por lo tanto, si conocemos los dos primeros términos de una su-
cesion aritmética, entonces podemos encontrar una formula para el n-ésimo término,
como se muestra en el ejemplo siguiente.

Determinacion de términos
de una sucesion aritmética

Determine los primeros seis términos y el término nimero 300 de la sucesién
aritmética.

5, i FEP
Solucién  Puesto que el primer término es 13, tenemos que a = 13. La diferencia
cominesd = 7 — 13 = —6. Por lo tanto, el n-ésimo término de la sucesion es
a=13—-6n-1)
A partir de lo anterior encontramos los primeros seis términos:
13, 3 ) =%, =11, =¥, ..

El tricentésimo término es ay, = 13 — 6(299) = —1781. L]

En el ejemplo siguiente se muestra que una sucesion aritmética queda definida del
todo por dos términos cualesquiera.

El término décimoprimero de una sucesién aritmética es 52, y el término décimo-
noveno es 92. Calcule el término milésimo.

Solucidon Para determinar el n-ésimo término de esta sucesidn es necesario en-
contrar a ¥ d de la férmula

mplo3 Determinacion de los términos
de una sucesion aritmaética

n=a+(n-—1)d
A partir de esta férmula tenemos
ap=a+(11-1)d=a+ 10d
ﬂ|g=ﬂ+{lg_1]fj=ﬂ+13d
Puesto que a,, = 52 y a;,q = 92, planteamos las dos ecuaciones:
{52 =a+ 10d
92 = g + 184
Al resolver el sistema y determinar a y d, obtenemos a = 2 y d = 5. (Compruébelo.)
Por lo tanto, el n-ésimo término de esta sucesion es
a, =2+ 5n-1)
El milésimo término es a,qq = 2 + 5(999) = 4997. ]

Sumas parciales de sucesiones aritméticas
Suponga que queremos hallar la suma de los ndmeros 1, 2, 3, 4, . .., 100, es decir,

100
o 3 -
ke
Cuando el famoso matemético C. F. Gauss era un escolar, su maestro planted este

problema a la clase, con lo cual esperaba que los mantendria ocupados un buen tiem-
po. Pero Gauss respondid casi de inmediato. Su idea fue la siguiente: puesto que
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_Ejemplo 4 Determinacion de una suma parcial
de una sucesion aritmeética
Calcule la suma de los primeros 40 términos de la sucesidn aritmética
3NL11,15...
Solucién Por lo que se refiere a esta sucesitn aritmética, a = 3 y d = 4. Si apli-
camos la férmula 1 para la suma parcial de una sucesién aritmética, obtenemos

So = 2[2(3) + (40 — 1)4] = 20(6 + 156) = 3240 5

§ Determinacion de una suma parcial
de una sucesion aritmética

Encuentre la suma de los primeros 50 niimeros impares.

Solucion Los nimeros impares forman una sucesién aritméticacona = lyd = 2.
El n-ésimo términcesa, = 1 + 2(n — 1) = 2n — 1, de modo que el quincuagésimo
nimero impar es asy = 2(50) — 1 = 99, Al sustituir en la férmula 2 de la suma
parcial de una sucesion aritmética, obtenemos

+ 1+
5m=5ﬂ(ﬁ ;‘“) =5{r( ;g) = 50-50 = 2500 .

36 Determinacion de la capacidad a
de asientos en un auditorio

Un auditorio tiene 50 filas de asientos con 30 lugares en la primera fila, 32 en la se-
gunda, 34 en la tercera, y asi sucesivamente. Calcule la cantidad total de asientos.

Solucion La cantidad de asientos en las filas forman una sucesidn antmética con
a = 30y d = 2. Puesto que hay 50 filas, la cantidad total de asientos es la suma

S0 = 0[2(30) + 49(2)] s, = g-;:ea ¥ (n = 1)d]
= 3950
Por lo tanto, el auditorio tiene 3950 asientos. -

| Determinacion del nimero de términos
en una suma parcial

i Cudintos términos de la sucesion aritmética 5, 7, 9, . . . se tienen que sumar para te-
ner 5727
Solucion  Se nos pide encontrar n cuando §, = 572. Al sustituira = 5,d =2y

5, = 572 en la formula | de la suma parcial de una sucesion aritmética, obtenemos

572 = %[2-5 +(n=1)2]  6,=Z[2a+ (n-1)d]

5712=5n+n(n-1)
0 =n’+4n - 572
0=(n—22){n + 26)

Esto dan = 22 o n = —26. Pero como n es el niimere de términos en la suma parcial,
debemos tener entonces n = 22, |
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Aplicaciones

57.

6l.

6l

Depreciacion  El valor de compra de una computadora
de oficina es 12 500 délares, Su depreciacion anual es
1875 délares. Encuentre el valor de la computadora des-
pués de 6 afos.

Postes apilados Los postes para teléfono se almacenan
apilados con 23 postes en la primera capa, 24 en la segunda
y asi sucesivamente. Si hay doce capas, jcuantos postes para
teléfono hay apilados?

Incrementos al salario Un hombre obtiene un empleo
con un salario de 30 D00 délares al afio. Le prometieron
2300 délares de aumento anual en los afios siguientes.
Calcule el total de lo ganado en un peniodo de 10 afios.

Autocinema Un autocinema tiene espacio para 20 auto-
mdviles en la primera fila de estacionamiento, para 22 en
la segunda, para 24 en la tercera y asi sucesivamente. 51 hay
21 filas en el autocinema, calcule la cantidad de automéviles
que pueden estacionarse.

Lugares en el teatro Un arquitecto disefia un teatro
con 15 asientos en la primera fila, 18 en la segunda, 21 en la
tercera y asi sucesivamente. 5i el teatro va a tener una capa-
cidad de 870, ;cudntas filas debe considerar el arquitecto en
su disefio?
Caida de una pelota Cuando se deja caer libremente un
objeto cerca de la superficie terrestre, la fuerza de la grave-
dad es tal que el objeto cae a 16 pies en el primer segundo,
a 48 pies en el siguiente segundo, a 80 pies en el siguiente
segundo y asi sucesivamente.
a) Encuentre la distancia total que la pelota recorre en 6 s.
b) Determine una fdrmula de la distancia total que la pelota
recorre en n segundos.

63. Los doce dias de la época de Navidad En la tan bien

conocida cancion “The Twelve Days of Christmas”™, una
persona le da a su amada k regalos en el k-ésimo dia durante
cada uno de los doce dias de la época de Navidad. Asimismo,
la persona da otra vez regalos idénticos a los ya entregados
en cada dia posterior. Por lo tanto, en el dia 12, la amada re-
cibe un regalo por el primer dia, dos regalos por el segundo
dia, tres regalos por el tercer dia y asi sucesivamente. De-
muestre gue la cantidad de regalos recibida en el decimose-
gundo dia es una suma parcial de una sucesidn aritmética.
Calcule la suma.

Descubrimiento * Debate
64. Media aritmética La media aritmética o promedio de

dos nimeros a y b es

Observe que m es la misma distancia desde a como desde b,
de modo que a, m, b es una sucesién aritmética. En general,

51 my, my, . .., my estin igualmente separadas entre a y b
de modo que

a,my, My, ....,mub
es una sucesidn aritmética, entonces m,, m;, . . . , My 5€
llaman k medias aritméticas entre a y b.

a) Inserte dos medias aritméticas entre 10 y 18,

b) Inserie tres medias aritméticas entre 10y 18

¢) Suponga que un médico necesita incrementar la dosis
de un cierto medicamento para un paciente. Necesita
pasar de 100 mg a 300 mg por dia, repartidos en cinco
pasos iguales. ; Cudnias medias aritméticas tiene que
insertar entre 100 y 300 para obtener la progresidn de
dosis diaria, y cudles son esas medias?

En esta seccion estudiamos las sucesiones geométricas. Este tipo de sucesiones se
presenta a menudo en aplicaciones de finanzas, crecimiento de la poblacién y otros

campos.

Sucesiones geomeétricas

Recuerde que una sucesién aritmética se genera cuando afiadimos repetidamente
un nimero d a un término inicial a. Una sucesién geométrica se genera cuando em-
pezamos con un nimero a y multiplicamos en forma repetida por una constante r,

no cero ¥ fija.



